Uber die lokale Losbarkeit diophantischer Gleichungen

Von GY. REMENY!I (Debrecen)

Herrn Professor A. Rapcsik zum 60-sten Geburtstag mit Ehre gewidmet

Einfiihrung

Bezeichne Q den rationalen Zahlkérper und sei F(x,, ..., x,,) €Q(xy, ..., X,,) ein
homogenes Polynom. Die Gleichung

(1) Fl .l

besitzt nur dann eine nichttriviale Lésung x=(x,, ..., X,,) in Q, wenn sie eine nicht-
triviale Lésung im Korper Q.. der reellen Zahlen und in jedem p-adischen Zahl-
korper Q, besitzt.

Im weiteren p bezeichnet eine Primzahl und wir untersuchen die L&sbarkeit
von (1) in Q,.

Sei

K(Q,) = sup logm,
(n, m)

wobei wir alle diejenigen natiirlichen Zahlenpaare (n, m) betrachten, zu denen man
ein homogen Polynom n-ten Grades in m Unbekannten mit rationalen Koeffizienten
finden kann, derart, daB dieses Polynom in Q, nur triviale Lésungen hat.

Es ist bekannt (vgl. z. B. [1]) daB K(Q,,)EZ‘. E. ARTIN [2] vermutete, daB

K(Q,)=2. G. TERIANIAN [3] bewies, daB K(Q,)=log 18>2, d.h. die Artinsche Ver-
mutung ist nicht richtig. Gleichzeitig bewies J. BRoWKIN [4] daB K(Q,)=3 fiir alle
p. Die im Beweis von Browkin auftretende Konstruktion ist jedoch ziemlich kom-
pliziert.

In unserer Arbeit geben wir eine einfache Kontsruktion der Formen von Terja-

nian-Typ. Als Anwendung geben wir einen einfacheren Beweis fiir den Satz von
Browkin.

Ergebnisse
Im weiteren bezeichnen wir mit 2 den Ring der ganzen rationalen Zahlen.

Ist x=(x,, ..., x,) €Z* ein ganzer Vektor, p eine Primzahl und x;=0 (mod p)
fiir alle 7, so bezeichnen wir die einfach mit x=0 (mod p).

6.
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Satz 1. Zu jeder Primzahl p und zu jeder ganzen Zahl m=0 existiert eine Form
Ju(X) (p—1)p*"~-ten Grades in p*"~™~' Unbekannten mit Koeffizienten in Z, sodaff
fiir jeden ganzen Vektor x

fu(®)=1 (modp*),
Jalls x20 (mod p).

Zum Beweis der Behauptung brauchen wir zuerst zwei einfache Hilfssitze:

Hilfssatz 1. Sei r=2 eine natiirliche Zahl. Zu jeder ganzen Zahl k mit 1 =k=r—1
existiert ein homogenes Polynom G, r-ten Grades in k Verdnderlichen mit Koeffizienten
aus Z, derart dap fiir die Substitutionswerte X=(x,, ..., X;), X € Z*

1 (modr?*), wenn alle x;=1 (modr),
0 (modr®), wenn ein x; =0 (modr?

Gk(XJ = {
gilt.
Beweis. Wir definieren G* folgendermaBen

r r—1 r r

Jj=1 i=0 i=1
Wenn x=(x,, ..., x,) €2" und fiir irgendeinen i = r—1 x;=0 (mod r?), so gilt
G*(x) =0 (modr?.

Wenn aber x;=1 (mod r) fiir alle 1 =i=r, so gilt fir x; = k;r+1
r r—1 r
GX)=r Jki+1—=|r J ki+1||r 2 ki+r|+r=1 (modr?).
i=1 i=1 i=1

Sei nun in G* x;,,=...=x,=x; und das so erhaltene Polynom bezeichnen wir
mit G,. Auf Grund des Vorangehenden erfiillt G, die Bedingungen des Hilfssatzes.

Hilfssatz 2. Zu einer beliebigen ganzen Zahl r=2 existiert ein Polynom r-ten

Grades in r—1 Unbekannten mit Koeffizienten aus Z derart, dap fiir die Substitutions-
werte X=(Xy, Xas ..., X,—1) €2~ die Beziehung
I (modr?®), wenn wenigstens ein x;=1 (modr)
) F(x) = und die anderen x; = 0 (mod r?),
0 (modr?), wenn alle x; =0 (modr?
gilt.

Beweis. Wir fiihren den Beweis fiir eine feste Gradzahl r=2 mit Induktion
nach der Zahl der Veridnderlichen. Im weiteren bezeichne bei F der Index gleich-
zeitig die Zahl der Verinderlichen. Wir konstruieren fortlaufend homogene Polynome
Fi(x), ..., F,_,(x) mit Koeffizienten aus Z derart, daB diese Polynome die Beziechung
(2) befriedigen.

Sei

Fix) = X5
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Fiir dieses Polynom ist (2) erfiillt. Wir setzen voraus, daB wir die Polynome
Fy(x), ..., Fi(x) mit der gewiinschten Eigenschaft schon konstruiert haben. Sei nun

Foy1= DGt (D' Z A+ (1) S R+ ... +(-1) 3 ]

wo wir die i-te Summierung so vornehmen, dall in den F; jede Kombination der
i-ten Klasse ohne Wiederholungen der Verdnderlichen x,, ..., x,., auftritt. Wenn
jedes x;=0 (mod r?) so ist Fi,,(x)=0 (mod r?). Wenn jedes x;=1 (mod r), so ist
nach der Induktionsvoraussetzung

k+1 k+1
F,,+15(—l)"[l+(—l)[ 1 ]+...+(—l)"[ k ]]E

=(DA-DPH-D =1 (modr?),

Gilt aber fiir j < k+1 der x; die Bezichung x;=0 (mod r*) und fiir die {brigen
x;=1 (mod r), so mull von der obigen Summe die Summe

{41} [;]+...+(—1y[j] 0

abgezogen werden. D.h. fiir j < k+1 nichts abgezogen zu werden. Damit ist der
Hilfssatz 2. bewiesen.

BEWEIS von Satz 1. Wir beweisen mehr indem wir die Existenz solcher, die
Bedingungen des Satzes erfiillender Polynome zeigen, fiir die im Fall x=0 (mod p)
sogar f,,(x)=0 (mod p*"*") erfiillt ist. Ausgenommen ist der Fall p=2 und m=0, 1,
fir den f,,(x)=0 (mod p?”): Sei zuerst p=2. Man sieht dann leicht, daB f,(x)=x,
f1(x)=x% und f;(x) = xj+x} geeignete Polynome sind, Ferner ist /;(x)=0 (mod 2%)
falls x=0 (mod p). Ist p=3 und m=0, so sei f,(x)=x?"! und man sicht daB dieses
Polynom die Behauptung des Satzes erfiillt und daB f,(x)=0 (mod p?* falls
x=0 (mod p). Wir setzen jetzt voraus, daB die obige Behauptung fiir m richtig sei,
wobei m=2 fir p=2 und m=0 fir p=3. Dann existiert ein Polynom
f(X) (p—1)+p?™~1-ten Grades in p* ™! Unbekannten mit Koeffizienten in Z
derart daB f,(x)=1 (mod p*") falls xZ0 (mod p) und f,(x)=0 (mod p*"*") falls
x=0 (mod p). Wir zeigen, daB dann fiir m+1 ebenfalls ein Polynom mit dieser
Eigenschaft existiert.

Wir benutzen das im Hilfssatz 2. fiir r=p®" auftretende Polynom F. Wir be-
trachten nun das obige Polynom f,, mit (p*"—1)-fach paarweise disjunkten Ver-
dnderlichen. Mit diesen bilden wir das Polynom

fl:+l = F(.fm: ---sfm)9
dessen ganze rationale Substitutionen die Bezichung
am+1 = = = am
= Pl oo = Il (mod p*™*"), wenn irgendein f,, =1 (modp*"),
0 (modp*"**), wenn jedes fu = 0 (mod p**?).
Die Gradzahl des Polynoms f,;, , ist

(p—=1)-p*"~1.p* = (p—1).p&"**-1),

PP -1
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die Zahl der Unbekannten dieses Polynoms ist

(P2~ . p¥n M-l = g1, pEmemel = pEmti-(miD) -

Wenn wir nun in f;, ,, diejenigen Unbekannten, die die Indizes p*"*'~(m+D-141
usw. besitzen mit x, identifizieren, dann erfiillt das sich so ergebende Polynom
Sm+1 schon den Satz 1. zusammen mit der am Anfang des Satzes gemachten Be-
merkung.

Satz 2. Fiir eine beliebige Primzahl p gilt
K(Q,) = 3.

BEWEIS. Sei m=2 eine natiirliche Zahl und £, ein den Satz 1. erfiillendes Poly-
nom. Wir betrachten nun die Polynome f,,(X,), f,,(X;) usw. mit paarweise disjunkten
Unbekannten und bilden das Polynom

-1
G = f:__z; S (X))

Mit Y,, ..., Y, bezeichnen wir jetzt die paarweise disjunkten Mengen der Unbekann-
ten und betrachten das homogene Polynom

H=G(Yo)+rG(Y)+... +r1G(Y,)
= 2m—1
i [%_1].

Wir zeigen, daB die Gleichung H=0 in Q, nur die triviale Lésung 0=(0,0, ...)
besitzt.
Im gegenteiligen Fall hiitte ndmlich die Gleichung

3) H(Y,, ..., Y,) =0

in Q, eine ganze Losung derart, daB ¥; 20 (mod p) fiir irgendein i. Dann ergibt sich
aber aus (3) fiir die obige ganze Zahl m=2

G(Ye) =0 (modp*”)

wihrend aber aus der Konstruktion von G und aus Satz 1. Y,=0 (mod p) folgt. In
diesem Fall ist

wo r=p*" und

G(Yy =0 (mod p*4%)
sowie nach dividieren von (3) durch p*"
G(Y,)) =0 (modp*™).
Hieraus erhalten wir analog Y,=0 (mod p) und es ergibt sich
G(Y,)) =0 (mod p#d©),
Indem wir das Verfahren fir alle i =g fortsetzen, bekommen wir

G(Y) =0 (modp®)
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und Y; =0 (mod p), da ¢ so gewiihlt war, daB r¢*1=p#*¢CG Dies aber ist ein Wider-
spruch. Also hat (3) in sz nur die triviale Lésung. Man kann einsehen, daB die
Gradzahl von H(p—1)-p* ! ist, wihrend die Zahl der Unbekannten

P (p* — De(@g+1)= pzm-m—l.sz-l .p'.'rn-m—z o ps-zfn—zm—a
betrigt.
Hieraus ergibt sich

K(Q,) = log[p*" "1+ (p*" —1)+(q+ 1)] = log p*?"~2"~4 = 3 —]og pm+4
WO
u=(p—1).p?
und
2m

v=_p

das heiBit fiir m — <= ist K(Q,)=3, was zu beweisen war.
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