Eine Bemerkung zum Hilbert—Kamke-Problem

S. TURJANYI (Debrecen)

Herrn Professor A. Rapcsik zum 60-sten Geburtstag mit Verehrung gewidmet

1. Einleitung

Sei n=2 eine natirliche Zahl. Nach dem Satz von Waring—Hilbert [3] exi~
stiert ein nur von n abhidngendes s=s(n) derart, daB die Gleichung

X+ vnxt =N

fiir jede natiirliche Zahl N in rationalen ganzen Zahlen IGsbar ist, d. h. die Folge
{0, 1"; 2"; ...} ist eine Basisfolge der natiirlichen Zahlen. In diesem Zusammenhang
hat E. KAMKE das folgende Problem aufgeworfen: welchen Bedingungen muB eine
streng wachsende Folge 4{=0; 1; a,; a,; ...} von ganzen Zahlen geniigen damit die
Folge A"={0; 1; d3; d} ...} eine Basisfolge ist.

Bis jetzt ist es nicht gelungen, eine allgemeine Antwort zu geben. Gegenwirtig
sind zwei diesbeziigliche Ergebnisse bekannt. L. K. HUA bewies in [2], daB} die Folge
der n-ten Potenzen der Primzahlen eine Basisfolge ist. G. J. RIEGER zeigte in [6],
dal3 A" eine Basisfolge ist, falls die Snirelman-Dichte von 4 positiv ist.

Als eine Verallgemeinerung des Waring-Problems kann das sogenannte Hil-
bert—Kamke-Problem aufgefaBBt werden, d. h. die Frage der Ld&sbarkeit des dio-
phantischen Gleichungssystems

X1+x34+ ...+ x5 =N
(]) x’l'-l+xg_l+-..+x:_l=Nn—l

X1+ X4 ... +x, =N,
in rationalen ganzen Zahlen x; =0. Zur Ldsbarkeit von (1) ist es notwendig, daB
dieses System in nichtnegativen reellen Zahlen 18sbar sei, was zwischen den N,

gewisse GroBenordnungsbeziechungen bedingt. Nehmen wir an, daB reelle Zahlen
I,>1 und 0<i,<1 (1=k=n-—1) derart existieren, daB

) I N¥" = N, = iys' " N¥n (1 =k =n—1)
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gilt. K. K. MARDZANISVILI zeigte in [5], daB zur Losbarkeit von (1) die Bedingungen

N, { e G A L n" (n—1" ..N,
—1yw=-1 "= =3 — 1y-1
(3) ‘?""1 (": D l 1 E g "" ("__1) “"T""‘ =0 (modR)
‘Nl (H—l) e 1 n (ﬂ'—l) e N]_

notwendig sind, wobei
n" (=1 ... 1"
3% = rfn—l (HTI)"_I... -1»—1 .
n (n;l) l

G. V. EmMeLiaNov (vgl. [1] oder [2]) entwickelte die Methode von Linnik weiter und
zeigte auf elementarem Wege, daB bei den Bedingungen (2) und (3) das System (1)
im Bereich der Zahlen {0;1:2;...} losbar ist, falls s=s(n) geniigend groB ist.
L. K. Hua bewies in [2], daB (1) auch im Bereich der Zahlen {0; P,; P,; ...} losbar
ist, wobei p; die i-te Primzahl bezeichnet. Das Analogon der Behauptung von Rieger
ist fiir das Hilbert—Kamke-Problem nicht bekannt. In dieser Arbeit beweisen wir
diese entsprechende Behauptung, d. h. wir zeigen den folgenden

Satz. Es sei n=2 eine natiirliche Zahl und A={0; 1: a,: ...} eine streng monoton
wachsende Folge ganzer Zahlen von positiver Dichte. Es existiert eine nur von n und
A abhingige Konstante s=s(n; A) derart, daf (1) eine zu A gehorige Losung hat,
falls die natiirlichen Zahlen Ny; ...; N, die Bedingungen (2) und (3) erfiillen.

2. Bezeichnungen und vorbereitende Bemerkungen

Wir bezeichnen mit {M} die Menge der Vektoren mit nichtnegativen rationalen
ganzen Koordinaten von E". Bezeichne weiter {N} die Menge derjenigen Vektoren
N=(Ny; N,; ...; N,) von {M} fiir deren Koordinaten N;; N,;...; N, (2) und (3)
erfiillt sind. Falls @:b € {M} und falls fiir alle Koordinaten von a; b die Bezichung
a,=b,(1=k=n) gilt, so wollen wir die Bezeichnung @ = b einfiihren und sagen, daBl @
durch b beschrdnkt ist (s. [2]). >

Wenn {4} {B}S {M} so verstehen wir unter der Dichte der Vektorfolge {A}
in bezug auf {B)} die Zahl.
ra{d}
ra{B}’

wobei i alle Vektoren von {B} durchlduft, wihrend r; {4} bzw. r;{B} die Anzahl
derjenigen Vektoren der Folge {4} bzw. {B} bezeichnet, die durch m beschrinkt
sind (s. [2], S. 55). Wenn nun A={0; 1;a,; ...} eine streng monoton wachsende
Folge von rationalen ganzen Zahlen ist und N={0; 1; 2; ...} sowie {4"} die Folgen
derjenigen Vektoren a; € {M} sind, deren Koordinaten die Gestalt (af; a}~': ...; a))
haben, dann ist die Behauptung unseres Satzes folgendermaBen formulierbar: Ist
{A"} eine Teilfolge positiver Dichte von {N"}, so ist {4"} eine Basisfolge von {N}.

D(g} {A} = inf




Eine Bemerkung zum Hilbert—Kamke-Problem 91

3. Beweis des Satzes

Zum Beweis des Satzes brauchen wir einige Hilfssitze.

Hilfssatz 1. (G. V. EMELIANOV [1], oder [2].) Sei m=N; im: N¢{N}. Betrachten
wir die Menge der Vektoren der Gestalt

4) N = N Na; .3 N {F®)} = {(£u(®); fuar(0); -5 /1(0)}
wo
[ix) = agjx) +a,x) 1+ ... +a;;€ Z[x],

und ay; 70 nur von j abhiingt, x alle nicht negativen rationalen ganzen Zahlen durch-
léiuft und

(5) a;; = a;;(j;Ny) (i=1); |ay<B,p

gilt. Dann existieren K= K(n) derart, dap die Zahl der ganzzahligen Losungen 0=x;=p
der Gleichung

© FGo) + ...+ Flxg) = 7
= B,,p—, ist, wo B, nur von n abhdngt.

Sei nun 4={0:1:a,; ...} eine den Bedingungen des Satzes geniigende Folge
der Dichte x>0 und betrachten wir speziell die Vektorfolgen

(7) F(al') = (0?9 a?_l§ wesy ai) (f - 0, 1’ )

Sei N=(N,;...: NJE{N} und wir ordnen diejenigen Elemente der Vektorfolge

{K- F(a;)}, die durch {N} beschridnkt sind, in eine Folge an. Dann kann ein so er-
haltener Vektor auch das Ergebnis einer mehrfachen Darstellung sein. Nehmen
wir an, daB der j-te Vektor die Multiplizitit r( j) hat, d.h. so oft in der Summe der
betrachteten Gestalt darstellbar ist. Dann gilt der folgende

Hilfssatz 2. Bei den obigen Bezeichnungen und Bedingungen gilt
R S
S r(j)= BN", R = ry|K-F(a)},
=

Wo B,=0 eine nur von n und von a abhdngige Konstante ist.

BeEwEls. Wir betrachten die Zahl derjenigen Vektoren F(a;) der Gestalt (7),
1/K
die durch den Vektor LKN beschrinkt sind. Die Zahl dieser ist = «c, [—'%’-) Nun

bilden wir mit den Vektoren F(a;) die Vektoren F(a,)+...+ F(a;. ). Diese sind
offenbar durch N beschrinkt und ihre Zahl ist, zusammen mit der Multiplizitit

K

o ; :
— K Kin _ r K
= <¥ NS = BN
wo
K K
ake
B, = = que.d.

er‘n 2



92 S. Turjanyi

Sei nun {4} {B}< {M} wo fiir die Koordinaten von
a=(ay;...;a)€{A} bzw. b= (b,;...;b)€{B}

die Bezichungen a,=...=aq, bzw. b, =... =b, gelten.
Der folgende Hilfssatz stammt urspriinglich von SCHNIRELMANN. Die hier auf-
tretende allgemeinere Form stammt von G. V. EMELJANOV.

Hilfssatz 3. Bei der den obigen Eigenschaften gilt fiir die Vektorfolgen {A}
und {B)

Dy ({A} +{4})) = 2Dy {4} — Dig {4}

Zum Bewers vgl. z. B. [2].

BEWEIS DES SATZES. Wir zeigen, daBB mit der Konstanten K aus Hilfssatz 1 das
K-fache der Vektorfolge mit der Gestalt (7) schon von positiver Dichte in bezug
auf die Vektormenge {N} ist. Hieraus ergibt sich nach wiederholter Anwendung
von Hilfssatz 3, daB die Vektorfolge (7) fiir hinreichend groBe s=s(n; A) eine Basis-
folge s-ter Ordnung von {N} ist. Damit ist der Satz bewiesen.

Wir wollen jetzt den Hilfssatz 1 anwenden. Betrachten wir die Vektoren
m; Ne{N} wo m=N; p=Ny" und F(x)=(x";...; x). Wenn wir die ganzen Zahlen
x=0 betrachten, so geniigt die Vektorfolge {F(x)} bei obigen m und N den Bedin-
gungen von Hilfssatz 1 be;i geeignetem K= K(n), und so ist die Zahl der Ldsungen

der Gleichung (6) éB,,ppT Die so erhaltene Abschitzung ist erst recht dann

T
richtig, wenn wir die Lésungen von (6) nur aus der Folge A={0; 1; ay; ...} nehmen
d.h. wenn wir uns auf Vektoren F(a;) von der Form (7) beschrinken. Wir betrachten
jetzt die schon friiher gegebene Anordnung der durch N nicht beschrinkten Elemente

der Vektorfolge {K F(a;)}. Wobei wir die Zahl der Darstellungen des j-ten Vektors
wieder mit r(j) bezeichnen. Dann gilt gemédl3 der obigen Ergebnisse

R !le'n e
2 r() = By——. R =ry\KF@)),

=]

woraus auf Grund von Hilfssatz 2

ry{K- F(a)}=* : N""‘jr(j)%c’N,’,‘

j=1

gilt, wo ¢”=0 nur von n und von x abhingt.
Hieraus ergibt sich

rﬂ‘KfTai)} = ¢’ N:
re{N} " rs{N

}Ec,',':a-O,

womit wir unsere Behauptung bewiesen haben.
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