Uber eine Verallgemeinerung der Schwarzschen Ungleichung

Von ST. GOLAB (Krakow)

Herrn Professor Dr. A, Rapcsik zum 60-ten Geburtstag freundlich zugeeignet

Den Gegenstand dieses Artikels bilden Vektorrdume V ilber den Kérper 2 der
reellen Zahlen.

Die Vektoren werden mit kleinen lateinischen Buchstaben, die Zahlen mit kleinen
griechischen Buchstaben bezeichnet.

Der Vektorraum V kann mit einer metrischen Struktur ausgestattet werden
etwa mit Hilfe des Begriffes des Skalarproduktes

@: VXV - R,
Es ist wohl bekannt, daB falls das Produkt ¢ die folgenden Bedingungen
o(x,x)=0
e(x,x)=0ex=0
e(x,») = @y, x)
¢ (ax+ By, 2) = ap(x, 2) +po(y, 2)
erfiillt, so besteht die so genannte Schwarz’sche Ungleichung

(1

(2) ox, x)-0(y,¥)—@*(x,y) =0,

wobei das Gleichheitszeichen dann und nur dann besteht, wenn x, y linear ab-
hingig sind. Es ist auch wohl bekannt, daBB man dann die Norm |x| mit Hilfe der

Formel
def

3) x| = Vo lx, x)

definieren kann und daB dann die Norm |x| u. a. den folgenden Bedingungen geniigt:
4) x| =0

(5) | =0=%x=8§

(6) |oex| = far| « |x]

(7) |x+y| = |x|+y].

Die Bedingung (6) wird Homogeneitit der Norm und die Bedingung (7) die Kon-
vexitdt der Norm genannt. Im Falle wo V eine endliche Dimension n besitzt, stellt
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die Ungleichung (7) eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB die
so genannte Indicatrix (der geometrische Ort im affinen Raum 4, der Endpunkte der
Einheitsvektoren x die in einem fixierten Punkte angehingt sind) eine (schwach)
konvexe Hyperfliche darstellt.

Eine Metrik |x| kann aber in V unabhdngig von der Struktur die von ¢ her-
kommt oder sogar ohne der Existenz von ¢ definiert werden.

Wir setzen in dieser Arbeit die Bedingungen (4) und (5) voraus und auflerdem,
statt der stirkeren Voraussetzung der Homogenitit (6), setzen wir nur die schwiichere
Voraussetzung der positiven Homogenitidt voraus:

(8) lax| = x+|x| fiir jedes a= 0.
Die Voraussetzung (8) impliziert nicht die Symmetrie
9 |—.’C_I = |x|’

welche eine Folge von (6) ist. Die Konvexitit (7) wird auch nicht angenommen.

Die Vektorrdume V., die mit einer Norm |x| versehen sind die den Bedingunaen
(4), (5), (8) geniigt, nennen wir schwach normierte Rdume.

Ist der Vektorraum V nicht mit einer Norm [rl sondern mit einem Skalar-
produkt ¢(x, y) normiert, so kann man auch {iber einen schwach normierten (oder
verallgemeinerten) Vektorraum sprechen indem man die klassischen Axiome (1) ab-
schwichen l4Bt.

Die interessanten Ergebnisse, was die Verallgemeinerung auf Vektorrdume tiber
einen beliebigen Kérper K mit der Charakteristik =2 betrifft, enthilt die Arbeit von
J. RAtz [1].

Da wir iiber das Skalarprodukt ¢(x, y) a priori nicht verfiigen, so kann man
tiber die Schwarzsche Ungleichung im klassischen Sinne nicht sprechen. Wir kénnen
jedoch mit Hilfe der Norm |x| ein Analogon dieser Ungleichung bilden und zwar auf
Grund der folgenden Definition:

(10) {lx*+IyI*— |y — x| < |x— y}* = 4|x[*- |y*.

Es entsteht die Frage ob die Unglelchung (10) unter den Voraussetzungen (4),
(5), (8) besteht, und — wenn nicht — unter welchen zusitzlichen Voraussetzungen
(10) gefolgert werden kann. Die Antwort auf diese Frage ist eben das Ziel dieser
Arbeit. Gleichzeitig wird auch eine geometrische Deutung der Schwarzschen Un-
gleichung erzielt.

Satz 1. Wenn die Norm |x| die Bedingungen (4), (5), (8) erfilllt und auferdem
der Ungleichung (10) geniigt, so ist sie symmetrisch, d. h. es besteht die Relation (9).

BEWwEIS. Setzen wir in (10) y=0 ein und niitzen (5) aus. so erhalten wir

(Ix/2 = |=x] - |x|}* = 0,
was der Gleichung
Ix[2—|—x| - ]| = 0

dquivalent ist. Fiir x=0 erhalten wir daraus
x| = [—x].

Die letzte Gleichung ist aber auch fiir x=0 erfiillt und somit ist der Satz bewiesen.
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Satz 2. Unter den Voraussetzungen (4), (5), (8) ist die Ungleichung (10) dquivalent
dem System der Bedingungen (9) und (7).

Beweis. A) Setzen wir (10) voraus. Auf Grund des Satzes |1 ist dann die Be-
dingung (9) erfiillt. Es geniigt also nur (7) zu beweisen. Zu diesem Zweck werden wir
zunichst die Ungleichung (10) umformen. Durch Umgruppierung erhalten wir die
dquivalente Ungleichung

an {Ix* = /32 + [y — xI* = 2{|x|* + [} - [y - x[* = 0
oder, nach Einfiihrung der kiirzeren Bezeichnungen

defl

(12) W= |y—x|*

(13) HE {jxf -yt

die quadratische (in bezug auf W) Ungleichung

(14) w2 —2{|x*+|y|*}- W+ H = 0.
Bezeichnen wir noch ferner kurz

(15) W= (x| — i)

(16) W == {lx|+ I},

so konnen wir (14) folgendermaBen umschreiben

(17) W—mpW—w,) =0
woraus folgt W, =W=W, oder

(18) {IxI=y}* = ly—xI* = {Ix] + ¥}

Nehmen wir nun augenblicklich an, daB es zwei Vektoren x,, y, gibt mit der Eigen-
schaft

|xo + Yol = |Xo| + |¥ols
was in der folgenden gleichwertigen Form geschrieben werden kann
[Yo— (—x0)|* = [[¥o| + [—XolI?,

was aber der rechten Seite der Ungleichung (18) widerspricht. Der eine Teil des
Satzes ist bewiesen.

B) Um auch den zweiten zu beweisen, setzen wir (9) und (7) voraus. Aus (7)
erhalten wir

(19) Y| —|x| = |y—x|.

Ist |y|= x|, so erhalten wir daraus

{y]—Ix]}* = ly—x|*
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d. h. die linke Seite der Ungleichung (18). Ist dagegen |y|=<|x|, so tauschen wir in
(19) die Variablen x, y um und bekommen

x| = |yl = [x—yl,
was auf Grund von (9) folgendermaBen umgeschrieben werden kann

_ x| =yl = [y—x|.
Daraus erhalten wir :
[lx| =y = [y—x/%,

also die linke Seite von (18). Um auch die rechte Seite zu beweisen, schreiben wir
(auf Grund von (7))
ly—x| = |y|+|—x|
oder
y—x| = |yl +|x].
Daraus bekommen wir sofort die rechte Seite von (18) und damit ist der Satz be-
wiesen. Aus dem Satz 2 folgt sofort der folgende

Satz 3. Wenn die Norm |x| die Bedingungen (4), (5), (6) erfiillt, so ist die Un-
gleichung (10) der Ungleichung (7) dquivalent.

Damit wir die geometrische Interpretation der Schwarz’schen Ungleichung er-
rungen.

Bemerkung. Falls x und y von Null verschiedene Vektoren sind, so ist (10)
dquivalent mit

def {|x[*+ [yI*—|y—x]- |x—y[}®
(20) 0=2(x,y) PYPHE

lIA

Die skalare Funktion @(x, y), konstruiert fiir eine schwache Norm, die auBerdem
auch (7), aber nicht (9) erfiillt, geniigt im allgemeinen nicht der Ungleichung #=1,
also der verallgemeinerten Schwarzschen Ungleichung. Es zeigt sich sogar, daB @ vom
oben nicht beschrinkt zu sein braucht. In der Tat, nehmen wir in einem schwach
normierten Raum einen Vektor x, mit der Eigenschaft | — x,|# |x,| und lassen wir y
gegen Nullvektor 0 streben. Dann wird

|0/ + | Y[ = |y — X « | %o — I}
4|x/*|p[*

unendlich wachsen. Tatsdchlich, da |y| =0, |y—x,| = |—x,|, |xo—»| = [xo/, was
aus der Konvexitit der Metrik folgt, so strebt der Zihler gegen [|x,>— |x,| | —x,|]* =
= |xo/* {|x¢| — | —x4|}* = 0, wiihrend der Nenner gegen Null, und folglich @ (x,, y) —~

- -} oo,

P(x0,») = {
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