Zur Zerlegung artinscher Ringe

Von ALFRED WIDIGER (Halle)

1. Ist ein artinscher Ring R, d.h. ein assoziativer Ring mit Minimalbedingung
fir Rechtsideale, die direkte Summe zweier Ideale R, und R,, so sind natiirlich
R, uns R, selbst artinsche Ringe. Die vorliegende kurze Arbeit befaBt sich mit der
folgenden Fragestellung: Inwieweit ist die Eigenschaft eines Ideales / eines artin-
schen Ringes R, artinsch zu sein, hinreichend dafiir, daB3 7 selbst oder wenigstens
ein ,,nur wenig groBeres™ Ideal ein direkter Summand von R ist.

Das Hauptergebnis von [3], ndmlich der Satz 3, zeigt, daB ein solches ,,wenig
groBeres* Ideal direkter Summand von R ist, wenn 7 das Radikal von R bedeutet.

Wir stellen die in der Arbeit benutzten Bezeichnungen kurz zusammen. & und
'@ bezeichnen gruppentheoretische, [+] und >~'ringtheoretische direkte Summen.
Fiir einen beliebigen Ring R ist (R, +) die additive Gruppe von R und R, der Ring
aller m-reihigen quadratischen Matrizen iber R. J(R) sei das Jacobson-Radikal
von R.

Ein Ring heiit primdr, wenn er ein Einselement besitzt, und wenn R/J(R)
ein voller Matrizenring {liber einem Schiefk&rper ist. Der Ring R mit Einselement
wird vollstindig primir genannt, falls R/J(R) ein Schiefkérper ist.

2. Den folgenden einfachen Sachverhalt formulieren wir als

Satz 1. Es sei R ein artinscher Ring. Ist I ein Ideal von R, und ist I selbst artin-
scher Ring mit 11 J(R)=(0), so ist I direkter Summand von R.

BeEwEels. Wegen J(/)=IMNJ(R)=(0) ist I radikalfrei und artinsch. Also kann
man schreiben:

I -_— 61191 {EI e Ei(’kh’k = €1R€1E see Eeth’k,

wobei die ¢; orthogonale Idempotente von / (und damit von R) sind und die ¢;Re;
einfache Ringe. I, das Bild von / bei R—~R=R/J(R) ist direkter Summand von R,
so daBB man schreiben kann:

R = élR_elE] Eéxﬂ_exEﬁHlEan Eﬁnﬁan

wobei die &, i; (i=1,...,k; j=k+1, ..., n) orthogonale Idempotente von R sind,

und die ii;Ru; (j=k+1, ..., n) ebenfalls einfach sind. Dann gibt es entsprechend
dem Beweis von Prop. 5 auf Seite 54 von [1] die orthogonalen Idempotente ¢,, ..., €,
€415 -5 €, VON R, so daB e;=u; fir j=k+1,...,n.
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Die zweiseitige Peircesche Zerlegung von R beziiglich der orthogonalen Idem-
potente e;, i=1, ..., n, liefert nach [1], Seite 56 eine Zerlegung von R:

R = elRe1@' pes @enReNQN’
mit NS J(R). Das heiBt

R=Ide R 1P ...Pe,Re,&N.

Da NI, INS INJ(R)=(0), geniigt es nun zu zeigen, dab ¢, ., Re, 1,5 ... Be,Re, BN
ein Unterring von R ist. Hiervon {iberzeugt man sich durch Nachrechnen sofort,
wenn beachtet, dal J(R)N7=(0) ist.

Satz 2. Es sei R ein artinscher Ring und I ein Ideal von R mit der Eigenschaft,
daf I selbst artinscher Ring ist und daff I=2J(R). Dann gibt es ein Ideal I* von R,
so daf
T
R= JeSPal.
k=1
wobei I* 21, I'*/I endlich, Sy S, =(0) fiir alle k, I=1, ..., t und k1 und I'* S}’ =(0)
fiir alle k=1, ..., t. Dabei sind die S™ Schiefkérper.

Beweis. Nach [1] (S. 56, Theorem 2) existiert fiir R eine gruppentheoretische
direkte Zerlegung:
~R=e,Rey®...5e,Re, &N,

wobei ey, ..., e, orthogonale Idempotente von R, ¢;Re; (i=1,...,n) primire Ringe
sind, und N eine Untergruppe von (J(R),+) ist. Die e;Re; sind artinsche Ringe.
Es gilt J(e; Re;)=e;J(R)e; (siehe [2], S. 157). ¢;1e; ist Ideal von e; Re; und aus I 2J(R)
folgt e;Te; 2 J(e; Re;). Da e; Re;/J(e; Re;) einfach ist, folgt e;Je;=e; Re;, d.h. ¢;Re;S I,
oder ¢;le,=e;J(R)e;. Wir schreiben

4D R =e,Re,® ... De,Re, BT,

wobei wir so numeriert haben, daB e;Re;<7 und die Faktorringe e;Re;/J(¢e; Re;)
unendlich sind fiir i=1, ..., r. Dann gilt

(2) e,Re;N\I = e;le; = J(e;Re) S J(R)

far i=1, ..., ¢

Wir zeigen J(R)e; Re;=(0): Es sei m der Nilpotenzgrad von J(R). Wir nehmen
an beJ(R)"* und beweisen be; Re;=(0) durch Induktion nach k.

Fir k=0 ist die Behauptung richtig. Die Induktionsvoraussetzung besagt
Jm-kRW=(0), wobei mit R” der Ring e;Re; gemeint ist. Weiter sei J(R?V)=J"
gesetzt. R /J@ jst voller Matrizenring iiber einem Schiefkérper S mit dem Eins-
element &;. Der Ring R™/J™ besitzt einen zu § isomorphen Unterschiefkérper K7,
der unendlich ist und dessen Einselement genau ¢ ist. In (K, +) gibt es eine streng
absteigende unendliche Kette von Untergruppen

ol s

Die vollstindigen Urbilder von U,, U,, ... seien U, U,,.... Nun wihlen wir
beJm-*-1 Angenommen, es gilte hR'" =(0). Dann folgte, daB

bU; 4T > bUy+T" " D...
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eine streng absteigende Kette von Untergruppen wire. Denn wire etwa buy =bu,+r
(€ Uy, us € Uy, r€J™*) fiir solche u, , u, mit u, —us ¢ J, so folgte wegen der Existenz
eines (u; —uy)* mit (u; —uy) (1 —uy)* =e;+a mit acJ?

be,+ba = r(u; —u,)*.

Die rechte Seite ist gleich Null, da nach Induktionsvoraussetzung J”~* R" =(0) ist.
Weiter ist bacJm~*-1JOC ym-k Da qcJD, ist bae,=bacJ™ *e;=(0) wieder nach
Induktionsvoraussetzung. Also folgte be;=0, im Widerspruch zur Annahme. Die
bU,+J™% (I=1, 2, ...) sind aber sogar Rechtsideale von [/, weil

U +JImk 1 S Jm=k C bU+J™k

wegen (2) richtig ist. Das wire ein Widerspruch zu der Voraussetzung, daB 7 artinsch
ist. Damit ist gezeigt: _
JRY=0 fix i=1,..,1L

Das bedeutet insbesondere e,Je;R'"=e¢;Je,=(0), das heiBt, die Ringe e¢;Re;,
i=1, ..., t, sind radikalfrei, also volle Matrizenringe iiber Schiefkérpern S”. Also
gilt auch 7* 21, I'*/I endlich. Der Beweis von Satz 2 ist erbracht, wenn gezeigt wird,
daB 7* ein Ideal von R ist. Es seien

I'3s =81+ ... +5,+ b,

R3u=u,+..+u,+b,
in der Darstellung (1).

us = (U4 181+ ... +u,s,)+ub,+b,s—b,b,).
Das Element in der ersten Klammer gehort zu 7*, das in der zweiten zu JS I*. Der
gleiche SchluB fiir su liefert die Behauptung.

Satz 3. Es sei R ein artinscher Ring und I ein Ideal von R mit der Eigenschaft,
dap I rechts- und linksartinscher Ring sei und daff I=2J(R). Dann gibt es ein Ideal I'*
von R, so daf
| Sp—
R= JYSOEIH,

K=1
wobei I1* 21, I'*/I endlich ist, und die S Schiefkérper sind.

Wegen Satz 2 gibt es nichts zu beweisen,
Die Bedingung, daB 7 rechts- und linksartinsch ist, ist nicht tiberfliissig. Zum

Beispiel ist der Ring
s 4

0 K

mit einem unendlichen Korper K artinsch. Das Ideal
0 K
=g K]

ist artinsch, aber nicht linksartinsch, und der Ring R zerfillt nicht entsprechend
Satz 3. -
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Wird das Radikal J(R) eines artinschen Ringes R als artinsch vorausgesetzt,
so folgt schon aus der Nilpotenz von J(R), daB J(R) auch linksartinsch ist ((J(R), +)
geniigt sogar der Minimalbedingung fiir Untergruppen), so daBl Satz 3 gilt. Dieser
Fall liefert also in der Tat das Hauptergebnis von [3].
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