Uber ein Integral

Von S. GOLAB (Krakéw) und L. TAMASSY (Debrecen)
Herrn Professor A. Rapcsdk zum 60. Geburtstag zugeeigner

In [1] ist ein Lemma bewiesen, wonach fiir eine in [0, 7] stetige Funktion ¢ () aus
(%) [ o@isin(x—p) dx =0 fiir jede B[O, 7]
0

das Verschwinden von ¢(x) folgt. Dieses Lemma scheint auch ein selbstindiges
Interesse zu haben. Wir fanden, das man fiir Riemann integrierbare Funktionen
@(x) aus (#) ein dhnliches Ergebnis, ndmlich das fast tiberall Verschwinden von
¢ () folgern kann. Der Beweis des erwidhnten Lemmas niitzt die Stetigkeit von ¢ ()
wesentlich aus. So muBten wir hier eine vollig andersartige Beweismethode an-
wenden. Gleichzeitig dehnen wir das Ergebnis auf Funktionen von mehreren Varia-
beln aus.
Wir wollen den folgenden Sarz beweisen:

Die einzige R-integrierbare Funktion ¢(x,, ..., x,) fiir welche

(1) [ o [ o s x)sin (xy +3) .. [sin (%, + yp)|d, ... dx, = 0
n=0

Xm0 x

fiir jede yy, ..., ¥y: 0=yv;=n (i=1, 2, ..., n) gilt, ist die Funktion ¢(x,, ..., x,)=0 fast
itherall in 0=x;=m.

Wir mochten diesen Satz erstens flir n=1 beweisen. Unsere Annahme lautet in
diesem Fall

) J o@)[sin(x+y)|dx =0 (¥y:y€[0, 7).
(1]

.. = . Fld .
Setzen wir in (2) an die Stelle von y den Wert y:ti, so erhalten wir

3) f e(x)cos(x+y)dx =0 (Yy:y€[0, n]).
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Das Integrand von (2) als Funktion des Parameters y ist differenzierbar in
Bezug auf y (abgesehen vom Wert y = —x+mn). Wir zeigen, daB man das Dif-
ferenzieren von

x=y

fgo{x)|sin(x+y)|dx= f @(x)/sin (x +y)| dx + ftp(x);sin(er_]-')' dx =0
0 L]

n—y

nach y unter dem Integralzeichen durchfiihren kann. Da |sin (x+y)| = +sin (x+y),
so geniigt es unsere Behauptung beziiglich des Differenzierens unter dem Integral-
zeichen fiir

b
(4) Viy) = f @(x)sin(x+y)dx, yd(a,b)

zu beweisen, wo ®(x) eine in (a, b) R-integrierbare (und daher beschrinkte Funktion)
ist. Aus (4) erhalten wir

v(y+h)—y(y) sin(x+y+h) —sin(x+y) ,
(5) : - f ®(x) 5 dx =

b
= f¢(x}cos(x+_r+6h)dx (@(x+y,h):0=0 =1).

®(x) cos (x+y+ Oh) konvergiert aber wegen der Beschrinktheit von @ (x) fiir #—+0
gleichmiBig in Bezug auf x gegen @(x)cos(x+y), was fir die Umkehrung der
Reihenfolge des Grenziiberganges und der Integration in (5) gentigt:

d } ? . o
aafdﬁ(.\)sm (x+yp)dx = ;fd)(x)%sm (x+y)dx.

Ahnlicherweise kann man auch das Differenzieren von (3) nach y unter dem
Integralzeichen durchfiihren.
Wir erhalten durch Differentiation von (3) nach y

T

(6) f @(x)/sin (x+y) sgn Bdx = 0,
(1]
wo
n
XT+¥+r=
B = {—sin(x + )} E-—(rﬁ»r}-ﬂ- —-——--2- 2n
) Lo - S AR 2 P

und [g]. den ganzen Teil von g bedeutet. Die Substraktion der Gleichung (2) von
(6) ergibt

(7) f @(x)[sin (x +y)[{—1+sgnB}dx = 0.

0

—1+sgn B hat den Wert —2 fiir x¢ lO, %—_1'] und fiir x¢€(x—y, n), und den
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Wert O fiir x¢ l%—y, n—y) , falls y zwischen 0 und % fillt. Wir wollen jetzt 0= y= L

09|

annehmen. Infolgedessen nimmt (7) die Form

n
_——

2 ]
—2{f @(x)|sin (x + y)l dx + f @(x)[sin(x+y)|dx} =0
(1] R—y

an, oder wenn das Vorzeichen von sin (x+y) beriicksichtigt wird

|a

e
(8) @(x)sin (x+y)dx — f @(x)sin(x+y)dx = 0.

=y

CL__‘U&

Anderseits erhalten wir durch Differentiation von (2) nach y und durch nach-
folgende Addition von (3)

9) [ @(x)[cos (x+p)|{I +sgn A} dx = 0,

wo

A= cos(x+y){n~(x+y}+ [ x;r_v] 2::}.

1+sgn A hat den Wert 2 fiir .\‘E(O, %) und fir xe(n—y, n], und den Wert 0 fiir

xé[%ﬁy, n—}‘] [falls Oé}'éil. So folgt aus (9)

x »
B

2 {f @(x)[cos (x+y)| dx+ f @(x)|cos (x+ )| dx} = 0,
0 =

und daraus wegen
=0 fir x¢ [0, -R-—J-’) s
cos(x+1) 2
=0 fir xé(n—y,n):

¥

@(x)cos (x +y)dx — f p(x)cos(x+y)dx = 0.

n—y

(10)

="....__:-al|a

@(x) ist voraussetzungsgemif R-integrierbar in (0, 7) und daher ist sie fast

tberall stetig. So ist die Menge U derjenigen Punkte x, x-é—l;- [Of:xﬂc.\'-k%-«:n),

fir welche ¢(x) zumindest an einer der beiden Stellen x, X+ unstetig ist, abzihl-

bar. Ist also x<(0, m)N\ 21, so ist ¢ fiir x stetig.



222 S. Golab und L. Tamassy

Wir betrachten nun (8) fiir y+/ statt y und wir nehmen an, daB%—ye(O, o\ U
gilt. So erhalten wir die Relation
T-0+R

f @(x)sin (x +y+h)dx — f e(x)sin(x+y+hdx=0

0 a—(y+h)

[0 =y+h < %]
Daraus folgt

0w :
(11) cosh[ f @(x)sin(x+y)dx— f @(x)sin (x+y)dx] -
0 a—(y+h)
*;——(y-Hn =
+ sin h[ f @(x)cos (x+p)dx— f (p(x)cos(x+y)dx] = 0,
0 n—(y-+h)
Der erste eckige Klammerausdruck 1aBt sich folgendermassen umindern:
%_r n é_r n—=y
I =ad)=l 4 & ok
0 =y ___21'._().+h) x~(y+h)

Der erste runde Klammerausdruck verschwindet nach (8). Daher gilt

——y

2 =y
—cosh[ f @(x)sin(x+y)dx + f @(x) sin (x+y)dx]+
Z W A

"
7-()‘ +h) 2

+sinh [ 2 f p(x)cos(x+y)dx— f o(x)cos(x+y) d.\'] = 0.
0

a—(y+h)

Durch Anwendung des Mittelwertsatzes folgt
(12) (—cos h)h[M,+ M,] +

n
'fs"—(y+h) »

+-sin h[ f @(x)cos (x+ y)dx — f ¢ (x)cos (x+y)dx] 3 i A

x—(y+h)

wo M, ein Wert mit der Eigenschaft

inf @(x)cos(x+y) = M, = sup ¢(x)cos (x+y),
xXEa

xXEa

n P13
c= [3—(_v+h), -2——_1’],



Uber ein Integral 223

und M, ein dhnlicher Wert beziiglich des Intervalls (n —(y+#4), n) ist. Wir dividieren
(12) beiderseits durch / und lassen /1 gegen Null streben. Dann bekommen wir wegen

der Stetigkeit von ¢(x) fir .\':%—y und x=n—y die Relation

R N
(13) —\lo B 5m3+(p(n-y)smn' +

n
3 ¥

T [ f @(x)cos (x+y)dx— f @(x) COS(J."v-_'I’)dX] = 0.
0 ) -y

Der zweite eckige Klammerausdruck von (13) verschwindet aber nach (10). So er-
halten wir

(14) (p[%—_]-’] = 0 fast iiberall in [O, %]

d.h. ¢(x) verschwindet in [0, %] fast iiberall.

Wir zeigen nun, daB ¢(x) auch in ‘%, n:] fast tiberall verschwindet. Es sei v

wieder ein Wert, wofiir ¢(x) sowohl in x:%——y als auch in x=n—y [0{)’{%]

stetig ist. Wenn wir das obige Verfahren statt (8) aus (10) ausgehend durchfiihren,
so bekommen wir

@(mn—y) = 0 fast iiberall in [0, %]

Dies und (14) bedeutet aber, daB ¢ (x)=0 fast {iberall in (0, 7), w. z. b. w.
Der allgemeine Fall laBt sich jetzt einfach auf den bewiesenen Spezialfall zuriick-

fiihren. Wir setzen

f f @(Xyy .. X8I0 (g4 Vo). ... . [8in (X, + )| dxs ... dx, =

xa=0 x,=0

=: Dy (X1} Y2y ey V) = P1(x1, D)),
WO
i g’l:= (Yevya; ---,)’n)-
So nimmt (1) die Form

f D, (xy3 DYIsin(x; +y)|dx;, =0 (Vy;: 0=y, =n)
U]

an. Hieraus folgt nach dem bewiesenen Spezialfall n=1
®,(x;3 9, =0 fiir alle x,€(0, 7)\M,,
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wo M, (0, n) eine abzdhlbare Menge ist. Daher ist
(15) J @u(x1, %23 Do) lsin(xa +yo)| dxs = 0 (Vyp: 0=y, = 7)
0

fﬁl‘ jedES xl 6 (0, z)\mtls wo Q."Z = (‘1"3 L] ,]"43 sasy ,}‘n) und
Dy(xy, X33 ) 1=

= f f @(X15 ous Xp) |80 (Xg+ Y3)l. ... . [SIN (X, + ) dX;5 ... dx,.
Xy=0

x,=0
Aus (15) folgt wieder nach dem bewiesenen Spezialfall n=1:
Dy(x15 X253 Vo) = 0 fiir x, €0, W)\ My, X, €(0, ;)\M,,
wo M, eine abzdhlbare Menge ist. Dieses Verfahren fortsetzend erhalten wir endlich

P30 Xgs s X)) = P00 X5, 0 X2 9) =0
fiir
xIE(Os rt)\*lll, (i o P A n)s

wo die I; abzihlbare Mengen sind. Damit ist der Satz bewiesen.
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