Die Konstruktionen in der projektiven Geometrie
der Quaternionengeraden

Von L. GYARMATHI (Debrecen)
Herrn Professor A. Rapcsdk zum 60. Geburtstag gewidmet

1. Die projektive Geometrie der Quaternionengeraden

L. PONTRIAGIN stellte in 1932 ([13], 164)*) folgenden Satz auf: , Jeder stetige
lokalbikompakte, zusammenhingende Korper K ist dem Korper der reellen oder
dem Korper der komplexen Zahlen, oder dem Quaternionenkérper isomorph.*

Zu gleicher Zeit tat A. KOLMOGOROFF [6] unter Berufung auf denselben Satz die
folgende Feststellung:

I. Wenn das System von Punkten, Geraden, Ebenen einen topologischen, zu-
sammenhingenden, bikompakten Raum bildet,

Il. wenn die Punkte, die Geraden und die Ebenen den Verkniipfungsaxiomen
der gewdhnlichen projektiven Geometrie Geniige leisten,

[1I. wenn die Verkniipfungsrelationen kontinuierlich sind,
dann sind die diesen Forderungen geniigenden projektiven Geometrien die fol-
genden:

Die gewdhnliche reelle projektive Geometrie — die komplexe projektive Geo-
metrie, — und die projektive Quaternionengeometrie.

Die Wichtigkeit der projektiven Quaternionengeometrie wird auch durch den
Umstand erhoht, daB sie die klassischen projektiven Geometrien als Spezialfille
umfaBft und die einzige stetige, beziiglich der Multiplikation nichtkommutative
Geometrie darstellt. Ebendarum diirften auch Untersuchungen iiber die projektive
Quaternionengeometrie ([1], [11]) Interesse verdienen. In erster Linie wurde bisher
die projektive Geometrie der Quaternionengeraden behandelt ([3], [4], [8)).

Die projektive Geometrie der Quaternionengerade nennen wir Q-geometrie und
die Quaternionengerade bezeichnen wir mit ¢.

Den axiomatischen Ausbau der Q-geometrie gab J. BiLo ([3]) und er hat be-
weisen, daB die Q-geometrie die Invariantentheorie derjenigen gemischten Gruppe ist,
welche zu den Transformationengleichungen

(1 z' = (ze+d) " (za+b)

*) Nummern in eckigen Klammern verweisen jeweils auf die entsprechende Stelle des Literatur-
verzeichnisses.
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und
(2) 2’ = (Ze+d)~(za+b)

gehort, wo die reelle Quaternion'y z=¢,+Ci+Cy j+Cak die inhomogene Koordinate
eines Punktes der Q-Geraden ist, Z die Konjugierte von z bedeutet, ferner

Vi {g :!} = addd — abdé — cdba + bbeé = 0

ist.

Die mit den obigen Gleichungen erklirten Abbildungen werden dann fiir jeden
Punkt von g definiert sein, wenn wir noch postulieren,*) daf3 in dem Fall ¢=0 der
Entsprechende des Punktes z= —dc™' der Punkt z’=<, und der Entsprechende
des Punktes z=- der Punkt z’=c¢"'a sei. Wenn aber ¢=0 gilt, dann ist z=-co
Doppelpunkt.

Wir nennen die durch die Gleichung (1) bestimmte Abbildung Projektivitit,
die Abbildung (2) aber Antiprojektivitit.”)

In der Q-Geometrie treten — wie die Untersuchungen zeigen — siamtliche
projektive Begriffe auf, aber einige Grundsitze der klassischen projektiven Geometrie
sind hier nicht giiltig. Z. B. ist in der Q-Geometrie nach S. Wacns ([11], 84) das
Doppelverhiltnis

(3) d = (prpepspy) = (Pr—p) (Pa—p3)(Ps—pa) " (Py—ps)

nicht invariant, wo p; (i=1, 2, 3, 4) die Koordinaten eines Punktes der Quaternionen-
geraden sind. (1) und (2) fiihren, in ein dquivalentes Doppelverhiltnis®) {iber.

Aus (1) folgt einfach

Satz 1.1. In der Q-Geometrie existiert mindestens eine solche Projektivitdt, welche
beliebige drei, voreinander verschiedene Punkte der q in beliebige drei, voneinander
verschiedene Punkte der q iiberfiihrt.

Bemerkung. Ein dhnlicher Satz gilt in der projektiven Geometrie der reellen
und der komplexen Geraden. Die Abweichung in der Q-Geometrie ist die, daB es
nicht nur eine Projektivitidt gibt, welche drei gegebene Punkte in drei gegebene
Punkte iibertrigt, sondern es existieren =? solche Projektivitdten. (In (1) treten 15
unabhingige Parameter auf, drei entsprechende Punktpaare bestimmen aber nur 12
Parameter.)

') Hier und im folgenden bedeuten lateinische Buchstaben reelle Quaternionen, gotische
Buchstaben gewdhnliche Komplexe Zahlen, 1, i, j, k sind die Quaternioneneinheiten und Z=¢&,—&,i—
E 2 L
§:/—¢sk.
%) ¢ hat nur einen einzigen unendlichen Punkt und diesen bezeichnet man mit =.
*) Die Q-Geometrie kann man noch durch die Transformationsgleichungen

(17) 2 = (az+b)(cz+d)™!

usw. definieren. Wir bestimmen die Q-Geometrie durch (1) und (2).
#) Zwei Quaternionen sind dquivalent, wenn fiir sie Skalarteil und Norm (N(z) =& + &5 + &5+ £3)
tibereinstimmen.



Die Konstruktionen in der projektiven Geometrie der Quaternionengeraden 235

Diese Arbeit befaft sich in erster Linie mit der Bestimmung der Projektivitdten,
der Antiprojektivititen und der Doppelpunkten der Q-Geometrie, die Konstruktion
derselben mit inbegriffen.

Die erwidhnten theoretischen Untersuchungen und Konstruktionen werden sehr
erleichtert, wenn wir folgende zwei Sdtze von E. Study ([9], 60 u. 79) in Betracht
nehmen.

Satz 1.2. Die Q-Geometrie ist mit der Mobius-Geometrie des vierdimensionalen
Maébius-Raumes M, dquivalent.

Satz 1.2*. Die Q-Geometrie ist mit den Homographien einer Hyperkugel des fiinf-
dimensionalen euklidischen Raumes R, dquivalent.

Zu der M, und zu der Verbindung desselben mit der g-Geraden gelangen wir
auf folgende Weise:

Nehmen wir in einem vierdimensionalen reellen euklidischen Raum R, ein
Descartes’sches Koordinatensystem 0(&,, &;. &, &) auf. (Die auf den Achsen an-
genommen Einheiten seien gleich).

Dem Punkt P mit z=¢,+¢&,i+ &, j+E3k der ¢ ordnen wir denjenigen Punkt
P* des R, zu, dessen Descartes'sche Koordinaten P‘(g‘!,, &1, Es, &) sind. (Die
*.Zeichen konnen wir auch weglassen.) Auf Grund unseres Ubereinkommens ordnen
wir — abgesehen vom Punkt == der ¢ — jedem Punkt derselben einen Punkt des R,
zu, und umgekehrt.

Falls wir den R, mit einem einzigen unendlichfernen Punkt erweitern und diesen
dem Punkt z=-<> zuordnen, wird jeder Punkt der ¢ einen Entsprechenden haben.
Den mit einem einziger unendlichfernen Punkt erweiterten R, nennen wir M,.
(Den M, konnen wir, als einem vierdimensionalen linearen projektiven Raum an-
sehen, in welchem wir jeder Hyperebene, jeder Ebene und jeder Geraden je einen
einzigen unendlichfernen Punkt zuordnen, und diese Punkte mit dem einzigen un-
endlichfernen Punkt unseres neuen Raumes identisch sind.)

Im der O-Geometrie spielen die sogenannten Ketten ersten, zweiten und dritten
Grades eine wichtige Rolle.

Definition. Unter Kette ersten, zweiten bzw. dritten Grades verstehen wir solche
Punktmengen, fiir welche die entsprechenden Bildmengen in M, Kreise, Kugel bzw.
Hyperkugel sind, wobei wir auch die Geraden als Kreise, die Ebenen als Kugeln
und die Hyperebenen als Hyperkugeln gelten lassen.?)

Definition. Unter der Projektivtransformierten einer Projektivitit [T neben der
Projektivitdt T verstehen wir die Projektivitit IT"'=T"'IIT.

Aus der Definition folgt der

Satz 1.3. Wenn wir eine Projektivitit transformieren, dann geht Doppelpunki
in Doppelpunkt, vertauschbares Punktpaar in vertauschbares Punktpaar iiber. Ferner

%) Auch unabhingig von M, konnen wir Ketten definieren, z. B. unter Beniitzung des Satzes
von S. WacHs. Definition: Kette ersten Grades ist die Menge derjenigen Punkte, denen entnommenes
beliebiges Punktquadrupel ein reelles Doppelverhiiltnis hat. — Eine Kette ersten Grades fiihren (1)
und (2) in eine Kette ersten Grades liber.
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konnen nur diejenigen Punkte der transformierten Projektivitit Doppelpunkte bzw.
vertauschbare Punkipaare sein, deren Urbilder in der wurspriinglichen Projektivitit
Doppelpunkte bzw. vertauschbare Punkitpaare waren.

Definition. Die durch Projektivtransformation ineinander tibertragbaren Projek-
tivititen nennen wir dquivalent.

Aus Satz 1.1 und aus der hinzugefiigten Bemerkung folgt, da3 wir alle Ketten
ersten Grades, zweiten Grades bzw. dritten Grades in je eine beliebig gegebene
Kette ersten, zweiten bzw. dritten Grades transformieren kénnen.

Dies beriicksichtigend nennen wir die durch die Punkten 0, 1, == gehende Kette
ersten Grades £ '(0, 1, =) die Grundposition der Ketten ersten Grades, die Kette
A2(0, 1, ==, i) die Grundposition der Ketten zweiten Grades, die Kette 2 3(0, 1, o=, i, /)
die Grundposition der Ketten dritten Grades.

Bei unseren Untersuchungen wird es vorteilhaft sein, auch noch die folgende
Sitze zu beriicksichtigen:

Satz 1.4. Eine beliebige zur Q-Geometrie gehorige Projektivitit (Antiprojekii-
vitit) involviert an jeder ihrer Doppelketten ersten Grades eine solche Verwandschaft,
die identisch mit der gewohnlichen projektiven Geometrie der Geraden ist.

Satz 1.5. Eine beliebige zur Q-Geometrie gehirige Projektivitit ( Antiprojektivi-
tit) involviert an jeder ihrer Doppelketten zweiten Grades eine solche Verwandschaft.
die indentisch mit der projektiven Geometrie der Komplexen Gerade ist.

Endlich weisen wir auf den konformen Charakter der Q-Geometrie hin.
Nach 1, 2 kénnen wir die durch die Ketten ersten Grades von g eingeschlossenen
Winkel deuten.

Definition. Der Winkel zweier durch einen Punkt P gehenden Ketten ersten
Grades von ¢ ist gleich dem Winkel unter welchem in M, die entsprechenden Kreise
der beiden Ketten einander in dem P entsprechenden Punkt schneiden.

Die konforme Eigenschaft der M&bius-Geometrie des M, ist bekannt, und auf
Grund des Ubertragungsprinzips zwischen Q-Geometrie und Mobius-Geometrie
gilt der

Satz 1.6. Seien A’} und Ay zwei durch einen Punkt P gehende Ketten ersten
Grades von q, und es seien A" und XY die Entsprechenden der zwei Ketten fiir (1)
bzw. fiir (2), und diese sollen P in P’ iiberfiihren, dann ist der neben P liegende Winkel
von X'} und A} dem neben P’ liegenden Winkel vony” X~ und X'} gleich.

Die Arbeit zerféllt in zwei Teile. Im ersten Teil beschiftigen wir uns mit den
involutorischen Abbildungen der Q-Geometrie, im zweiten Teil aber mit den all-
gemeinen Projektivititen und Antiprojektivititen der Q-Geometrie.
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2. Die zur Q-Geometrie gehirenden involutorischen Abbildungen

Nehmen wir von den Projektivititen IT von (1), bzw. von den Antiprojektivititen
IT von (2) diejenigen, fiir welche

m=1I bzw. IIt=1 gilt,

wo [/ die Identitdt bedeutet, dann gelangen wir zu einer involutorischen Abbildung
von ¢ auf sich selbst. Wir nennen die aus den Projektivititen gewonnenen involutori-
schen Abbildungen Involutionen, die aus den Antiprojektivititen gewonnenen Anti-
involutionen.

Die Klassifizierung der involutorischen Abbildungen auf Grund der Zahl der
Doppelpunkte.

a) Involutionen

1) Involution mit zwei Doppelpunkten, die harmonische Verwandschaft. Seine
kanonische Gleichung ist z’= —z. Die zwei Doppelpunkte®) sind jetzt 0 und <.
Zeichen: H.

Die entsprechenden Elemente von H trennen die Doppelpunkte harmonisch.

2) Involution mit einer punktweisen Doppelkette. Spiegelung auf eine Kette
zweiten Grades. Kanonische Gleichung z'= —izi. (Die Spiegelfliche ist jetzt
H 20, 1, =, i).) Zeichen: Sy:.

b) Antiinvolutionen.

1) Antiinvolution ohne Doppelpunkt, oder elliptische Antiinvolution. Kanonische
Gleichung: z’= —Zz~'. Zeichen: 4,.

2) Antiinvolution mit einer punktweisen Doppelkette ersten Grades. Spiegelung
auf eine Kette ersten Grades oder Antiinvolution erster Art. Kanonische Gleichung
z'=Z. (Der Spiegelkreis ist jetzt # (0, 1, =).) Zeichen: A,.

3) Antiinvolution mit einer punktweisen Doppelkette dritten Grades. Spiegelung
auf eine Kette dritten Grades, oder Antiinvolution zweiter Art. Kanonische Gleichung:
z’=z. (Die Spiegelfliche ist jetzt #°3(0, 1, ==, i, j).) Zeichen: Ay.

Die Darstellung der Quaternionengerade in vierdimensionalen euklidischen Raume R,

Im Folgenden werden in erster Linie die nachstehenden Aufgaben in Verbindung
mit dem involutorischen Abbildungen gelost:

a) Die Konstruktion der entsprechenden Elemente von /,, wenn die Doppel-
elemente gegeben sind.

b) Die Konstruktion der Doppelelemente, wenn 7, in allgemeiner Form gegeben
ist, bzw. die Darstellung der entsprechenden Elementpaare in dem selben Fall.

Hier werden wir im allgemeinen konstruktive Lésungen angeben. Auller den
theoretischen Lésungen werden in den meisten Fillen die Konstruktionen gezeigt.

Unsere Konstruktionen werden mit Hilfe der Darstellung des R,, welcher den
M, aufspannt (S. 1. Abschnitt) durchfiihren. Hier wird die Maurinsche Abbildung

beniitzt ([7]).

%) Bei der Klassifizierung miissen wir beachten, dal wenn eine involutorische Abbildung von
q einen Doppelpunkt hat, dann hat sie deren mindestens zwei. (S. Satz 1.4).
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Maurin hat seiner Abbildung ein Descartes’sches orthogonales Koordinaten-
system 0(&y, &;, €5, &) verwendet und die drei durch &, gehenden Koordinaten-
ebenen K;=[¢,, &;] (i=1, 2, 3) als Bildebenen angewandt.

Die Darstellung ecines Punktes A4, dessen Descartes’sche Koordinaten
(g, %, %, %g) sind, geschieht so, daBl wir die senkrechte Projektion von A4 auf die
Bildebenen bestimmen und so A4 drei Bilder A’, A", A” zuordnen. (Vom Punkte
A stellen wir auf die Bildebenen vollstindig senkrechte Projektionsebenen und
diese werden die entsprechenden Bilder des Punktes aus den Bildebenen ausscheiden.)
Nach der Projektion drehen wir die drei Bildebenen um die Achse &, (kurz ) in
irgendeine Bildebene hinein (die positiven Halbbildebenen werden immer auf die
in Figur 1. gezeigte Seite der ¢ geraten), dadurch werden die drei Bilder von A
auf einer zur Achse £ senkrechten Geraden Platz nehmen und die Ordner der Bilder
werden 0, =u,, 0s=0s, 03=0ty S€IN.
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Eine Gerade konnen wir mit drei perspektiven affinen Punktreihen g, ¢", ¢”
abbilden (Fig. 2), eine Ebene mit ihren drei Spurpunkten auf den drei Bildebenen
8;, 85, S5 (Fig. 3, oder mit zwei schneidenden Geraden). Eine Hyperebene konnen
wir unter anderem mit ihren drei einander in der Achse schneidenden Spurlinien
5y, 89, 83 darstellen. (Fig. 4.) (Wir werden die Bezeichnungen | | fiir Gerade, [] fir

Ebene und {} fiir Hyperebene anwenden.)
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Aus drei Bildebenen bestimmen je zwei eine Hilfshyperebene (einen dreidimen-

sionalen Raum).
Sie = (KK}, Sy = {KuKy), Sip = {Ki K3}

darin ist jede Konstruktion genau so durchfiirbar, wie in der Mongeschen Projek-
tion. Deshalb werden die mit der Geraden ¢ verbundenen Konstruktionen einfach
sein, wenn wir sie in einer Hilfshyperebene ausfiihren kénnen. Anderseits macht
es die in diesem Abbildungsystem anwendbare Transformation und Relation ([5])
moglich, dal wir die Raumelemente von allgemeiner Lage in irgendwelche Hilfs-
hyperebene tragen.

1) Transformation. Wir erhalten die auf die neue Achse, bezogenen Bilder
eines Punktes, (Fig. 5) wenn wir aus dem verbleibenden Bild (die neue positive
Hailfte der verbleibenden Bildebene zeigen wir mit ihrem neben die neue Achse
geschriebenen Namen und daraus kénnen wir auch das verbleibende Bild festellen)
auf die neue Achse eine Senkrechte stellen und darauf die zwei wegzulassenden
Ordner abmessen, mit Riicksicht auf das Vozeichen. Die neue Achse kann mann
z. B. auch durch 4" fiihren, dann wird A4 in die neue ,S,; transformiert.

i‘ i {2
oA A ¢=A
Fig. 5 Fig. 6

2) Rotation. Bei einer Rotation bleibt die Achse und das eine Bild stehen,
das Aufzeigen derselben geschieht dhnlich der Transformation (Fig. 6). Die Prokjek-
tion des raumlichen Punktes auf der durch die nicht verbleibenden zwei Bildebenen
bestimmten Hilfshyperebene bewegt sich wihrend der Rotation auf einem Kreis.
Der Radius dieses Kreises ist die Hypotenuse jenes rechtwinkligen Dreiecks, dessen
zwei Katheten die zwei veridnderlichen alten Ordner sind. Mit Hilfe dieses Kreises
kénnen wir die neuen zu einer beliebigen Lage des verdrehten Punktes gehérenden
Ordner des Punktes feststellen. Die Ebene des die Drehung aufzeigenden Kreises ist
eine Projektionsebene im Mongeschen Sinn und diese kénnen wir in die Ebene der
Zeichnung eindrehen.?)

7) Diese Transformation und Rotation sind nichts anderes als das Drehen des R, um eine
Ebene. Z. B. geschah das Drehen in Fig. 5 um die Ebene [£, &;] und in Fig. 6 um die [£,&,]. Wie
wir spiiter sehen werden sind diese Drehungen in der Mdobiusschen Kugeltransformation des
M, und so auch in der Q-Geometrie erlaubte Transformationen, deshalb sind sie bei Ausfithrung
der mit diesen Geometrien verbundenen Konstruktionen anwendbar.

6 D
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Fiihren wir die Rotation so durch, daB einer der neuen Ordner des Punktes
Null ist, so wird der Punkt in irgendeine Hilfshyperebene geraten. Durch die An-
wendung einer oder mehrerer Transformationen bzw. Rotationen kénne wir die
Gerade, die Ebene, die Hyperebene auch in die Hilfshyperebene fiihren.

Wir erwdhnen noch, daB die Projektion einer auf die Hyperebene senkrechter
Geraden auf eine beliebige Bildebene auf die entsprechende Spurlinie der Hyperebene
senkrecht ist (Fig. 7. [5]).

Darstellung der Kette dritten Grades A ®. Entsprechende der # 2 in dem M,
ist die Hyperkugel # 3" oder Hyperebene (von der Darstellung der Hyperebene
haben wir schon gesprochen). Eine Hyper-
kugel kénnen wir mit ihrem Mittelpunkt
und mit ihrem Radius angeben: # *(0, ¢)
(das *-Zeichen wird weggelassen). Die auf
der Fig. 8 dargestellten Kreise mit Radius
o sind die scheinbaren UmriB3e der )¢ %.%)

™5

Fig. 7 Fig. 8

Die Fig. 8 zeigt auch noch die Darstellung eines Punktes von ¢ ®. Diese Kon-
struktion ist die Erweiterung der Darstellung des auf der Kugel liegenden Punktes
auf die Hyperkugel. Die zwei Bilder des Punktes (z. B. 4" und 4”) konnen wir
innerhalb der entsprechenden Umrifle nach Belieben annehmen. Die Konstruktion
von A” kann durch Transformation geschehen. Zuerst fithren wir durch den Mittel-
punkt von % ? und durch die zu den einen bekannten Bild von A, z. B. zu 4" ge-
hérende erste Projektionebene eine Hyperebene. Wir wihlen die erste Spurlinie
s, dieser Hyperebene zur Transformationsachse ;. Dann ist unsere Hyperebene
weil auf K; senkrecht, im neuen Bildebenen-System die Hilfshyperebene {;S.3}.
Diese schneidet aus. " ® eine Kugel # * aus, welche wir mit ihren zwei UmriBen dar-
gestellt haben. Der Mittelpunkt derselben ist ;0" bzw. ;0" und ihr Radius ist g,=¢
Unser gesuchter Punkt A4 liegt auf »# * und seine Darstellung kann mit dem Mon-
genschen Verfahren geschehen. Durch Zuriicktransformation erhalten wir das Bild.

*) Statt 4 schreibt man K in den Figuren.
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Konstruktion beziiglich von Ketten symmetrischer Punkte

Definition. Wir verstehen unter dem symmetrischen Punkt oder Spiegelbild
von P beziiglich Ketten verschiedener Dimension denjenigen Punkt P im welchen
die durch P gehenden und die spiegelnden Ketten im zwei Punkten senkrecht schnei-
denden Ketten ersten Grades auller P sich schneiden.

Man kann die Eindeutigkeit von 2 leicht einsehen. Die Konstruktion der sym-
metrischen Punkte beziiglich durch den Punkt == gehenden Ketten ist nicht schwer,
deshalb werden wir uns damit nicht beschéaftigen.

a) Spiegelung beziiglich einer Kette ersten Grades. In diesem Fall soll man im
Wesentlichen zu einem Punkt P das Spiegelbild P beziiglich eines Kreises kon-
struieren. Dies geschiht — wie bekannt so — daB wir durch P und %! eine Kugel
2 fithren®) und den Pol P, der Ebene von %', beziiglich #'* herstellen. Dann

KZ

pPl

Fig. 9

wird den gesuchten P, die Gerade \PP, aus .# * schneiden. Die Konstruktion haben
wir fiir den Fall durchgefiihrt in welchem ! auf K,, ihr Mittelpunkt O, auf ¢ und
P auf A, liegt (Fig. 9).

b) Spiegelung beziiglich einer Kette zweiten Gerades. Hier wird im Wesentlichen
das Spiegelbild Pgdes P beziiglich einer Kugel zu konstruieren sein, und des ge-
schieht dhnlich dem vorangehenden so, daBl wir durch P und # 2 eine Hyperkugel
A * fiihren und den auf . ® bezogenen Pol P, der Hyperebene der £ 2 bestimmen.
Dann wird |PP, | aus 4 * den P ausschnelden Die Konstruktion haben wir fiir den
Fall ausgefuhrl in welchem "2 in der Hilfshyperebene {S,,} ist und ihr Mittel unkt
O, auf , P aber auf K liegt. Die " ®” und der |PP,| sind in K; und so kann

nach Fig. 10. unmittelbar bestimmt werden.

%) Hier und weiterhin zeigen wir zumeist wegen der besseren Ubersicht nur solche Bilder
von Punkten welche nicht auf ¢ liegen, und wir stellen nur einen der UmriBe einer Kugel dar.

6'
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Fig. 10

c) Spiegelung beziiglich einer Kette dritten Grades. Konstruktieren wir den sym-
metrischen Punkt P des P beziiglich der Kugel . Bei der Losung nehmen wir
in Betrachte, daBl die durch P, P gehenden und die #* senkrecht schneidenden
Ketten ersten Grades die ¢ ? in solchen Punkten 4 und B schneiden, fiir welche
(PPAB) = —1 ist. Demzufolge ist die Konstruktion sehr einfach. Die Konstruktion

Fig. 11

haben wir fiir den Fall ausgefiihrt in welchem der Mittelpunkt O der 43 auf ¢
und der Punkt P auf K, liegt. (Die |PO| schneidet die " * senkrecht, Fig. 11.).

Wir bemerken, daBB man in allen drei Fillen auch die allgemeinste Lage in die
obige spezielle Lage iiberfiihren kann.
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Vollstindig senkrechte Ketten.

Die Konstruktion vollstindig senkrechter Ketten ist auf die Konstruktion der
vollstindig senkrechten Kugeln zuriickfithrbar. Die Deutung derselben ist die fol-
gende:

Definition. Im M, sind die zwei Kugeln ' ? und #"? dann aufeinander voll-
standig senkrecht, wenn sie nur zwei verschiedene Schnittpunkte P, und P, haben,
und wenn ein beliebiger durch die Punkte P; und P, gehender Kreis der einen auf
jeden durch diese Punkte gehenden Kreis der anderen senkrecht ist und umgekehrt.

Aus der Definition folgt, daB die vollstindige Orthogonalitit der Kugeln ein
gegenseiter Begriff ist und, daB insofern die Kugeln nicht speziell sind, ihre Hyper-
ebenen verschieden sind, weil sie nur zwei gemeinsame Punkte haben.

Im Laufe der Konstruktion wird die Anwendung der folgenden beiden einfachen
Sdtze notwendig sein.

Satz 2.1. Im M, werden die zwei nicht spezielle Kugeln A * und X * einander
in ihren zwei verschiedenen Punkten Py und P, dann und nur dann vollstiindig senkrecht
schneiden, wenn ihre zu ihren zwei Schnittpunkten P, und P, gehirigen Tangenten-
ebenen auf einander vollstindig senkrecht sind.

Beweis. Nehmen wir vorldufig an, daB es solche Kugeln gibt. Wenn 5 ? und
% in ihrer Punkten P, und P, vollstindig senkrecht sind, dann miissen wegen der
Bedingung in der Definition beziiglich der durch diese Punkte gehenden Kreise,
z. B. die Geraden, welche auf die zu ihrem Punkt P, gehorigen Tangente der 4 *
senkrecht sind und durch P, gehen, durch ihren Punkt P, gehende Tangenten der
A* sein. Und diese sind Geraden derjenigen Ebene, welche auf die zu ihrem Punkte
P, gehorigen Tangentenebene der 2 vollstindig senkrecht ist; ferner sind die
Rollen dieser beiden Ebenen vertauschbar. Dasselbe bezieht sich auf den Punkt
P,, und so haben wir die Notwendigkeit des Satzes bewiesen. — Anderseits, wenn
die im Satz enthaltenen Bedingungen gelten, dann ist leicht einzusehen, daB die
beiden Kugeln in ihren Punkten P; und P, aufeinander vollstindig senkrecht
sind und so ist die Bedingung auch hinreichend.

Satz 2.2. Auf eine nicht spezielle Kugel konnen wir in ihren zwei verschiedenen
und nicht diametralen Punkten P; und P, eine und nur eine vollstindig senkrechte
Kugel #* stellen. Ferner sind in diesem Falle die Hyperebenen der vollstindig senk-
rechten Kugeln aufeinander senkrecht und die zwei Mittelpunkte und die zwei Schnitt-
punkte derbeiden Kugeln liegen auf einer Ebene.

BeEwEls. Weil die zu P, und zu P, gehorigen Tangentenebenen der einen Kugel
z. B. der# % in einer Hyperebene liegen, deshalb liegen auch die zwei in diesen Punkten
auf die entsprechenden Tangentenebenen senkrechten Ebenen in einer Hyperebene.
Daraus und aus OP; = OP, (wo O Mittelpunkt der 2 ist) folgt schon, daB es eine
und nur eine solche "2 gibt, welche die beiden auf diese Tangentenebenen senkrechten
Ebenen in den Punkten P, und P, beriihrt. Damit haben wir die Existenz und die

Eindeutigkeit der A bewiesen. Aus der Orthogonalitiit der entsprechenden Tangen-
tenebenen aufeinander folgt, daB auch die Hyperebenen der peiden Kugeln auf-
einander senkrecht sind.



244 L. Gyarmathi

Nehmen wir noch in Betracht, daBl die zum Punkt P, bzw. P, gehorigen Radii
der A2 zu den in ihren Punkten P, bzw. P, befindlichen Tangentenebenen der

A2 gehoren, und so dieselben Tangenten der 2% sind. Dann aber ist die gemeinsamme

Ebene der Hyperebenen der Kugeln ¢ 2 und A die Ebene [OP, P,]. Da die voll-
stindige Orthogonalitit der Kugeln eine gegenseitige Eigenschaft ist, liegt auch der

Mittelpunkt O der #* auf der Ebene [OP, P,).

Bemerkung. Aus der Definition der vollstindig senkrechten Kugeln folgt, dal
wenn die eine Kugel z. B..# 2 eine spezielle Ebene ist, und P; und P, zwei verschiede-
nen im Endlichen liegenden Punkte sind, dann ist die auf "2 vollstindig senkrechte
A* jene Kugel, welche die auf die Ebene der 22 in den Punkten P, und P, voll-
stindig senkrechten Ebenen in den Punkten P; und P, beriihrt. Da in diesem Falle
die sepkrechten Ebenen parallel sind, sind die Punkte P, und P, diametrale Punkte
der %, Damit haben wir auch den Fall der im Satz 2.2 ausgeschlossenen diametralen
Punkte erledigt, weil die vollstindig senkrechte Beziehung der Kugeln ein gegen-
seitiger Begriff ist.

Ist aber einer der zwei verschiedenen Punkten, z. B. P,, ein unendlichferner
Punkt des M|, so ist "% die zu ihrem Punkte P, gehdrige vollstindig senkrechte
Ebene der Ebene £ 2.

Nunmehr 16sen wir die folgende Aufgabe: Gegeben sind die Kugel # % des M,
und deren zwei verschiedene Punkten P, und P,. Stellen wir jene Kugel 4 dar,
welche die #* in den Punkten P, und P, vollstindig senkrecht schneidet.

Sei ¢ eine nicht spezielle Kugel, ihre Hyperebene sei {S,,}, ihr Mittelpunkt
O soll auf &, und ihre Punkte P, und P, sollen auf K, liegen. (Fig. 12. Dieses Spezial-

Fig. 12

fall 1dBt sich mit der geschilderten Transformation und mit einer Rotation immer
erreichen.) Bei der gegenwirtigen Lage des 2 fallen deren erster und zweiter schein-
barer Umril zusammen, ihr drites Bild aber liegt auf der Achse £, und die zweiten
Bilder der Punkte P, und P, liegen auf ™",
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Nehmen wir an, dall die Punkie P, und P. nicht diametrale Punkte der 22

sind, dann ist auf Grund des Satzes 2.2 die Hyperebene der £ die {S.,} und so ist
die gemeinsamme Ebene der Hyperebenen der zwei Kugeln die zweite Bildebene.

Diese schneidet aus # * dessen zweiten scheinbaren UmriB8 # 2", aus # 2 aber den-
jenigen Kreis A% aus, welcher den # 2" in den Punkten P, und P, senkrecht schneidet.
Weiterhin ist nach diesem Satz der Mittelpunkt O” der 42" auch Mittelpunkt der
A2, (Die zwei anderen Bilder des O liegen auf der Achse ¢.) Weil die Hyperebene
der o2 die {S,,) ist, darum ist der zweite scheinbare UmriB der #* #2”, ihr erstes
Bild aber ist auf der Achse.

Falls P, und P, diametrale Punkte von . #"* sind, geschicht die Konstruktion nach
der vorigen Bemerkung.

Auf Grund der Bemerkung ist #? auch dann leicht zu konstruieren, wenn
X * eine (spezielle) Ebene, oder P, ein unendlichferner Punkt des M, ist.

Konstruktionen in Verbindung mit den involutorischen Abbildungen von q

a) Involutionen

Satz 2.3. Die harmonische Verwandschaft H und die auf die Kette zweiten Grades
eziigliche Spiegelung Sx: werden durch zwei Punkipaare (A, A) und (B, B), welche
m(')'rr auf einer Kette ersten Grades liegen, eindeutig bestimmt.

Bewels. Den Satz werden wir auf konstruktivem Wege beweisen. Das werden
wir in zwei Schritten verwirklichen. Einerseits zeigen wir, wie man in diesem Falle
die doppelten Elemente bestimmen kann, ferner werden wir ein Verfahren fiir die
Konstruktion der entsprechenden Elemente im Falle der Kenntnis der Doppelpunkte
angeben.

Aus der Definition der involutorischen Abbildung 7, folgt, daB die Entsprechende
der # (A, A, B, B) neben I, sie selbst ist, und darauf I, eine involutorische Ab-
bildung 7y mvolvnert Aus der projektiven Geometrie der Komplexgeraden (s.
Satz 1.5) ist bekannt, daB 7, im Falle ihrer zwei gegebenen entsprechenden Punkt-
paare, welche nicht auf einer #°! liegen, zwei Doppelpunkte M und N hat, ferner,
daB /42 eine gewohnliche Involution ist. M und N sind natiirlich auch Doppelpunkte
von /,.

Die Konstruktion der Doppelpunkte M und N. Nehmen wir zuerst an, dal} die
A 2(A, A, B, B) speziell ist, dann ist # % im M, eine Ebene. In diesem Falle kénnen
wir M und N auf Grund folgender Uberlegung konstruieren®). Weil die involutorische
Abbildung 7, konform ist, (s. Satz 1.6) darum geht der Wlnkelhalblercnde Kreis
Ay, der Krexse A (A, A, B) und X '(A4, A, B), welcher B und B trennt (Fig. 13.)
und der Winkelhalbierende Kreis #7j, der #"'(4, B, B) und #"\(ABB) welcher A4
und A trennt, bei der Involution mit umgekehrter Rlchtung in sich selbst iiber.
Darum sind die zwei Schnittpunkte der Kreise #'; und '}, die Punkte M und N,
diese sind nach den obigen immer reell.

%) S. Mat. és Fiz. Lapok Bd L. (Budapest) 1943, S. 372. (Ungarisch.)
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Das obige Verfahren kénnen wir auch dann anwenden, wenn die Punktpaare
allgemeiner Lage auf einer wirklichen #°* liegen. Die zwei Punktpaare werden
ndmlich auch auf dieser J# * cine /,: bestimmen, worauf die oben gesagten voll-

staindige Giiltigkeit haben. Auch bei
§ Durchfithrung der Konstruktion ist der
einzige Unthied, dal3 die obige Konstruk-
tion nicht auf einer Ebene, sondern auf
einer wirklichen Kugel geschieht.

Bei den effektiven Konstruktionen
transformieren wir die Punkte A, 4, B, B
im ersten Fall auf K, im zweiten Fall in
{S.2}. Die Konstruktionen kdnnen wir in
der Ebene bzw. durch das Mongesche Ver-
fahren durchfiihren.

Nach Konstruktion der Doppelpunk-
te M und N stehen siamtliche doppelten
Elemente von H zur Verfligung, wihrend
wir im Falle Sy: die punktweise Doppel-
kette zweiten Grades der Sy so gewinnen,
daf wir auffz(A A, B, B)in den Punkten
M und N eine vollstindig senkrecht 7}
stellen. Nimlich ist eine doppelte Kette

Fig. 13 zweiten Grades z. B. #" %(4, A, B, B) von
S vollstindig senkrecht auf #77.

Man kann leicht einsehen, daB (A, A} und (B, B) die entsprechenden Punkt-

paare von H(M, N) bzw. von Sy: sind.

Die Konstruktion der entsprechenden Punklpaare wenn die Doppe!eiemenre be-
kannt sind. Im Falle von H(M, N) soll man zu einem beliebigen P einen solchen P
konstruieren, fiir welchen (M, N, P, P)= —1 ist, und wo diese vier Punkte auf
einem 4! liegen (man kann %! in K, transformieren). Im Falle von S,z ist die

Konstruktion nichts anderes als Konstruktion symmetrischer Punkte beziiglich &7,
womit wir uns im Fig. 10 schon beschiftigt haben. Damit ist der konstruktive Be-
weis des Sitzes beendet.

b) Antiinvolutionen

Satz 2.4. Die clliptische Antiinvolution A, wird durch ihre zwei, auf einer Kette
ersten Grades liegenden und einander Irennenden Punktpaare (A, A), (B, B) eindeutig
bestimmt. Die Antiinvolution zweiter Art Ay aber wird durch ihre zwei auf einer
Kette ersten Grades liegenden und einander nicht trennenden Punkipaare (A, A). (B, B)
eindeutig bestimmt.

Beweis. Auch diesen Satz werden wir auf konstruktivem Wege beweisen, so
nimlich, daB wir zeigen, wie es mdglich ist, die entsprechenden Punktpaare aus
den zwei gegebenen Punktpaaren zu konstruieren. Die Konstruktionen stellen wir
im M, dar.

Es folgt aus der kanonischen Gleichung von A4, (z'= —Zz7"), daBl zwei beliebige
entsprechenden Punktpaare der A, auf einer Kette ersten Grades liegen und ein-
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ander trennen. Daraus folgt, daB die verbindende Gerade der zwei auf einer nicht
speziellen Kette ersten Grades liegenden Punktpaare durch den einzigen Punkt C
geht. Nennen wir diesen Punkt das Zentrum von A4,. (Es folgt, daB der Entsprechende
des Punktes == der C ist und wenn die die zwei Punktpaare verbindende Kette ersten
Grades speziell ist, so wird dieselbe durch C gehen.)

Auf Grund der oblgen ist die Konstruktion der entsprechenden Punktpaare
sehr einfach. Wenn die #7} (A4, A, B, B) nicht speziell ist, dann schneidet den Ent-
sprechenden P des P die Gerade IPC' aus der A ‘(AAP) Es ist leicht einzusehen,
daB wir zu demselben P gekommen wiren, wenn wir zu der Konstruktion die
A Y(BBP) angewendet hitten. Und wenn ¥} ! speziell (eine Gerade) ist, auch dann
konnen wir dasselbe Verfahren anwenden, ausgenommen den Fall, in welchem P
auf der speziellen ] liegt. In diesem Falle geschieht die Konstruktion so, wie in
der reellen projektiven Geometrie die Konstruktion der entsprechenden Elemente
der auf der Geraden befindlichen Involution. Von der Konstruktion haben wir keine
Figur verfertigt, weil deren Ausfiihrung sehr einfach ist, besonders wenn die zum
Punkte P gehorende Kette ersten Grades # ! auf irgendeiner Bildebene liegt, oder
wir sie in dieselbe transformieren.

In Verbindung mit A, der Spiegelung auf die Kette dritten Grades, ist leicht
einzusehen, daB ihre zwei beliebigen entsprechenden Punktpaare auf einer Kette
ersten Grades liegen. Daraus aber folgt auch hier, daB (im M,) die verbindenden
Geraden der entsprechenden Punktpaare durch einen Punkt C gehen. Nennen wir
C des Centrum der A,. Weil weiterhin eine durch ein entsprechendes Punktpaar
der Ay gehende Kette ersten Grades in der 4y eine Doppelkette ist, und die #°%
in zwei Doppelpunkten der Ay schneidet, diirfen die entsprechenden Punktpaare
einander nicht trennen. (Auf der Doppelkette ersten Grades entsteht eine gewon-
liche Involuhon) Dann aber geschicht die Konstruktion der #7} so, daB wir mit
Hilfe der zwei entsprechenden Punktpaare (4, 4) und (B, B) das Zentrum C der
Ay herstellen, und von C aus Tangenten zu " 1(A, A, B, B) ziehen. (Diese Tangenten
sind bei der gegenwirtigen Lage der gegebenen Punktpaare immer reell.) Das Zent-
rum C wird Zentrum der 7 sein und der Radius derselben wird gleich der Linge
der Tangente sein. 4, aber w1rd durch '} eindeutig bestimmt, womit auch der zweite
Teil unseres Satzes bewiesen ist.

Der Beweis des Satzes 2.4 gibt auch fiir die Konstruktion der doppelten Ele-
mente und entsprechenden Elemente der A4 ein leicht ausfiihrbares Verfahren an.
(S. Fig. 11.) Diese Konstruktion ist sehr einfach dann, wenn wir die Punktpaare
(A, A) und (B, B) in irgendeiner Bildebene aufnehmen.

Die Darstellung der Konstruktion lassen wir beiseite. Wir wollen nur noch
bemerken, daB wir die Konstruktion der entsprechenden Punktpaare auch ohne %%
ausfiihren kénnen, wenn wir die fiir 4, beschriebene entsprechende Konstruktion
verwenden.

Die Antiinvolution ersten Grades A,

Satz 2.5. Die Antiinvolution ersten Grades A, wird durch die drei entsprechenden
Punktpaare (A, A), (B, B) und (C, C) bestimmt. Von diesen liegen die z zwei_ersten
Punktpaare nicht auf einer Kette ersten Grades. Die Ay bestimmt auf X 3(A, A, B, B)
eine Iy» mit Doppeipunkren M und N (s. Satz 1.5). Das (C, C) ist das Punktpaar einer
solchen X2, welche auf A5 vollstindig senkrecht in dem Punkten M und N ist und noch
(MNCC) = —1 gilt.



248 L. Gyarmathi

Beweis. Aus der kanonischen Gleichung von A, (z'=Z) folgt, daB3 die punkt-
weise Doppelkette %} von 4, eine solche Kette der #°* sein kann, welche durch
M und N geht. Die Auswahl von %'} geschieht so, daB3 wir durch M und N solche
Ketten von ¢ 2 fiihren, fiir welche C und C Spiegelbildpaare sind.

Die Konstruktion von M, N und der vollstindig senkrechten % % haben wir
schon gezeigt. Die Konstruktion von #'} wird besonders einfach, wenn #;=K,
und M=0 und N=-< gelten. (Dies kann man mit mehreren Transformationen
erreichen.)

In Kenntnis von %'} kann man die Konstruktion der entsprechenden Elemente
von A; nach Fig. 9 durchfiithren.

Bemerkung: Man kann einsehen daB die Siitze, welchen wir im M, beweisen, sich
auch aus den Axiomen der Q-Geometrie herleiten lassen.
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