Finslerridume von rekurrenter Torsion

Von ARTHUR MOOR (Sopron)
Herrn Professor A. Rapesdk zu seinem 60. Geburtstag gewidmet

§ 1. Einleitung

In diesem Artikel wollen wir solche Finslerriume F,' untersuchen, fiir deren
Torsionstensor die Relation:

(1.1) Aijiym = (X, X) Ay

giiltig ist, wo ,,|m* die erste, mit dem Ubertragungsparametern I'j; gebildete Cartan-
sche kovariante Ableitung bedeutet (vgl. [5], Kap. IIL §2.).

Definition. Ist fiir einen Finslerraum (1.1) giiltig, so ist dieser Finslerraum ein
Finslerraum von rekurrenter Torsion.

In der Formel (1.1) ist a,,(x, x) ein Vektorfeld, das wir ofters als Rekurrenz-
vektor der Torsion bezeichnen werden. Aus (1.1) folgt offenbar — wegen g/*,, =0 —
nach Verjiingung tber ,, j** und ,,k** die Relation:

(1.2) Ailm =a,A4;, A o Ak,

wo A; den Torsionsvektor bedeutet; die Umkehrung gilt aber im allgemeinen nicht,
d.h. aus (1.2) folgt die Formel (1.1) nicht.

Im Paragraphen 2 unseres Artikels wollen wir kurz die Grundtensoren und
GrundgroBen der Finslerriume zusammenstellen, inwieweit sie gebraucht werden.
Im Paragraphen 3 untersuchen wir den allgemeinen n-dimensionalen Fall. Wir be-
weisen, daB wenn (1.1) gilt, dann der Kriimmungstensor S;;, immer rekurrent ist,
ferner es werden notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Rekurrenz des
Kriimmungstensors P,;;,, angegeben.

Im vierten und fiinften Paragraphen untersuchen wir zwei Spezialfille, undzwar
den zwei- bzw. den dreidimensionalen Fall. Es wird sich zeigen, da3 der zweidimen-
sionale Fall immer eine rekurrente Torsion hat.
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§ 2. GrundgriBen der Finslerriume

Ein n-dimensionaler Finslerraum F, ist eine Mannigfaltigkeit der Linienelemente
(x%, X), in der durch eine Grundfunktion F(x, x) eine Metrik definiert ist. Die Grund-
funktion F(x, x) soll den gewdhnlichen Bedingungen gentigen (vgl. [5], Kap. 1. § 1.).
Der metrische Grundtensor ist durch die Formel:

2.1) gi;(x, X) qﬁ%ai"ﬂpa
definiert, ferner werden wir durch g die Determinante
(2.2) 2% Det(g;) = 0
bezeichnen.

Die fundamentalen kovarianten Ableitungen sind z. B. fiir einen gemischten
Tensor T}/ durch die Formeln

Tl'jlm - 3,..'.7";-" = Fai:Tfjrt‘l‘:m ‘r T'.sr:jm G Tsjr?sm
TIJ;M = F(’imr,j + TirArjm = Trj Al'ri!l

festgelegt, wo I'f/; die aus dem metrischen Grundtensor g;; gebildeten Ubertragungs-
parameter und 4/, den Torsionstensor:

f L ,
(2.3) Ayji & E F‘)ikgfj- Ay = 8 Aig
bedeuten. Selbstverstindlich bedeuten die g*/ die kontravarianten Komponenten von
gi; d.h. es gelten
(2°4) gl'sg” — 519

wo &/ das Kronecker-é ist. Der Index ,,0 bedeutet immer die Kontraktion mit dem
Einheitsvektor

def X' oF :
f'd‘!?, li= B gy,

und letztens ist:
3 _ x r

(2.5) I &f 3 (Ox8ij+ 0i8x — 0;8u) — Aije o' — A To"i + A, TG

Fiir die folgenden wird es sehr wichtig sein, daB3 die kovarianten Ableitungen
von g;; verschwinden:
(2.6a) Zim=0 g4.=0,
(2'6b) gl'j;m = 09 gijim = 0’
hingegen gilt fiir den Vektor /' nur:
(2.73.) ‘”|m = 0, ’ilm = 0,
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und beziiglich der zweiten Cartanschen kovarianten Ableitung ist:
(2?b) !i:m = 65!'_!‘.!!"5 "f:m Egim_!iim"

Auf Grund der Homogeneitit erster Ordnung von F(x, x) in den x', folgt aus
(2.1) und (2.3):

(2.8) A = Ajox = Ao = 0.

Von den Kriimmungstensoren des Finslerraumes bendtigen wir nur den zweiten
bzw. den dritten Kriimmungstensor. Es ist (vgl. [5], Kap. IV. § 1. S. 100—101):

f r
(2-9) Pjik! = Awu e Auui = AkirAj 1o T AkjrA:'rI[u P
(2.10) Sy ™ Ay, Al — Ap, Al

Die Symmetrieeigenschaften der Grundtensoren sind die folgenden:

1) Der Torsionstensor A, ist in allen seinen Indexen symmetrisch.

2) Die Krimmungstensoren P, und Sy, sind in (j,7) schiefsymmetrisch.

3) Der dritte Kriimmungstensor: S, ist auch in (k, /) schiefsymmetrisch.

Wir bemerken noch, daB der Tensor S, im zweidimensionalen Fall identisch
verschwindet ([4], S. 201). Im dreidimensionalen Fall hat dieser Tensor die Form:

(2.11) Sii = L(x, X)(hyhj —hyhy),
wo /1, den symmetrischen Tensor

(2.11a) hEgn-4l, = I,
bedeutet vgl. ([4] § 2).

§ 3. Der® n-dimensionale Fall

Zu Grunde gelegt sei ein n-dimensionaler Finslerraum von rekurrenter Torsion:
F,, d.h. fir dessen Torsionstensor (1.1) giiltig ist. Es kann der folgende Satz be-
wiesen werden:

Satz 1. Existiert im Raume F,) ein Vektorfeld hi=l', fiir das die Relation:

(3.1) iy = 0
besteht, und ist eine der Ungleichungen:

(3.2a) Aht = 0,
(3.2b) A hthi il = 0

giiltig, so ist der in (1.1) vorkommende Rekurrenzvektor a,, ein Gradientvektor, d.h.:
a, = a(.’f, i)IM’
wo a(x, x) einen Skalar bezeichnet.

?‘
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Bemerkung. In Finslerriumen bedeutet der Ausdruck: ,,Gradientvektor* jetzt
und im folgenden die kovariante Ableitung eines Skalars:

ay = 0pa—F(da)Iy' .

BEWEIS DES SATZES 1. Nehmen wir erstens an, daB (3.2a) besteht und bezcic_:h-
nen wir ferner die Kontration mit #* durch ein @, d.h. es ist fiir einen Tensor 77:

T & TN

Man bekommt aus der Formel (1.2), die offenbar eine Folgerung von (1.1) ist, nach
einer Kontraktion mit A in Hinsicht auf (3.1):

Aslm o amA89

woraus nach der Annahme (3.2a) fiir den Vektor a,,:

1
(3'3) a, = A_eAslm = (In |A9|)|m
folgt, wo Ag),,:
A9|M = 3MA9—F3§::A9F;*,.,

bedeutet, da 4, offenbar ein Skalar ist. Die Formel (3.3) beweist aber den Satz,
wenn (3.2a) gilt. )
Ist nun (3.2b) giiltig, so erhilt man aus (1.1) nach Kontraktion mit h'A/h*
wegen (3.1):
a, = (In|A)),, A4 def Aooe>
womnit der Satz vollstindig bewiesen ist.
Dieser Satz ist nicht vollstindig umkehrbar; es gilt aber der folgende

Satz 2. Existiert im Raum F; ein Vektorfeld h' so, dap (3.3) giiltig ist und

(3.4) Ao % A H* = 0,
so gilt:
(3.5) Det (h*,,) = 0.

BEwEIS. Aus (3.3) folgt
a, = AEIAelm.

Substituieren wir diesen Vektor in die Gleichung (1.2), die offenbar eine unmittelbare
Folgerung von (1.1) ist, so wird nach einer Kontraktion mit A’ und in Hinsicht auf
die Definitionsformel (3.4):

Ai|mhi = Aﬂlm'

Beachten wir nun wieder die Definition von 44, d.h. die Formel (3.4), fiihren wir
ferner die kovariante Ableitung von 4 durch, so wird:

Akhklm = 0

Waire nun entgegen dem Satze die Relation (3.5) nicht giiltig, so wire nach
der letzten Gleichung 4, =0, was nach A. DEICKE’s Resultat (vgl. [3]) nicht m&glich
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ist, falls die Grundfunktion F(x, x)=0 und der F,’-Raum nicht ein Riemannscher
Raum ist.

In dhnlicher Weise kann die Relation (3.5) bewiesen werden, wenn statt (3.4)
die Relation:

(3.6) Agoe = A W h* = 0
gliltig ist. Es besteht ndmlich der folgende

Satz 3. Bestehen die Relationen:

(3.7) Agex = Aijkhihj # 0,
(3.6) und
(3.8) Gy = (In IA999|)|m = AaéeAese:m

so ist die Formel (3.5) wieder giiltig.

BEwEIs. Substituieren wir a,, aus (3.8) in (1.1), so wird nach Kontraktion mit
hthi b
Aijkimhlh}‘hk = (A‘jkh‘hjhk)lm.

Beachten wir nun die Multiplikationsregel der kovarianten Ableitung, ferner die
vollstindige Symmetrie des Torsionstensors in seinen Indexen, so wird:

(3.9) Agoxl*\m = 0,

woraus dann wegen der Bedingung (3.7) die beweisende Relation: (3.5) unmittel-
bar folgt.
Wir bemerken noch, daB der Satz auch im Falle Aggq),,=0 gilt. Es kann nim-
lich mit der angegebenen Methode auch in diesem Falle (3.9) abgeleitet werden.
Von den Krimmungstensoren eines Finslerraumes hingen der zweite und dritte
Cartansche Kriimmungstensor von der Torsionstensor ab. Aus (2.10) und (1.1) folgt
unmittelbar die Formel:

(3.10) Sjl‘kflm = zamsﬂ.m
d.h.: es ist in einem Finslerraum von rekurrenter Torsion auch der dritte Cartansche
Kriimmungstensor immer rekurrent.

Wir wollen nun das Problem untersuchen, ob unter welchen Bedingungen der
zweite Cartansche Krimmungstensor Pﬂk, rekurrent ist. Nehmen wir an, daB der
durch (2.9) bestimmte Tensor rekurrent ist d.h.

(3.11) P;uum = mejm-

Zuerst bestimmen wir die Form von b,,. In einem F-Raum hat P, nach (2.9)
und (1.1) die Form:

(3.12) Piit = a; Ay — a; Ay ji— a9 Sjimr»
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wo S, durch (2.10) angegeben ist. Eine Kontraktion von (3.11) mit / gibt auf
Grund von (2.7a) und (3.12):

(al)Al‘kf)lm = b,,ay A,
woraus in Hinsicht auf (1.1) folgt, daB b,, die Form

(3.13) bn = :i— Ao\m + Ay,
0

haben muB, wenn a,#0, was wir im folgenden — wenn nicht anderes gesetzt ist —
immer annehmen wollen. Setzen wir nun (3.12) und (3.13) in (3.11) ein, beachten
wir ferner (1.1) und (3.10), so bekommen wir:

(3.14) Pjy(In {ani_)qm = jim Akt — Tigm Axji — (Qopm + Ao ) S it -
Wir beweisen nun den folgenden

Satz 4. Ist der Finslerraum von rekurrenter Torsion, so ist (3.14) notwendig und
hinreichend dafiir, daf Py, rekurrent sei.

Bewels. Die Notwendigkeit haben wir schon bei der Bestimmung der Rela-
tion (3.14) gezeigt, da diese Relation eben aus der Rekurrenz von P, d.h. aus
(3.11) abgeleitet wurde. Wir miissen somit nur zeigen, daB3 es hinreichend ist.

Nehmen wir also an, daB (3.14) besteht. Der Tensor P;;, hat in einem F,/-Raum
die Form (3.12), woraus nach einer kovarianten Ableitung die Formel

Pjik”m == jlmAH[_aumAkﬂ+am(aJAkﬂ_aiAk;f)‘_aﬂimSjr'H_ zauamsﬁkl

folgt. Eliminieren wir nun den in Klammern stehenden Ausdruck mit Hilfe von (3.12),
so wird:
Pjikl]m — jlmAHl = Qiym Axji + O Pijia — (aupu +aya,,) S -

Auf Grund von (3.14) ist aber unsere letzte Formel offenbar mit
Pjiyym = {(In !alll)|m+am} P

dquivalent, womit der Satz vollstindig bewiesen ist.

§ 4. Der zweidimensionale Fall

Nach L. Bernwald’s Resultaten existiert im zweidimensionalen Finslerraum
immer ein orthogonales und normiertes Zweibein: /', A" mit

(4.1) Flk = 0, h‘lk — 0
(vgl. [1]). Der Torsionstensor kann in der Form
4.2) Aiji = Ihih;hy

angegeben werden, wo .# den Hauptskalar des zweidimensionalen Finslerraumes ist.
Aus (4.2) folgt nach kovarianter Ableitung auf Grund von (4.1) und in Hinsicht auf
die Formel (4.2) selbst, der
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Satz 5. Ein zweidimensionaler Finslerraum ist immer von rekurrenter Torsion, und
der Rekurrenzvektor ist ein Gradientvektor.

Beweis. Aus den Formeln (4.1) und (4.2) folgt namlich:

1
(4.3) Aijkim = ?jpnAijk = (In |j1)|m‘4:'jk
und diese Formel driickt schon den Satz aus.
Nach (4.3) ist der Rekurrenzvektor:

(4.4) ay = -f_l-.ylm = (In ]‘f)llﬂ
Auf Grund dieser Formel kann nun der folgende Satz bewiesen werden:

Satz 6. Ist im zweidimensionalen Finslerraum der Kriimmungstensor Py, re-
kurrent, so ist der Rekurrenzvektor immer ein Gradientvektor.

Bewes. Ist Py, rekurrent, d.h. ist (3.11) giiltig, dann hat der Rekurrenzvektor
b,, die Form (3.13). Im zweidimensionalen Fall ist a,, durch (4.4) bestimmt. Somit
wird

il 1 1 1
bm = TIO [? Jlolm_? jlujlm +?‘f|m = (ln -’lo“lm

und das beweist den Satz.

Wir bemerken noch, daB3 dieses Resultat auch aus (4.1)—(4.3) und (3.11) ab-
geleitet werden kdnnte.

§ 5. Der dreidimensionale Fall

Ein dreidimensionaler Finslerraum hat im allgemeinen keine rekurrente Torsions-
tensor. Das folgt unmittelbar von der Form des Torsionstensors der dreidimensionalen
Finslerrdumen (vgl. [4] § 2, wo statt A;; der Torsionstensor durch C;;, bezeichnet ist).
Es gilt aber der

Satz 7. Der Rekurrenzvektor a,,(x, X) eines Fy - Raumes*) ist immer ein Gradient-
vektor, falls a,, =0 ist.

BEWEIS. In einem dreidimensionalen Finslerraum hat der dritte Cartansche
Kriimmungstensor immer die Form (2.11), wo % (x, X) einen Skalar bedeutet. Da
der Tensor /. nach (2.11a), (2.6a) und (2.7a) verschwindende kovariante Ableitung
hat, bekommt man aus (2.11):

1
(5.1 Sijkl'lm = ?‘%msijki = (ll‘l lyi)lmsl'jﬂ‘

d.h. der dritte Kriimmungstensor eines dreidimensionalen Finslerraumes ist immer
rekurrent und der Rekurrenzvektor ist immer ein Gradientvektor.

*) Wir errinern daran, daB ein FF-Raum einen Finslerraum bedeutet, in dem (1.1) gilt.
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Gilt noch die Relation (1.1), so ist nach (3.10) und (5.1):
(5.2) aw = (In V|&])m

und das beweist den Satz 7.

Es ist immer sehr vorteilhaft, wenn in einem Finslerraum ein orthogonales und
normiertes n-Bein existiert, so, daB die einzelnen Vektoren des n-Beins verschwindende
kovariante Ableitung haben. Im dreidimensionalen Finslerraum existiert ein solches
3-Bein im allgemeinen nicht, wie im zweidimensionalen Raum (vgl. [1]), doch es
ist in gewissen Spezialfillen die Konstruktion eines solchen 3-Beins moglich. Es gilt
das folgende

Lemma. Existiert im dreidimensionalen Finslerraum, Fy ein rekurrentes Vektor-
feld I das von I' linear unabhiingig ist und fiir das

(5.3) k= bk, (b #0)

besteht, so kann ein solches orthogonales und normiertes 3-Bein konstruiert werden,
dessen Vektoren verschwindende kovariante Ableitung haben. Im Raum F, folgt aus
(5.3) nur die Existenz eines h' mit h', =0.

Beweis. Der erste Vektoy des konstrujerepden 3-Beins sei der Vektor /'. Auf
Grund der Annahme iiber /' folgt, daB A's/'. Normieren wir A’ auf eins, so ist

i 3 (gab};a];b)—u‘aﬁi

ein Einheitsvektor. Die kovariante Ableitung von 42* ist nach der Formel (5.3):
o _%(g“"ﬁaﬁb)_nguﬁcuEdﬁ‘ + (g hY) V2R

Beachten wir (5.3), so sieht man, daf}
(5.4) hﬁ"‘ =0

besteht.

Der Vektor 4™ hat also verschwindende kovariante Ableitung, doch ist dieser
Vektor im allgemeinen nicht orthogonal zu /%, Der Vektor

R %E pri _ prag pi
geniigt den Forderungen:

Rl =0, Ry =0,
wir miissen also den Vektor /' nur auf eins normieren:
i 9ef ();j ;;j)— 1/2 fi
und A ist schon ein Einheitsvektor mit
(5.5 hil; =0, h, =0.

Der Vektor A' ist also der zweite Vektor des gewiinschten 3-Beins.
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Um den dritten Vektor im F; zu bekommen, definieren wir den Tensor

g 5:1 5i2 51‘3 def
S'Jk — g-”2 6"1 (5_,2 (513 s B= Del (gﬂb)i

6&[ 6&2 6&3
wo 0,, das Kronecker-é bedeutet, und damit wird:
ki 4 glik ) h,

der gewiinschte dritte Vektor.
Wir miissen, zeigen, daB k' ein Einheitsvektor ist und verschwindende ko-
variante Ableitung hat. Nach den Sitzen der Determinanten folgt:

‘ On O Op
Eijx = e 5;'1 51’ 6J8 s
Oi1 Ok2 Oia

ferner
ijk o j sk sJ Sk
glikg, . = 0]6%—0didk.

Mit Hilfe dieser Relation folgt unmittelbar

k‘ki = Eijkeb,fjhkf’h’ = l,
Die kovariante Ableitung von A’ ist:

(5-6} kilm — aij"lmljh,,.
Nach der Definition des &-Tensors ist &é/*=0, falls zwei Indizes gleich sind, und
"% ist auBerdem vollstindig schiefsymmetrisch. Das bedeutet, daBl ¢'** alle {ibrigen

von Null verschiedenen Komponenten bestimmt. Wenn also &'*),=0 ist, so ist
auch &%, =0. Es ist aber

. 1 1
Elz‘s - —— e - e — —3;"2 —
I [Vg]hn 2 * glm

et l -3/2 ag ()g *r *r
= 2g [5)."" ng,- 0 m 2grrm’

da g eine Skalardichte vom Gewicht 2 ist. Eine unmittelbare Berechnung von I';",,
gibt nun g,,,=0 (vgl. auch [2], (1.11)). Somit ist also &%, =0, folglich nach (5.6)
auch k', =0.
|m
Das orthogonale und normierte 3-Bein mit verschwindender kovarianten Ab-
leitung besteht also aus den Vektoren: /', A' und k', womit das Lemma bewiesen ist.

Ergiinzung zum Lemma. Existiert im Fy ein Vektorfeld h*', fiir das (5.4) besteht,
so existiert ein orthogonales und normiertes 3-Bein, dessen Vektoren verschwindende
kovariante Ableitung haben.

Die Ergidnzung ist trivial, da jetzt der Beweis des Lemmas von (5.4) ebenso
durchgefiihrt werden kann, wie vorher.
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Die Bedeutung dieses Lemmas besteht darin, daB in den F, -Rdumen, wo also
(1.1) besteht immer ein rekurrentes Vektorfeld existiert; der Torsionsvektor A’ be-
stimmt nidmlich nach (1.2) ein solches Vektorfeld.

Im folgenden kénnen wir immer annehmen, daB in unserem dreidimensionalen
Finslerraum ein orthogonales und normiertes Dreibein I', I', k' existiert, dessen ein-
zelne Vektoren verschwindende kovariante Ableitung haben. Der Torsionstensor — auch
dann, wenn er nicht rekurrent ist — hat wegen der totalen Symmetrie die folgende
Beindarstellung:

(57) A,".-k = Au)h;hjkk + A(g}{h;h}kk + hjh;‘k,' + hkh,-kj) +
+ A(m{h,-kjkk + hjkkk; “['*hkk,'kj) -+ A“)k,-kjk‘ .
Wir beweisen den

Satz 8. Notwendig und hinreichend dafiir, dap in einem dreidimensionalen Finsler-
raum der Torsionstensor rekurrent sei, d.h. daf (1.1) gelte, sind die Bedingungen:

(5.8) Ap = cpA(x, X) (i=1,23.4)
mit
(5.9) Ciyym =0 = 1,2.3.4).

(Die Koeffizienten ¢;, konnen selbstverstindlich Konstante sein.)

BewEls DES SATZES 8. Die Bedingungen sind offenbar hinreichend, da aus (5.7)—
(5.9) folgt wegen hy,, =k;,,=0:

1
Aijklm = A|m g Am—:

wir miissen also nur die Notwendigkeit zeigen. Nehmen wir also an, daB3 (1.1) besteht.
Aus (1.1) und (5.7) folgt wegen /;,,,=k;;,,=0:

Aqymhihih + Agym(hihiky + ... = a, {Aqyhih by + Ay (hihsk + ...},
woraus wegen der Orthogonalitdt von /;, k; unmittelbar folgt, daB3

; Aiyim = Aw)am (i=1234
besteht, d.h.
a, = (Inf4gh, (=1,2,3,4).

Diese Formel bedeutet aber, dall 4, die Form (5.8) hat und (5.9) besteht.
Die Landsbergschen Riaume sind durch

(510) AUkl“ == O
gekennzeichnet. Zum Schluf3 beweisen wir den folgenden

Satz 9. Ist ein F3-Raum ein Landsbergscher Raum, so ist S, ldngs der Extre-
malen des Raumes von konstanter Form, d.h. es gilt (2.11) mit

d
(51 I) [Ti;y]exrremlz e 0
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Bewels. Aus (1.1) und (5.10) folgt, daB @,=0 ist. Da in einem Fy-Raum die
Formel (5.2) besteht, folgt somit nach Kontraktion mit /™ die beweisende Rela-
tion (5.11).
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