Synthetische Behandlung einiger Fragen der endlichen projektiven
Ebenen

Von ISTVAN REIMAN (Budapest)
Herrn Prof. Andrds Rapcsdk anléisslich seines 60. Geburtstages in Verehrung gewidmet

Eine endliche projektive Ebene, in welcher der kleine Satz von Pappos—Pascal
(MP-Satz) gilt, wird als MP-Ebene bezeichnet. LUNEBURG hat mit Hilfe algebra-
ischer Uberlegungen bewiesen, daB die endlichen M P-Ebenen desarguessch sind [2].

In den endlichen M P-Ebenen von ungerader Ordnung haben keine vollstindige
Vierecke kollineare Diagonalpunkte. In diesen Ebenen existieren simtliche Symmetrien
(involutorische Zentralkollineationen) und samtliche Translationen (Zentralkollinea-
tionen, bei welcher dir Achse durch das Zentrum geht). Sind a, ¢, p drei verschiedene
Geraden durch den Punkt M, so gibt es genau eine Gerade p’, dall die Symmetrie
0c.. mit der Achse @ und mit auf ¢ liegendem Zentrum C die Gerade p auf p” abbildet.
Die Gerade p” ist unabhiingig von der Wahl des Punktes C auf der Geraden ¢. In
diesem Falle gibt es auch eine Symmetrie mit der Achse p (bzw. p’) und auf p” (bzw. p)
liegendem Zentrum C, die die Gerade ¢ auf a abbildet. (Synthetische Beweise dieser
Tatsachen siehe z.B. in [3]).

Im Folgenden geben wir einen synthetischen Beweis dafiir, dafl die endliche
MP-Ebene von ungerader Ordnung ¢ eine Charakteristik hat; diese Charakteristik
ist eine Primzahl und die Ordnung der Ebene ist eine Primzahlpotenz. Aus unserem
Gedankengang ergibt sich leicht, daB die endliche MP-Ebene desarguessch und
auch pascalsch ist, falls die Ordnung eine Primzahl ist.

Fiir das Weitere nehmen wir an, dal3 die Ordnung der Ebene wenigstens 3 ist.

1. Es seien a, b, ¢, d vier Geraden durch den Punkt M. Man bezeichnet das
Geradenpaar c¢, d als harmonisch zum Geradenpaar a, b, wenn es eine Symmetrie
mit der Achse a und mit auf b liegendem Zentrum C gibt, die die Geraden ¢, d auf-
einander abbildet. In diesem Falle sind @ und » zu ¢ und 4 harmonisch. Sind drei
von den Geraden a, b, ¢, d gegeben, so ist die vierte Gerade eindeutig bestimmt.

Schneidet die Gerade g die Geraden a, b, ¢, d in den Punkten A4, B, C, D,
so bilden diese Punkte ein harmonisches Punktquadrupel (A, B: C, D). Aus den
bekannten Eigenschaften der Symmetrie folgt, daB das Punktquadrupel (4, B; C, D)
harmonisch ist, wenn eine Symmetrie mit dem Zentrum A und mit der Achse durch
B existiert, die den Punkt C auf D abbildet. Sind drei der Punkte 4, B, C, D gegeben,
so ist der vierte eindeutig bestimmt. Wenn das Punktquadrupel (4, B: C, D) har-
monisch ist, sind auch (4, B; D,C), (B,A:C,D), (B,A; D,C), (C,D; A, B),



102 I. Reiman

(D, C:; A, B), (C, D; B, A), (D, C: B, A) harmonische Quadrupel. Aus der Defini-
tion der harmonischen Punktquadrupel folgt, daB die Projektion eines harmonischen
Quadrupels auf eine Gerade ein harmonisches Quadrupel bildet.

Sei A, B, C, D ein harmonisches Punktquadrupel und M ein beliebiger Punkt
der endlichen MP-Ebene, der nicht auf der Gerade AB liegt. Dann sind die Geraden
MC und MD zu den Geraden MA und MB harmonisch.

Die Symmetrie mit der Achse @ und mit dem Zentrum C bezeichnen wir mit
0c,a- Nach Voraussetzung gibt es einen Punkt O, fiir welchen die Geraden OC, OD.
zu OA, OB harmonisch sind und ¢, o3(C)=D gilt. Es sei CM(1OB=N (Abb. 1.)

Abb. 1.

Da es 04 og(NC)=ND gilt sind die Geraden NA, NB zu NC, ND harmonisch und
darum gilt

"ID,NC(NA) == NB.
GD.MC(MA) = MB,

das heiBt: die Geraden MC und MD sind zu MA und M B harmonisch.
Jetz kann man schon auf iibliche Weise den folgenden Satz beweisen:

Es seien (A, B; C, D) und (A’, B"; C’, D') zwei harmonische Punktquadrupel.
Die Punkte A, B, C, D kénnen durch Zentralprojektionen in die Punkte A", B, C’, D’
projiziert werden. Sind in den Quadrupeln zwei entsprechende Punkte identisch,
so sind die zwei Punkiquadrupel perspektiv.

2. Es seien P,, P,, I kollineare Punkte und a eine Gerade durch 7 (P,P,+a).
Man betrachte die Punktfolge

Poi Py Py = 03, \Po) o+ s Py=Op,_ il Pyt sl

Diese Folge ist offensichtlich durch zwei Nachbarpunkten P,_,, P; und durch
[ eindeutig bestimmt. Da die Anzahl der Punkte auf einer Geraden endlich ist, gibt
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es eine Symmetrie, z.B. gp,_, ., fir welche op,__, .(P,-2)=P, ist, d.h. die Folge
wiederholt sich nach k Schritten.
Da die Quadrupel

(1 (Pi-1s Pryr; Py 1) (i=1,2,...,k-2)

harmonisch sind, werden wir die Folge P,, P,, ..., P,_,, I als harmonische Skala
bezeichnen. Sind die Punktquadrupel (1) harmonisch, so bildet die Folge P,, P,, ...,
..y Py_1, I eine harmonische Skala.

Die Projektion einer harmonischen Skala auf eine Gerade ist wieder eine har-
monische Skala und zwei harmonische Skalen kénnen mittels Zentralprojektionen
ineinander projiziert werden. Sind zwei entsprechende Punkte in zwei Skalen ver-
schiedener Geraden identisch, so sind die zwei harmonische Skalen perspektiv.

/

Abb. 2.

3. Betrachten wir simtliche harmonischen Skalen der Ebene und wihlen wir
die kiirzeste Skala % aus, d.h. die Skala, fiir welche die SchlieBungszahl & minimal ist.

Da zwei harmonische Skalen ineinander projiziert werden kdénnen, ist jede
harmonische Skala eine Projektion der Skala .#. Folglich wiederholen sich simtliche
harmonische Skalen der Ebene nach k Schritten. Die Zahl k wird als Charakteristik
der Ebene bezeichnet,
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4. Um harmonische Skalen zu konstruieren, kénnen wir die sogenannten
charakteristische Figuren der Ebene anwenden.*)

Bezeichnen P,, P, Q,, O, die Eckpunkte eines vollstindigen Viereckes, so
fiihren wir die folgenden Bezeichnungen ein (Abb. 2.):

PoPy\NQoOy =1, P QNP0 =V, P,ONIV=T, IV=a.
P1TﬂQof—Q QzVﬂPuf—Pza

P;TN an = Qi+1: Qisa¥N Pnf = Pis1,

Aus der Konstruktion folgt, daB
O-P‘,n(Pi-l) = Pl'+1 (I et ]9 2| vse)

ist. Da die Charakteristik der Ebene gleich k ist, gilt auch P, TN Q. = Q; = Q,.
d.h. die Punkte P,_,, T, Q, sind kollinear. Die so erhaltene Figur wird die zu dem
Viereck P, P,0,0, gehorende charakteristische Figur (oder: Figur k=0) genannt.
Aus unserer Uberlegung folgt:

In der endlichen M P-Ebene von ungerader Ordnung sind bei samtlichen Charak-
teristischen Figuren die Punkte P._,, T, Q, kollinear und sdmtliche harmonische
Skalen lassen sich mittels der charakteristischen Figuren konstruiert werden.

Es ist noch zu bemerken, daB die Figur 2=0 ein vollstindiges Viereck mit
kollinearen Diagonalpunkten ist.

5. Die Figur k=0 kann auch folgendermallen betrachtet werden: es sei t
die Translation mit der Achse @ und mit dem Zentrum /, fiir welche ©(P,)= P, gilt.
Nach der Konstruktion

t(Po) = Py, T(Py) = Pyy ooy, T(P) = Piyyy oon s T(Py—y) = Py = Py,
oder
T(Pn) o Pl’ tz(Po) - Pﬂ'-‘ Ya'sp T‘(Pﬂ) = Pl".- LLE N Y rk(Pﬂ) — PO.

Hieraus folgt der Satz:

In der endlichen MP-Ebene von ungerader Ordnung ldft sich jede harmonische
Skala in der Form

(2) Po, T(Po) = Pl" ...,Ti(Po) = PJ, ,T*(Po) = Pk—l'!l

ausdriicken: und umgekehrt: ist t eine beliebige Translation der Ebene mit dem
Zentrum I und P, ein beliebiger Punkt, so bildet die Punktfolge (2) eine harmonische
Skala.

Aus dem Beweis folgt weiterhin der wichtige Satz:

Die Ordnung samtlicher Translationen der endlichen M P-Ebene von ungerader
Ordnung ist gleich der Charakteristik k.

*) Diese Figuren hat erstenmal L. Lombardo-Radice fiir die Definition der Charakteristik
gebraucht [1], [4].
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Abb. 3.
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6. Die Charakteristik der endlichen MP-Ebene von un-
gerader Ordnung ist eine Primzahl.

Zum Beweis dieses Satzes nehmen wir an, dal3 die Charak-
teristik & keine Primzahl ist, d.h. k=rs (r,s ganze Zahlen
sind, r=1, s=1) und betrachten wir eine beliebige Transla-
tion 7 bzw. einen beliebigen Punkt P, der nicht auf der Transla-
tions achse liegt. Fiir die Translation e=1" wire die Punktfolge

PIII) e(Pl])y EE(PO)Q savy Ey—l(Pu.)- !
eine harmonische Skala, die aber schon nach s Schritten sich
&' (Po) = 7°(Py) = 1"(Py) = Py

wiederholen wiirde, da gilt. Dies aber wiederspricht unserem
Satz, nach welchem die Ordnung sdmtlicher Translationen
gleich k ist.

7. Die Ordnung q der endlichen M P-Ebene von ungera-
der Ordnung ist eine Primzahlpoten:.

Es sei 7 eine beliebige Translation der Ebene der Cha-
rakteristik p mit der Achse ¢ und mit dem Zentrum 7/ und g
eine beliebige Gerade durch 7 bzw. P, ein Punkt der Gerade
g (Py#=I). Die Punkte P,, t(P,), ..., T?"}(P,), I bilden eine
harmonische Skala %, (Abb. 3.). Enthilt diese Folge sdmtliche
Punkte der Gerade, so ist die Behauptung bewiesen.

Gibt es aber wenigstens noch einen Punkt R,, der nicht
zur Skala &, gehort, so bilden die Punkte

.Ro.. T{Ro). see g Tp_l(Ro), I

eine harmonische Skala %,. %, und &, konnen auBer / kein
gemeinsames Element haben, weil aus t‘(P,)=1/(R,) folgen
wiirde, daB t'~/(P,)=R, gilt, was aber im Wiederspruch zu
der Definition von R, steht.

Wenn es auBler den Punkten der Skalen %, und .%, noch
einen Punkt auf der Gerade g gibt, so kann man wieder neue
harmonische Skalen herstellen und auf dieser Weise werden
die Punkte der Gerade g (auBer /) in die Skalen %, %., ..., %,
aus je p Elementen eingeteilt.*) Dann ist aber p ein Teiler von
q, g=np.

Jetzt betrachten wir die Translation £ mit der Achse a,
fir welche &(P,)= R, gilt. Die Punkte

Pn, £(Pu), ﬁz(Po), cen gy SP_I(PQ)

gehoren dann zu verschiedenen Skalen der Skalenmenge
{ylsy'zs ___,.?‘,,].

*) Im Folgenden wird der Punkt / nicht zu den Skalen %, .%...., %, hinzugeziihlt.
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Wire ndmlich diese Behauptung nicht richtig, so gehért z.B. &(P,) und &'(P,)
(p =r=ys) zur selben Skala, woraus

&' (Py) = t'e*(Py),
und auch :
&5 (Py) = T'(Py)

folgen wiirde. Da die Zahlen r—s und p relativ prim sind, hitte die Gleichung
(r—s)x = 14py
eine ganzzihlige Lésung in x und y, mit den Werten
T¥(Py) = eI (Py) = &(Po) = Ry.

Dieses Ergebnis widerspricht aber der Definition von R,. Daraus erhilt man, dal3
die Potenzen der Translation ¢ die Skala &, auf p verschiedenen Skalen &, ,%,,, ...,
..., &, der Skalenmenge {¥;,%,, ...,,} abbilden. Ist p=n, so ist unsere Behauptung
bewiesen. Ist p=n, so betrachten wir einen Punkt 7, der nicht zu den Skalen
FLissSLigs s S, gehort. Auf dhnliche Weise beweist man, daBl die Punkte

Tos 8L08): viss 7 19

zu verschiedenen und nicht zur Skalenteilmenge {¥;,%,. ..., } gehirenden
Skalen gehdren, uzw. So erhdlt man daB die Skalenmenge {%;,%,,....%,} in
disjunkte Teilmengen aus je p Elementen eingeteit wird; p ist also ein Teiler von
n und p?* ein Teiler von gq.

Diesen Gedankengang fortsetzend sieht man schon leicht ein, daB die Ordnung
g eine Primzahlpotenz ist. X

Es ldBt sich noch bemerken, daB diese Uberlegung auch dann gilt, wenn
samtliche Translationen der Ebene existieren und die Ordnung der Translationen

(d.h. die Charakteristik) gleich 2 ist.

8. Zum Beweis des Desarguesschen Satzes wire es offenbar geniigend zu be-
weisen, daB in der Ebene simtliche Zentralkollineationen mit nichtinzidenten Zentrum
und Achse existieren. Ist die Ordnung der Ebene eine Primzahl, folgt dies durch
die obigen Uberlegungen.

Die endlichen M P-Ebenen von ungerader Primzahlordnung ist desarguessch.

Es sei a eine beliebige Gerade der Ebene und C ein beliebiger Punkt derselben,
der nicht auf a liegt (Abb. 4.). Sei P, ein Punkt der Ebene, der nicht auf a liegt
und nicht identisch mit C ist. Betrachten wir die harmonische Skala

P[IaPl:C‘P!!“‘s PP—IFI.PQ

wo I, der Schnittpunkt der Geraden P,C und a ist.

Wir definieren die Abbildungen ¢; (i=2,3, ..., p—1) auf folgender Weise:

a) 0:(P)=P,, wenn P,=C, oder P, auf a liegt;

b) 0;(P,)=P; in den iibrigen Fillen.

Da die verschiedenen Punkte der Ebene durch p; auf verschiedene Punkte
abgebildet werden und die Anzahl der Punkte endlich ist, ist die Abbildung p;
ein-eindeutig.
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Sind die Punkte P,, Q,, R, kollinear und geht die Gerade P,Q, durch C, so
sind auch ¢;(P,), 0:(Q,), 0;(R,) kollinear. Sind die Punkte P,, Q,, R, kollinear,
geht aber die Gerade P,Q, nicht durch den Punkt C, dann sind die Projektionen
der Skala Py, P, ..., P,_,, Ip aus dem Schnittpunkt M der Geraden P,Q, und
a auf die Gerade Q,C, bzw. R,C:

00, 0y=C, .., Qi Igs b2W. Rey Ry=Cyoicy Ry Iy,

darum sind aber die Punkte P,=pg,(P,), 0,=0,(Q,), R;=0;(R,) kollinear.
Dies bedeutet aber, daB3 die Abbildung g, eine Kollineation, d.h. Zentralkollineation
ist.

Im Falle g=p sind die Zentralkollineationen g; sdmtliche nichtidentischen
Zentralkollineationen mit der Achse @ und mit dem Zentrum C, womit unser Satz
bewiesen ist.

9. Es liBt sich im Falle g=p ein andere synthetischer Beweis fiir den allge-
meinen Desarguesschen Satz geben, wenn man erkennt, daBl der Desarguessche
Satz eine Folgerung des Pappos—Pascalschen Satzes ist. Auf iibliche Weise laf3t
sich nimlich der Satz beweisen:

In der endlichen M P-Ebene der Ordnung p (p ist eine ungerade Primzahl) gilt
der allgemeine Satz von Pappos—Pascal.

Es seien die Punkte 7, 2, 3,4, 5,6 die Eckpunkte eines Pappos—Pascalschen
Sechseckes (Abb. 5.), die Punkte 1, 3, 5 liegen auf der Gerade a, die Punkte 2, 4, 6.
auf der Gerade b und es sei ab=1, 12(145=X, 2356=Y, 34N61=2Z.
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Abb. 5.

Wir betrachten die durch die Punkte P,=4, P, =2 und / bestimmte harmonische
Skala . Da sdamtliche Punkte der Gerade b zu dieser Skala gehdren, sei nun der
Punkt 6 der i-te Punkt P; der Skala. Es sei &’ die Projektion der Skala ¥ aus dem
Punkt / auf die Gerade 45 und #” die Projektion der & aus dem Punkte 3 auf die
Gerade 56. Die Projektionen der Punkte P,, P,, P;, I sind P,, X, P{,5, bzw.
Py, Y, P;, 5. Die Projektionskalen &’,.%” haben den gemeinsamen Punkt 5, darum
sind die Skalen #’,.%” perspektiv und die Geraden 34, XY, 6/ gehen durch den
punkt Z, voraus unmittelbar folgt, dafl die Punkte X, Y, Z kollinear sind.
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