Hyperflichen mit Riemannscher MaBbestimmung
im Finslerschen Raum

Von ENDRE SZOLCSANYI (Budapest)
Herrn Professor A. Rapcsdk zum 60. Geburstag gewidmet

In der vorliegenden Arbeit werden wir zeigen, daBl wenn zu jedem Linienelement
mindestens vier orthogonale Hyperflichen mit Riemannscher MaBbestimmung
existieren, dann auch der vollstindige Raum ein Riemannscher Raum ist.

§ 1. Der Finslersche Raum

Bekanntlich ist ein n-dimensionaler Finslerscher Raum F, eine (2n— 1)-dimen-
sionale Linienelementmannigfaltigkeit, auf welcher eine Funktion Z(x, v) definiert
ist. Die Funktion #(x,v) ist in beiden Verdnderlichen mindestens dreimal stetig
differenzierbar und in der Verinderlichen v in erster Ordnung positiv homogen.
Aus dieser Bedingung folgt, daB die GroBen, die aus der Grundfunktion
# mit Ableitung nach v* entstehen, wo v* Koordinaten von v sind, Tensoren sind.
Die Ableitungen nach v* vermindern die Ordnung der Homogenitit um 1. Der met-
rische Grundtensor ist

1 2%%(u,v)
(1.1) gij(x,v) = 2 90 00

Die Funktionen g;; sind in den v in O-ter Ordnung homogen.
Im Folgenden stellen wir die Formeln der Cartanschen Theorie des Finslerschen
Raumes?!) zusammen?):

(1.2) glgy = &
(1.3) %,%;”' =9
(1.4) -‘-933—; * =0
of 1 3g i
(1.5) Cip = 534
1) E. Cartan [1].

?) 4 ist das sog. Kroneckersche Symbol.
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Aus der Formel (1.1) und (1.5) folgt, da8

1 #*L%x,v)

Ot Cik = Z 5 g0 o

ist. Aus (1.5") folgt, daB der Tensor C;; symmetrisch, und (— I)-ter Ornung homogen
ist. Aus (1.4) und (1.5) folgt daB

(i.()) ijkl’-i = CUkI.'J = ijkfj =
ist. Sei, noch,
(1.7) A E 2C,;.

Wenn / den Einheitsvektor bezeichnet der im Linienelement (x, v) definiert ist und
zu v parallel ist, dann gilt

B
(1.8) I'= 7
und
. &L
(1.8) L=
Aus (1.6) und (1.7) bekommen wir die Formel
(1.9) Cinl' = Cpll = Cpl* =0,
(1.9,) Al‘jk! — Al‘_mlj - Aijk" = 0.
Durch die Lésung der Eulerschen Ableitungsgleichungen
J |1
e E[ ] ds or' [_ ] i
bekommen wir die Funktionen
ig’ d’x‘
(1.11) G prat
Dies gilt fir
1 )l o
o —
(1:12) B ar [a.-,fax axf]
(1.13) G ¥ g,G
und
I | o
G4 2 I[av"ax* ~
Natiirlich sind G* und G; in 2-ter Ordnung homogen.
Wenn
(1.15) Gi def r)G

e
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ist, dann gilt
(1.16) 1ot = 2G'.

Sei y ein beliebiger Vektor, der in (x, v) definiert ist. Das invariente Differential
des Vektors y ist

(1.17) Dy = dy' +Cji ) dv* + T'jy y? d,
oder

(1.17°) Dy; = dy;—C/yy;dv* —T'/, y; dx*,
wo

(1.18) T = Vi + Cus G — Cyys Gi
und

1 agij 38}&_3.21&

) Y=g |oxt T ox ~ox
bezeichnet.

Es gilt?) fiir
(1.20) I}, = Gi.
Wir bekommen aus (1.8), (1.9) und (1.20)
(1.21) DF = d1‘+§{6£ dx*.
Herr E. CARTAN fiihrte noch die Pfaffsche Form
(1.22) w'(d) = DI
ein. Danach gilt
(1.23) di* = I*dZ+ Zdl*,

weswegen auch die Identitit
(1.24) Cj‘k dUk == Aj‘k dlk
besteht. Endlich bekommen wir auf Grund de Formeln (1.17) und (1.24) das Resultat

(1.25) D’V‘ - dy‘+r‘,',‘y1 d.xk +Ajikyj d!k.
Aus (1.21) und (1.22) folgt

(1.26) * PN —?', Gt d.

Wir fiihren die GréBen

(1.27) r¥<r,-cc

) S. [1], X. Formel.
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eine, die nach (1.20) in der Form
(127’) F}ii — rj‘,,-CJ-f,I",’kv’

aufgechrieben werden kénnen. Die GroBen I'}’, sind in den unteren Indizes symmet-
risch. Aus (1.27) und (1.20) folgt,

(1.28) v I'f, = T}, = Gj.

Man bekommt unter Verwendung dieser Formel

(1.29) Dy' = dy' + I}y dx* + A}y o,
Herr E. CARTAN fiihrte noch die dussere quadratische Form
(1.30) o = I dx*+ A/, o

ein. In diesem Falle gilt gleichzeitig die Beziehung

(1.31) Dy’ = dy' + wj'y’.

Der Raum F, ist ein metrischer Raum und die obige (Cartansche) Ubertragung
hebt die Linge der Vektoren auf. Deshalb ist

(1 32) Dgu =0,

Im folgenden werden wir das innere Produkt der Vektoren y=(j',..., »") und
z=(z', ..., ") mit {y, z) bezeichnen. In diesem Falle gilt

(1.33) > z) = gyy'7.

Z. B. ist {I, I)=1.

Wir bezeichnen mit dem Symbol T7(,(F,) den Tangentialraum des Raumes
F, im Zentrum (x) des Linienclementes (x, v). Der Tangentialraum T,,(F,) ist ein
affiner Raum.

Bezeichnen wir mit (e, ..., ¢,) die Basis von T((F,) und mit (e*, ..., ")
die dazugehdrige duale Basis. Wir nehmen an, daB in dieser Basis die Zerlegung

(1.34) y = yle

gililtig ist.

Die Tensorprodukte der Vektoren e¢; und ¢* bilden die Basis der Tensor-
raume, die auf T,)(F,) definiert sind. Z. B. kann man irgendeinen Tensor 7 vom
Typus (2,1) in der Form

(1.35) T =T/He*Qe;@e
aufschreiben.

Im speziellen Falle sind
(1.36) g = gye*@e
und
(1.37) A=A @e*®e”

usw.
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§ 2. Hyperflichen

Wir betrachten eine Hyperfliche F,_, des Raumes F, als die Menge der eigenen
Tangentiallinienelemente. Wir nehmen an, daB die Hyperfliche F,_;, durch die
parametrische Form
2.1 =208, ..., "Y

gegeben ist. Das Linienelement (v, ©) der Hyperfliche fdllt mit dem Linienelement
(x, v) des Raumes zusammen, wenn

(2.1 =208, Y
und
(2.2) v = xip*
erfillt sind*). Hier ist

. det OX'
(2.3) «a = 3

Sei T(,)(F,-,) der Tangentialraum des Raumes F,_; im Zentrum («)=(x) des Linien-
elements (v, #)=(x, v). (Das Linienelement (u, 7) gehért zu F,_,.) Die Vektoren

(2.4) e = (X2, -0 s X2)

bilden eine Basis in 7\,(F,_,). Hier®) sind

(2.5) & = xze.
(Wir bemerken, daB 7,(F,_,) ein Unterraum des Raumes T,(F,) ist, wenn (x)=(u)
gilt.)
Es ist klar, daf
(2.6) U= "G,
und
(2.6") v=1te

sind, und die Relation (2.2) ist genau dann giiltig, wenn ¢=v besteht®). Aus die
(2.2) folgt unmittelbar, daB

ov'
(2.?) 3_-1,4 = x:,.
T(F,-,) ist ein Unterraum des T(F,), deshalb kann jede Basis des Raumes
T,)(F,-,) zu einer Bais von T,(F,) erginzt werden.

) Die lateinschen Indizes laufen von 1 bis n, die griechischen von 1 bis n—1.

5) S., die Formel (1.34).

%) Der Strich bedeutet, daB der vorliegende Vektor (oder die vorliegende Vektorklasse) auf
der Hyperfliche definiert wurde.
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Sei n der Normaleinheitsvektor der Hyperfliche in («), der im Linienelement
(u, v) definiert ist, d.h. es gelten die Bezichungen

(2.8) {n.n) =1,
(2.9) n&)=0

&1y Eay ooiy €1, n bilden eine Basis von T, (F,).

Wir bendtigen noch die zur Basis ¢, &, ..., ,_, n duale Basis. Wir werden
diese mit &** (x=1,...,n—1) und mit n* bezeichnem. Die duale Basis bildet eine
Basis des dualen Raumes 77(,(F,).

Die duale Basis wird durch die Formeln

(2.10a) (E; E9*) = 8
(2.10b) (§asn™) =0
(2.10¢) (n;n*) =1

bestimmet. Es gelten die Beziechungen

2.11) = xfe™

und

(2.12) A= e,

Hier ist

(2.13) n = gyn.

Aus (2.10a) folgt
8 = (6,0 %) = xix}(es, &%) = xix8o],

d.h.

(2.14) xixf = 8.
Ebenso bekommen wir

(2.15a) xim =0
(2.15b) xin' =0

und endlich besteht die Verbindung
(2.16) xix3 = 8% —nin;.

(Diese Verbindung kann man z. B. so bestimmen: die Vektoren ¢; bzw. ¢'* schreiben
wit mit Hilfe der Basis &, 85, ..o 8a—1:8 bzw. £, .., {9 " auf, und
rechnen (¢;, ¢'*) aus.)

Wir betrachten irgendeinen Tensor 7 des Raumes F,, der in dem Linienelement
(u, ¥) von der Hyperfliche F,_, definiert ist. Diesen Tensor 7" kann man gleichzeitig
mittels der Basis &, &y, ..., &,—q,n und e, ..., e, aufschreiben. Sei z. B. 7 mit den
Typ (2.1). Es gilt einerseits

(2.1?) T:_- T;;*e"'@ej’@l?p
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und andererseits
T=Tyg @@+ Ty n" @ @, + T E* @n* @8, + T" i @4 ®@n +
(2.18) + T, n*@n* @&, + Tyy"'n* @ @n+ T,"E* @n*@n+
+T,,"n*@n*Rn.
Definition. Als hyperflichschen Tensor
(2.19) prTE T, Q)¢
bezeichnen wir die Projektion des Tensors 7 auf die Hyperfliche F, _
Lemma.

(2.20) T&ﬂ? - x;xi:xz ?—Uk.

Bewels. Seien &, f8, 7 irgendein fixiertes Indextripel der Indizes «, f, y. Wir
betrachten den Tensor &;®&Ey®E7 und bestimmen den Wert, welchen er auf 7

annimmt. Es gilt

(I (T, &REHVE™) = Ty'
weil das Tensorprodukt und die Operation { , ) linear sind. Andererseits ist
(Im) (T, &a® G ®E™) = xexpxI(T, i@ e, @€™) = xexpxL T/

Aus der Formeln (I) und (II) folgt (2.20).
Wir fiihren die Vargasche Konvention?)

(2.21) WTK = T}

ein. Dann ist die Relation (2.18) in der koordinatischen Form

222 Tt = xExh s Ty’ + mixXf x5 T g’ + X505 Ty + XE X5 T ™ +
i XET o T+ X Ty ™ + Xinin* T, * +mnyn* T,

Auf der Hyperﬂachc . —1 kann man auf zweierleier Weise die Metrik definieren,
die mit der Metrik F, in "natiirlicher” Verbindung steht.

Die eine ist die sog. innere Metrik, die folgendermassen entsteht. Jede Kurve
der Hyperfliche ist gleichzeitig Raumkurve®), deswegen ist notwendig, daB das
Bogenmass an der Hyperfliche und in dem einbettenden Raum zusammenfillt.
Um den Grundtensor g zu bestimmen, betrachten wir die Beschrinkung der Funktion

L.F, - R
auf die Hyperfliche. Wir bezeichnen diese beschrinkte Funktion mit L:

defl

L=Ys,._

7) Siehe [2]. S. 198, Formel (2.10).
¥) Wir betrachten eine Kurve als eine Menge einiger Ta,ngenualllmenelemcmc
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Diese Funktion ist in dem Linienelement (u, #) der Hyperfliche definiert, und sie
hat genau dieselben Eigenschaften wie %. Die Koordinaten des Tensors

(2.23) & = £ D
sind durch die Formeln
o kL L
) 4 = 3 pr o0
definiert.
Aus (2.1") und (2.2) folgt
(2.25) L(u, t) = £(x(u), v(u, 0)).

Nach den Formeln (2.24), (2.25), (2.1"), (2.2) und (2.3) ergibt sich
1 #*Lwu,0) 1 0*L*(x(u), v(u, b))

88 =3 i 0F 2 0% *

=k 2 ZF%(x, v)
T2 oo

Die andere Weise ist die sog. Induzierte Metrik. Diese Metrik bekommen wir
folgendermassen. Wir betrachten das Linienelement (u, ©) der Hyperfliche F,_,
und wir projizieren auf die Hyperfliche den Grundtensor g des Raumes F,,. Natiirlich
ist der Tensor g in dem Linienelement (x, v)=(u, #) definiert. Die Metrik auf der
Hyperfliche die der Tensor pr g ergibt ist die sog. induzierte Metrik.

-

(2.26)
-"'ixf; =21 xixﬁ.

Es ist
(2.27) Prg = £, @&
Nach (2.20)
(2.28) Eap = Xa X481
Aus (2.26) und (2.28) folgt, daB3
gaﬁ - gaﬂ
d.h.
g=prg

Also fallen die innere und die induzierte Metrik einer Hyperfliche zusammen.

§ 3. Die innere und induzierte Ubertragung

In diesem Paragraphen stellen wir nach O. VARGA [3] kurz die wichtigsten
Formeln der inneren und induzierten Ubertragung zusammen. Wir kdnnen die
Geometrie auf einer Hyperflichen auf zweierleie Weise definieren.

I. Das invariante Differential eines Vektors y, der in dem Linienelement (u, ©)
der Hyperflichen F,_, definiert ist, ist durch die Formel

@3.1) Dyf = dy*+T,%, 1P dut +C,%, P dv?
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definiert. Die GroBen I'y*, und C,?, sind hier die Ubertragungsparameter. Diese
Parameter definieren wir mit Hilfe der Funktion L genau so, wie die Parameter
I'ji und C/, mit Hilfe der Grundfunktion %.

Definition. Die innere Geometrie der Hyperflichen ist eine Finslersche Geo-
metrie, die wir mit Hilfe des metrischen Grundtensors pr g definieren und wo die

1
innere Ubertragung mit Hilfe des invarianten Differentials ‘D] definiert ist.
Die Grundformeln der inneren Geometrie bekommen wir aus der Formeln
(1.1)—(1.32), wenn wir — formal — die lateinschen Indizes durch griechischen
Indizes, die Grundfunkton % durch die Grundfunktion L und endlich den invariante

(1)
Differentialoperator D durch den Operator D ersetzen.
Die folgenden Formeln sind auch giiltig:

(3.2) Capy = XaxpX3Cij
(33) A,ﬂ? = xix{ngijk.

Wir heben noch die folgenden Formeln heraus:

1)

(3.4) @*(d) = DI* = dl* +%G; du?
und
3.5) Dy = dy*+ T}, y* du” + A%, yP .

Nehmen wir an, daly

gt 0°X

il X = Do
ist. Dann sind die Beziehungen
(3.7 G, = X3 Gi+ 3 gaxax;,v"v"
(3.8) G = x4 G/ + 1 xf x}, 0" 0"
3.9 % = x{x} G+ xgxp, 0"

(3.10) yup, = )’ijldr;xﬂxty+Cijtxé'lfxiub‘“+C.‘jkxixf;-’l";f-ub‘“‘*Cijkxix;xfyl’”*'guxﬂx;y

giiltig. Wir fiihren die Cartansche Konvention

(3.11) T,y = Top'
ein®). Dann ist'?)
(3.12) I g, = TijXxix}xs+(Cyjs G — Cy, GT) xi xh xkn* n,, +
+ Ay X)X Xao + Ayju X Xp X0 — Auju X X5y Xfo + 81 X} Xy
(3.13) Izgy = gy —Cos,GY
(3.14) Iip, = Tipxixhxt + Agjxhxsxio — Ay xix xho +

+(CijsGF — Cyjs G — Cips GT) Xi X)X M * +
T+ Aijmxixf;x;on"‘n, --i-g;;xﬂx;, .

#) Siehe [1] 1V. No. 10.
19) Siehe (1.27).
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1. Die Geometrie der induzierten Ubertragung definieren wir folgendermassen:

Definition. 1° Der metrische Grundtensor der induzierten Ubertragung
st prg. '
2° Den invarianten Differentialoperator der induzierten tibertragung bekommen
wir folgendermassen: Sei y ein Vektor, der in dem Linienelement (u, #) der Hyper-
fliche definiert ist. Wir betrachten das invarianten Differential Dy dieses Vektors
im Raum F,. Nun projizieren wir den rdumlichen Vektor Dy auf die Fliche F,_,. Sei
(2)

(3.15) Dy gt pr Dy.

O. VARGA hat in der Arbeit [3] gezeigt, daB das Cartansche invariante Differen-
tial in diesem Falle

(2)
(3.16) Dy* = dy*+ Kz*, y* du? + Cy*, y* dv’
ist, wo auch
(3.17) Ky*y = Xp, X7 + Cu Xt xp X, v + T Xi X} x5

gilt. Es gilt auch
(2)
(3.18) Dy, = dy,— K}, ypdu’' —Cr,yzdv’.

Wir definieren das invariante Differential eines beliebigen Tensors in iiblicher Weise.
Wir bekommen die Gleichung

(3.]9) Dg;ﬂ - 0.

Sei der Vektor y in dem Linienelement (u, ©)¢ F,_, definiert und sei (x, v)=(u, v).
Dann ist

(3.20) Dy = (xip+C/lixixbyv” + I xixp)y* du? + C i xixky® dof + xi dy*.
Diese Relation folgt aus (1.17) mit Hilfe der Gleichungen

(3.21) dx* = xjdu®

(3.22) dxi = xi, du?

(3.23) avk = xkgv* duf + x§ di®.

Wir bekommen aus (1.29)

(3.24) Dx; = dxi+ '} x}dx* + A xj ot

Aus den Formeln (3.20)—(3.24) folgt

(3.25) Dy’ = (xiy+ [iixixp)y* du? + Af xiy*o* + xi dy*.

Nach der Formel (3.15) bekommt man,

i2)

(3.26) Dy* = 2Dy’

und aus (3.25), (3.26)
(2)
(3.27) Dy* = dy*+ K;*, y" du’ + A%, )’ @,
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wo 1)

(3.28) 2e 82 X8 (xh, + M xjod)
(3.29) 53 =K%

und

(3.30") @' = xjo*

bzw.

(3.30) @ = DI’

sind. Aus (3.18) bzw. aus (3.27) folgt, daB

(3.31) @' = dI"+ K", I’ du*

und

(3.32) @' = dlI’ + K;7,1° du*

giiltig sind. O. VARGA hat in [3] noch die folgenden GréBen eingefiihrt:
(3.33) Onp & (xhy+ I xionh + Clxinb, "),
und den symmetrischen Tensor

(3.34) 0 Lo,

WO

(3.35) 0.5 %5 A, xi it

ist. Es gilt die folgende Relation:

(3.36) O.y0* = 0.

Er fiihrt noch die Normalkriimmungsform

(3.37) 0, 8,

und die Normalkriimmung

(3.38) N ¥ 0o,

ein. Diese GroBen erfiillen die folgenden wichtigen Relationen
(3.39) Op = (x50 + Gixp)m;

(3.40) N = 6,00

(3.41) N = (xgv*t? +2G)n;.

) Die GroBen K;*, sind nicht identisch mit K;*,, die von O. VARGA in [3] bzw. [4] eingefiihrt
wurden.
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0. VARGA beweist ebenfalls in [3], daB fiir die Hyperfliche F,_, dann und nur dann
0,=0 ist, wenn N=0 gilt.
Er definiert die GréBen

def

(3.42) K3 E K2y
(3.43) K* <= 1K30”.

Er findet die folgenden Beziehungen zwischen dem inneren und dem induzierten
Zusammenhang'®):

(3.44) K* = G*
X x l (’P‘
(3.45) s = Ki+ 3L OFN
N w (2) 1 (2) (2)
(3.46) Kapy = Tapy + 9F (9: Cﬂﬂ'f T QECM?) it L (Oﬂ Gﬂ -0, eﬂ?)‘

Aus den vorigen folgt — nach O. VARGA — daB es fiir die Ubereinstimmung des
inneren und induzierten Zusammenhangs notwendig und hinreichend ist, das N=0

gilt, oder, daB der Tensor g)’ gleich null ist. Er zeigt noch folgendes: Die Hiper-
flichen, fiir welche N=0 giiltig ist, sind nichts anderes als die sog. Totalgeodéatischen-
flichen. Die Hyperflichen, fiir welche N identisch null ist, sind durch Relation

(34?) Aijkrjﬂk = on;
gekennzeichnet, wo t ein beliebiger Hyperflichenvektor, und
(3.48) a = Apntin*

ist. (Natiirlich muB man bei allen GroBen dasselbe Linienelement (u, 5) nehmen.)
Endlich zeigt er, daB im Falle, wenn, die Totalgeodatischenflichen unbeschrinkt
existieren, der Raum F, ein Finslerscher Raum mit Konstanter Kriimmung ist.

(
In dem Falle, wenn die Flichen fiir welche 550 gilt unbeschrinkt existieren
ist der Raum ein Riemannscher.

§ 4. Hyperflichen mit Riemannscher MaBbestimmung
Ein Hyperflichen F,_, ist dann nur dann Hyperfliche mit Riemannscher

Ma@Bbestimmung, wenn man sie so parametrisieren kann, daB der Grundtensor
der Flichen schon von # unabhidngig ist, d.h.

(4.1] gaﬂ(“s E) — gaﬂ(“)‘
Aus der Relation (4.1) folgt
@2 Cupy = 0

12) Zu den Formeln (3.45) und (3.46) bemerken wir, daB} bei Herrn O. VARGA der Koeffizient
1/2 nicht auftritt. Dies ist aber ein unwesentlicher Fehler.
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und
4.3) Ay, = 0.

Diese Bedingungen sind auch hinreichend. (Bekannt ist das Ergebnis von Herrn

DEeickE, daB die Relation A, gl A3 = 0 auch eine hinreichende Bedingung ist.)
Wir bekommen neben der Beachtung der Relationen (4.2) und (4.3) auch die
Beziehungen

(4.4) Fopy = Iy = Vapy-

Diese sind in Indizes o, y symmetrisch und von # unabhingig.
Aus E. CArTAN [1], (XV) folgt, daB auch

(4°4’) Gaﬁ}' = erﬂr
gilt, wo
p gt 0GP
G ov* v’

(die sog. Berwaldschen Ubertragungsparameter sind.) Aus (3.18) und (4.2) ergibt sich

(4.5) Dy* = dy*+ K,*, y* du.
Aus (3.27) und (4.3) folgt

(2)
(4.6) Dy* = dy*+ K;‘,. VP du'.
Auf Grund der Relationen (4.5) und (4.6) sind die Beziehungen
4.7) Kﬁ"; - ;x?
@.7) Kpoy = ;ﬂw

giiltig. Wir haben bekommen, daB die GréBen Kj*, in den unteren und K, in den
duBeren Indizes symmetrisch sind. Aus (3.46) folgt

(2)

1 (2)
(4.8) K,m, = ra‘g? 'l' I (Oﬂ 9&}' — Oa 9,,))
Infolge der Symmetrie K,;, und aus den Relationen (4.4) und (4.8) ergibt sich

1 (2) (2)
O = Kypy—Kypy = T'opy—Typa+ T (Oﬂ 6,,—0, 9.0}-) =

=0
1 (2) (2) 1 (2) (2
g 4 (.Oﬂ ©,:— Oveﬁa) = €T (0? 64,0, Qﬂr)'

Aus dieser Relation folgt

(2)

(
4.9) 0,6,,~0,6;, = 0.

10D
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Unter Beachtung der Symmetrie des Tensors 3 bekommen wir aus (4.9), daB

4.9 0,6.,—0,6,, =0

ist. Substituieren wir die Verbindung (4.9”), in (4.8), dann bekommen wir die Relation
(4.10) Koy =Ly

Aus dieser folgt, daB

(4.10) Kf, =T/,

ist.

Auf dem Hyperflichen mit Riemannscher MaBbestimmung, fallen also sowohl
die Parameter der inneren Ubertragung als auch die Parameter der induzierten
Ubertragung mit den Riemannschen — Christoffelschen Symbolen Vap; ZUSammen.

Aus (3.42) und aus der Transkription der Formel (1.20) und unter Verwendung
von (4.10") bekommen wir

(4.11) G3 = v'I !, = 'K, = K?.
Endlich folgt aus dieser Formel auf Grund von (3.45), daB

1] @

(4.12) E Q%N — 0
bzw.
4.13) NO, =0

ist. Dazu, daB eine Hyperfliche F,_, zur Riemannschen Metrik wird, ist eine not-
wendige Bedingung, daBB die Relation (4.13) erfiillt ist. Jetzt beweisen wir den fol-
genden Satz:

Satz 1. Nehmen wir an, daf zu einem Linienelement (x, v) des Finslerschen
Raumes F, (n=4) mindestens vier aufeinander orthogonale Hyperflichen mit
Riemannscher Mapbestimmung existieren. Dann ist der Tensor A des Raumes F,,
der in den Linienelement definiert ist, gleich 0.

BEwEls. 1° Betrachten wir das Linienelement (x,v) und die aufeinander
orthogonalen Hyperflichen F_,, F!_,, F;_, und F?_,, die das Linienelement
enthalten. Seien sie mit Riemannscher MaBbestimmung versehen. Natiirlich ist

3
(x, 0)€ N T (Fio).

Sei &; ein Einheitsvektor®), der zu v parallel ist und n ein Normaleinheitsvektor
der Hyperebene T,(Fy_,). der in (x,v) definiert ist. Wir wihlen die Einheits-
vektoren ¢&,, &5, ..., ,-, SO, daB sie aufeinander und auch den n Vektor orthogonal
sind. AuBerdem konnen wir noch voraussetzen daBl die Hyperebenen 7¢,(F,_,),
TooFry), Tio(Fiy), To(F2_,) in dieser Reihenfolgedurch die Basisvektoren

13) Die Metrik wird aus dem fixierten Linienelement (x, v) gewonnen.
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(51; very cn-l); (511 *ney gn—ia n); (‘:19 seay ‘5,;-39 ‘:u—l, ﬂ), (éls seey Eu—as f,—g, ‘:n—ls ”)
aufgespannt werden. Die Vektoren ¢, ..., ¢,_,, n bilden eine orthonormierte Basis
in dem Raum T,(F,). Betrachten wir jetzt den Tensor A4 des Raumes F,, welcher
im Linienelement (x, v) gegeben worden ist. Zerlegen wir den Tensor 4 mit Hilfe
der Tensorprodukte der Vektoren &, ..., E®=V* n* Es ist

(4.14) A= A, QL QL™ + Ay n* @ QL™ + A, S @N* R E™ +
+ AepnE* QL @n* + Ay n* @n* @& + Ay n* QEP* Q0™ +
4+ Agn$** @N* Q" + Ayt @n* @ n*,
2° Wir definieren wir die Projektionsoperatoren I1; (i=0, 1, 2, 3) folgender-

maBen: wenn 7 ein Tensor in dem (x, v) definiert ist, dann sei IT (7') die Projektion
des Tensors auf F;_,.

Weil F!_, (i=0,1,2,3) Hyperflichen mit Riemannscher MaBbestimmung
sind, deswegen gelten die Bezichungen

(4.15) MA)=0 (i=0,1,23)
gleichzeitig.
3° Weil
(4.16) IMy(A) = A E* R @™
gilt, deshalb ist
(4.17) Ay, =0, wenn o;B;y=n—1
40
4.18)  My(A) = ApsE* @ @ + Aupyn* @ @ + AaE @N* @™ +
+ Al R O + A On* @ E™ + Apan* @ E* 0" +
+ Agn E* QN @1 + Appyn” @n* @ 11",
wo &, B, 7=n—2 sind. Die Tensorprodukte, die auf der rechten Seite der Zerlegung
(4.18) auftreten, bilden cine Basis des entsprechenden Tensorraumes. Deshalb ist
das Verschwinden aller Koeffizienten nach (4.15) notwendig.
5° Die Zerlegung der Tensoren IT,(A) und I1,(A4) erfolgt &hnlich. Der Unter-
schied ist nur, daB die Indizes &, f, 7 im Falle IT,(A4) die Werte 1, ...,n—3, n—1
und im Falle IT4(A) die Wert 1, ...,n—4, n—2, n—1 annehmen.
6° Aus (4.16), (4.17) und (4.18) folgt, daB diejenigen Koeffizienten der Zerlegung

(4.14) in welchen der Index n tiberhaupt nicht, oder genau dreimal auftritt, ver-
schwinden, d.h.

(4.19) Agy=0
(4.20) Apen = 0.

Jetzt werden wir diejenige Koeffizienten untersuchen, in welchen der Index
n genau einmal bzw. genau zweimal vorkommt.

10*
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7° Aus der Bedingung IT,(4)=0 bekommen wir, dal3

@.21) Aspn =0 (@ f=n-2)
sind. Aus IT,(4)=0 folgt
4.22) Asgpn =0 (@ B=n-3 bzw. &; f=n-1).

Wir haben bis jetzt bekommen, daB die Koefizienten Az, alle verschwinden,
hochstens mit Ausnahme der Koefizienten Ag,_;)pm-2 Und A, _snm-1). Aber
wir bekommen aus der Zerlegung des Tensors IT,(A4), daB
(4.23) Aspn = 0
gilt, wenn &, ff = n—4, bzw. n—3 = &, = n—1 sind. Aus diesem Ergebnis folgt

(4.23’) Am-l)n{n-.e) = A{n—ﬁ)n(n-l) = 0.

Aus (4.21), (4.22), (4.23) und (4.23") ergibt sich

(4.24) Azpn = 0.
Genau so kann man

(4.25) A =0
und

(4.26) A, =0
bekommen.

8° Wir betrachten jetzt diejenigen Koeffizienten, in welchen der Index n genau
zweimal auftritt. Aus der Relation I7,(A4)=0 folgt

(4.27) Apn =0 (@=n-2).
Aus IT,(A)=0 folgt
(4.28) A =0 @=n-3,d=n-1).

Auf Grund von (4.27) und (4.28) ergibt sich

(4.29) A, =0,
Genau so kann man

(4.30) Apen = 0,
(4.31) b

bekommen.
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So erhalten wir aus den Relationen (4.14), (4.19), (4.20), (4.24)—(4.26),
(4.29)—(4.31), daBB A =0 ist.
Aus Satz | folgt unmittelbar:

Satz 2. Wenn zu jedem Linienelement (x, v) des Finslerschen Raumes F,(n=4)
mindestens vier orthogonale Hyperflichen mit Riemannscher Mafbestimmung exis-
tieren, die das Linienelement (x, v) enthalten, dann ist der Raum F, ein Riemann-
scher Raum.

Satz 3. Wenn in jedem Punkt (x) des Finslerschen Raumes F, mindestens ein
Linienelement (x, v) existiert, so daf zu jeder (n—1) — Stellung, die das Linien-
element (x,v) enthdlt, genau eine Hyperfliche mit Riemannscher Mafbestimmung,
existiert dann ist der Raum F, ein Riemannscher Raum.

BEWEIS. 19 Zuerst nehmen wir an, daB3 n>4 ist. Sei jetzt (x, L) ein beliebiges

Linienelement. Wir wissen, dal3 der Durchschnitt von vier mindestens 4-dimensiona-
len, orthogonalen Hyperebenen mindestens 2-dimensionale ist. Deshalb existieren
mindestens vier orthogonale (n— 1)-Stellungen, Linienelemente (x, v) und (x, (11;’)

enthalten. In diesem Falle ist der Tensor A4, der in (x, (:1;]) definiert, ist identisch 0.
2° Sei n=4. Dann betrachten wir den Vektor

R IR
WO
Ai = gijAJ_
und
A; = Ak,
sind. Das Verschwinden des Vektors a charakterisiert die Riemannschen Ridume.
Sei wiederum (.x, :?1) ein beliebiges Linienelement und sei der Vektor a in diesem

Linienelement definiert. Mindestens zwei orthogonale Hyperebenen existieren in di-
esem Linienelement, die auch noch das Linienelement (x, v) enthalten. Bezeichnen wir
diese Hyperebenen mit P, und P,. Sei IT, (a) bzw. I1,(a) die Projektion des Vektors
a auf P, bzw. P,. Nach unserer Annahme existieren Hyperflichen, F)_, und F?_,,
mit Riemannscher MafBbestimmung, die die Hyperebene P, bzw. P, beriihren.
Es ergibt sich

I1,(a) = Il,(a) = 0,

weswegen auch a=0 erfillt ist.

3° Sei endlich n=3. In diesem Falle ist es notwendig das folgende zu bedenken:
Der Raum ist ein Riemannscher Raum, wenn die Indikatrix (in allem Punkten)
eine Kugel ist. Die Indikatrix der Hyperfliche F,_, (in dem Punkt (x)) wird von
der Tangentialebene der Hyperfliche aus der Indikatrix des Raumes ausgeschnitten.
In unserem Falle sie sind alle Kreise. Es ist bekannt, daB wenn jeder (dieselbe
Gerade enthaltende) Ebenendurchschnitt einer zentralsymmetrischen konvexen
Hyperfliche, ein Kreis ist, die Hyperfliche ein Kugel ist.

Bemerkung. Auf diese Weise bekommen wir einen neuen Beweis der Verall-
gemeinerung des Elementargeometrischen Satzes.
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(2)
Wenn eine Hyperfliche Riemannsch ist, dann ist nach (4.13) dort NO,, = 0.

Diese Relation kann so erfiillt werden, dall N=0, oder :S’; =0 (oder N#0 und (‘9”;750)
ist. Der zweite Fall hat fiir uns keine Bedeutung.'?) Falls die Riemannschen Hyper-
flichen mit der Bedingung N =0, unbeschrankt existieren dann ist F, ein Riemann-
scher Raum mit konstanter Kriimmung.'®)
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14y Siehe unsere Anmerkung nach der Formel (3.48).
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