Uber Zentralkollineationen und Verbandspolynomfunktionen

Von DIETMAR SCHWEIGERT (Kaiserslautern)

Es ist bekannt, daBB man die Zentralkollineationen eines desargueschen, projek-
tiven Raumes als bijektive, semilineare Abbildungen in einem dazu entsprechenden
Vektorraum untersuchen kann. Wir wollen hier die Zentralkollineationen unter
cinem anderen Aspekt betrachten, wobei wir uns auf endliche, projektive Rdume,
die allerdings auch nicht desarguesch sein diirfen, beschrinken. Dabei gehen wir
davon aus, daB jeder endliche, projektive Raum durch einen endlichen, modularen,
atomistischen Verband ¥, in dem jedes Hyperatom mindestens drei Atome enthilt,
dargestellt werden kann ([8] S. 151). Im folgenden bezeichne daher V=(V;0, 1, /A, V)
einen solchen Verband, wobei wir noch zusidtzlich fordern, daB ¥ mehr als ein
Hyperatom enthalte. Mit den Verbandspolynomen auf ¥ kann man einen Typ
von Verbandspolynomfunktionen ([4], [3]) auf V finden, die im folgenden als (a, x)-
Polynomfunktionen bezeichnet werden und zeigen, daB jede invertierbare (a, x)-
Polynomfunktion ([4], [5]) eine Zentralkollineation auf V ist. Umgekehrt ist jede
Zentralkollineation eine invertierbare (a, x)-Polynomfunktion auf V. Ferner zeigen
wir, daB eine (a, 2)-Polynomfunktion p(x) genau dann invertierbar ist, wenn fiir
beliebige Atome a, a,, a, aus V gilt: Ist a=a,Va,,, dann ist p(a)=p(a,)Vp(a,)
(vergleiche [1] S. 88).

Im folgenden gelte in V stets die Regel, daB die Operation A\ vor der Operation
V' durchgefiihrt werden mub, es sei denn, daB Klammern eine andere Reihenfolge
vorschreiben. Wir schreiben fiir zwei Elemente a, b€V genau dann a=b, wenn
a/\b=a ist. AuBerdem beniitzen wir 6fter die Bezeichnung Punkt fiir Atom, Gerade
fir Hyperatom und Hyperebene fiir Antiatom ([9]). Die Axiome und Begriffe der
projektiven Geometrie lassen sich dann sinngemaB tbertragen. Wir verwenden fol-
gende Definitionen und Sitze (siche unter anderem in [8]):

Ein Verbandsautomorphismus t auf V heiit Zentralkollineation, wenn es ein
Atom (Punkt) a,€ V gibt, daB fiir alle Hyperatome (Geraden) g¢ V gilt: Ist a,=g,
dann ist 1(g)=g.

a, nennen wir wie iiblich Zentrum von 7. Ferner gilt fiir jede Zentralkollinea-
tion T von ¥, daBl es ein Antiatom (Hyperebene) x€ ¥ gibt, so daB t(a)=a fiir alle
Atome a=u gilt ([8] S. 169). « heiBt Achse von 7. AuBerdem gilt natiirliche der fol-
gende Satz:

Jede Zentralkollineation t auf V ist eindeutig bestimmt durch ihr Zentrum a,,
thre Achse o und durch einen beliebigen Punkt @, und dessen Bildpunkt a,,,=
=1(a,), wobei a,=a, und a,=£ « ist ([8] S. 175).
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Konstruktion einer (a,, z)-Polynomfunktion mit dem Paar (a,,a,.,): Sei a,
ein Atom von V, a ein Antiatom von V und q,, a,., zwei verschiedene Atome von
V, so dab gilt @,V a,=a,\ a,,,, a, ¥, a,., %o und a,#a,=a,.,. Bei entsprechender
Numerierung lassen sich die Atome von V auf folgende Weise einteilen:

a

F AR IR T I =2 5001
a,, ....8_; aEa und aq, £ aqVa J= Lr—1
iy il a,%£a E=1 sl

Da jedes Hyperatom mindestens drei verschiedene Atome enthdlt, kann man zeigen,
dal3 stets r=r gilt. Man definiert nun:

pi(x) = x/\q; e F=1, a1
pi(x) = (xAa;Va)A[(xAa;Va)A\aVa,,,]  fir j=r, ..., 1—1
pi(x) = (xAa;Va)A[(x\a;Va)\aVp,(a,)] fir j=1t, ..., n

Definition 1. Die Polynomfunktion p{r)— V p;(x) heiBt eine (a,, 2)-Polynom-
funktion mit dem Paar (q,, a,.,).

Bemerkung. Aus der Konstruktion von p(x) geht hervor, daB die Polynom-
funktion p(x) durch a,, « und (@, a,,,) eindeutig bestimmt ist.

Hilfsatz 1. Sei p(x) eine (a,, 2)-Polynomfunktion mit dem Paar (a,, a,,). Dann
gilt: pi(a)=0 fiir j=i. i,je{l, ..., n}.

BEwEs. Sei j=i. Fiir j=1,...,1—1 berechnet man leicht, daB p;(a;)=0 ist.
Fir j=t, ..., n erhdlt man p;(a;)=a,/ p,(a,). Angenommen p;(a;)=0, dann folgt
a,=p,(a)=(aVa)|(a\ a) xVa,,,) Es geniigt die Beziehung (*): a,=(a,Va,)/
MNaVa,,, zu betrachten. Mit der Dimensionsfunktion /(x) ([9] S. 32) ermittelt man,
dall (a,Va,)/ z ein Atom ist. Nun wendet man das Steinitz—MacLanesche Austausch-
axiom ([2] S. 81) an. Es gilt: a,Va,.,=(a,Va) \aVa,.,. Wegen a,Va,=a,Va,.,
erhilt man: a,"/a,=(a,V a,)/\ 2 und daraus folgt unmittelbar: a,Va,=(a,Va,) 2\ a,.
Nach Anwendung des modularen Gesetzes ergibt dies a,\/a,=a,, was im Wider-
spruch zur Konstruktion von p(x) steht.

Folgerung 1. Sei p(x) eine (a,, 2)-Polynomfunktion mit dem Paar (a,, q,.,).
Ist b€V und sind a;, i€ S, alle in b enthaltenen Atome, dann gilt:

pb) = ,;(v a) = V pia) = pr(a;)
ie i€
Folgerung 2. Sei p(x) eine (a,, 2)-Polynomfunktion mit dem Paar (a,, a,.,).
Dann bildet p(x) das Element q, auf das Element a, ., ab.
Dies beweist man mit Hilfsatz 1 und mit derselben Uberlegung wie der im
Beweis von Hilfsatz | beim Auftreten der Beziehung (7).

Definition 2. Ist p(x) eine (a,, x2)-Polynomfunktion mit dem Paar (a,,a,.,),
dann heiBt p(x) ein (a,, 2)-Polynomfunktion, die 4, in a,,, abbildet.
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Hilfsatz 2. Sei p(x) eine (ay, x)-Polynomfunktion, die a, in a,,, abbildet. Dann
gilt fiir jedes Atom a;€V:a,\Va;=a,\ p(a;).

Beweis. Nach Hilfsatz | geniigt es zu zeigen, daBl a,Va;=a,Vp;(a;) ist. Fir
Jj=1,...,r—1 ist dies trivial. Sei j=r, ..., t—1. Man berechnet a,V p;(a;)=a,V a;,
indem man das modulare Gesetz und die Beziehung a,Va,=a,Va,,, anwendet.
Ist j=t, ..., n, beniitzt man zuséitzlich die bereits gewonnene Beziechung a,V p,(a,) =
=a,Va,.

Satz 1. Sei p(x) eine (ay, a)-Polynomfunktion, die a, in a,,, abbildet. Ist p(x)
invertierbar, dann ist p(x) eine Zentralkollineation auf V.

BeEwels. Sei g ein Hyperatom von V mit a,=g. Da V atomistisch ist, gibt es
a.,a,cV mit a,=g=a,\a,. Nach dem Steinitz—MacLaneschen Austauschaxiom
ist a,Va,=a,\Va,=g. Es ist p(a;Va,)=p(g). Da p(x) invertierbar ist, ist p(x) nach
[5] S. 241 ein Verbandsautomorphismus. Also: p(a,Va,)=p(a,)Vp(a,)=a,Vp(a,).
Nach Hilfsatz 2 gilt: @,V p(a,)=a,Va,=g. Also ist p(g)=g und p(x) ist eine Zentral-
kollineation.

Hilfsatz 3. Sei p(x) eine (a,, x)-Polynomfunktion von V, die a, in a,,, abbildert.
Bezeichne M,={a,, ..., a,-,}, M,={a,, ..., a,,} und M;={a,, ..., a,}). Dann gilt:
Aus a,c M, folgt p(a,)eM, fiir k=1, 2, 3.

Beweis. Fiir k=1 gilt die Behauptung trivial. Sei k=2. Dann zeigt man zu-
nichst mit der Dimensionsfunktion /4(x). daB p(a;) ein Atom ist. Dann bleibt zu
zeigen: p(a;)£ 2 und p(a;)=a, a,. Man berechnet mit Hilfe des modularen Gesetzes,
daB p(a) N\oa=a;/\a=0 ist. Man nehme an, daB a,Va,=p(a;) ist. Dann gilt natiir-
lich a,V a,=p(a;)\/ a,=a;\/ a; nach Hilfsatz 2. Also hat man @,=a," a,, was im Wider-
spruch zur Voraussetzung a;¢ M, steht. Sei nun k=3, dann zeigt man wiederum
mit Hilfe von h(x), daB p(a;) ein Atom ist. Wiederum findet man mit Hilfe des
modularen Gesetzes: p(a;)\a=a;/\x=0.

Satz 2. Sei t eine Zentralkollineation auf V' mit dem Zentrum a,, der Hyper-
ebene o und gelte fiir a,, a, €V mit a,= o und a,+ a,, dap t(a,)=a,,, ist. Die (a,, 2)-
Polynomfunktion p(x), die a, in a,, abbildet, ist dann invertierbar.

BewEels. Wir zeigen zunichst, daB p(a;))=1(a,) fiir alle Atome q,€V ist. Aus
a;=a,V a;, folgt t(a;))=1(a,\Va;). Da a,=a,Va; und 1 eine Zentralkollineation ist,
folgt: t(a;)=a,V a;. t(a;) ist ein Atom und nach dem Steinitz—MacLaneschen Aus-
tauschaxiom gilt: **) a,\/ t(a;)=a, "/ a; Fallunterscheidung:

1) i=1,...,r—1. Nach [8] S. 171 gilt dann t(a,)=a;=p(a;)

2) i=r,...,t—1. Wegen Folgerung 1: p(a;)=p:(a;)

pia) = (a;Va)\[(a;Va)\aVa, ]

Nun ist t((a;Va,)Na)=(t(a;)V a,,)\o. Andererseits: (a;Va,) \a=x. Also ist nach
[8] S. 171 t((a;Va) a)=(a;V a)\oa=(t(a;)Va,,,) . Wir haben demnach: p(a;)=
=(t(a)Va ) (t(@)Vaq)\aV a,]=(t(a)Va) (t(a;)Va.,) wegen **) und nach
Anwendung des modularen Gesetzes. Man sicht sofort, daBl p(a;))=1(a;) ist. Da
nun /(p(a;))=1 nach Hilfsatz 3, folgt p(a;)=1(a;)
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3=t cioa
r(a) = pi(a) = (aVa)\[(a;Va,)\a\ p,(a,)] = (T(aijval)/\[(aivar)/\xvt(ar)]

wegen “*) und weil nach dem Fall2) p,(q,)=1(a,) gilt. Nach [8] S. 171 ist
t((a;V a,) Na)=(a;\Va,)\a. Also: (t(a;)Vt(a,))\a=(a;Va,)/\a. Wir haben demnach:

p(a) = (t(a)Va)A\[(t(a) V(@) aVt(a,)] = (t(a)Va)\(t(a)V(a,)

nach Anwendung des modularen Gesetzes.
Also gilt p(a;)=t(a;) und wie oben folgt p(a;)=1(a;). Nun wollen wir noch
zeigen, daB fir b€ ¥\ {0} gilt: p(b)=1(b). p(b)=p( V a;). Dabei mogen in {q;|ic S}
leS

alle in b enthaltenen Atome auftreten. Nach der' Folgerung 1 gilt dann: p(b)=
=p(V a)=V p(a)="V t(a)=1(b). Damit ist alles gezeigt.
ics i€s ics

Hilfsatz 4. Sei p(x) eine (a,, a)-Polynomfunktion auf V, die a, in a,,., abbildet.
p(x) ist auf den Atomen bijektiv.

BEwEIS. Man betrachte zu p(x) die (a,, 2)-Polynomfunktion g(x) auf V, die
a,., in a, abbildet. Die Konstruktion von ¢(x) sei analog zu der von p(x) mit dem
Unterschied, daB man fiir ¢, das Atom p,(a,) wéhlt und @, mit @, vertauscht.
Man kann mit Hilfe des modularen Gesetzes ¢(p(a;))=a; fir alle Atome a;cV
zeigen. Desgleichen p(g(a;))=a;.

Hilfsatz 5. Sei p(x) eine (a,, a)-Polynomfunktion auf V, die a, in a,., abbilder.
Dann folgt aus der Bedingung:

(*) Ist a=a,\ a,,, dann ist p(a)=p(a,)V p(a,) fiir beliebige Atome a, a,, a, <V
die allgemeinere Bedingung:

(**) Ist a= \ a;, dann ist p(a)= \ p(a)) fiir beliebige Atome a,a;cV.

jes jes

Beweis. Fiir |S|=2 gilt die Behauptung. Setzen wir woraus, daB die Bedingung

(**) fiir alle S mit |S|<n gelte. Sei dann a€b und b= V a; mit |S|=n und n=2.

b= 'V a;Va fir ein ke S. Setze \ a;=b, und betrachtc (aVa)\b,Va,=
J €SNk} JESNIK)
=(aVa)/N(bVa)=a. Fallunterscheidung:
l) (aVak)/"\bl=aVak
2) (aVa)/ \b,=a ein Atom von V.
Der Fall 3) (aVa,)/by=0 tritt nicht auf.
Aus 1) ergibt sich: a=(aVa)Nby, also a=b,. Nach Induktionsvoraussetzung

pla)y= V p(a;) Also ist: p(a)= Vp(aj)

Aus 2) erglbl sich: p(a)= p(a)Vp(a,‘) wegen (*). Nun ist a=b, und daher gilt

nach Induktionsvoraussetzung p(a)= V p(a;). Insgesamt also p(a)= V p(a)).
JES\ (K} j€s

Satz 3. Sei p(x) eine (ay, a)-Polynomfunktionen auf V, die a, in a,,, abbildet.

Seien a, a,, a, Atome von V. Die Bedingung (*): Ist a=a,V a,,, dann gilt p(a)=
=p(a,)Vpla,) ist notwendig und hinreichend dafiir, daff p(x) invertierbar ist.
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BewEls. Wir zeigen, daB p(x) surjektiv ist. Sei b€ V. Nach Hilfsatz 4 ist p(x)
bijektiv auf der Menge der Atome von V. Also gilt fiir b=0: b= V play)= p( V a;).

Setze d=\ a; und sei d=\ a; eine Darstellung von d, wobel 1n (a”tES} _|edes
JES j€s
in d enthaltene Atom vorkommt. Es gilt natiirlich S©S und weiter: p(d)=V p(a))
)

Je

nach Folgerung I V pla;)= V p@)Vv V pla). Sei nun k€S\S, dann gilt
ESNS

a=\ a;=d. Nach Hllfsatz 5 folgt daraus pla) = V p(a,) Also hat man p(d)=

ES
—p(fb) und p(x) ist surjektiv auf V. Alles andere folgt aus der Endlichkeit von V
und [5] S. 241.
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