Uber die Iteration relleer Funktionen I1I
Von BELA BARNA (Debrecen)

Wir beschéftigen uns in diesem Teil IIl mit Fragen, die sich auf die Existenz
von Fixpunkten héherer Ordnung') und auf die irreguliren Punkte beziehen. Es
wird eine hinreichende Bedingung dafiir gegeben, dal Zyklen von beliebiger Ordnung
und irreguldre Punkte von der Michtigkeit des Kontinuums existieren. Endlich wird
ein Fall betrachtet, bei dem gewisse Fixpunkte Hadufungspunkte von irreguliren
Iterationsfolgen?) sind.

Es sei f(x) eine, im Intervall i stetige Funktion, von welcher das Intervall i
auf sich selbst abgebildet wird, und es gebe kein Teilintervall in i, in dem f(x)=
=konst. ist.

Der iterierte Punkt erster Ordnung von x ist der Punkt (mit Abszissenwert)
x, =f(x). Die Punktfolge x, ., =f(x,) (n=0, 1, 2, ...) ist die lterationsfolge des Punktes
x,. Wir verstehen unter dem ersten iterierten Intervall t,=[c, d] des Intervalls
t=[a, b]<i das Intervall, welches von der Punkten x; der Punkte x¢€ 1 gebildet wird.
Es gilt e=inf f(x), d=sup f(x).

XET xXET
Ist das Intervall & das erste iterierte Intervall von 7, d. h. ist =1,, dann nennt
man t das erste invers-iterierte Intervall von §:9_,=1. Es ist einfach zu sehen,
daB wenn [a, b],=[c, d] und ¢ ein Teilintervall von [c, d] ist, so gibt es immer in
[a, b] wenigstens ein o _,-Intervall. Dies wollen wir in dem folgenden speziellen Fall
anwenden:

Gilt [a, b]l={[c’ d]

. o’ fla)=c, f(b)=d, und fiir x€(a, b)

[c, d]
[, c]
: o kleinsten : .. groften
punkt f(x) den einzigen grisBten Wert, im Endpunkt den einzigen Baalires
annimmt. Solche Intervalle — entsprechend den zwei Fillen — sind z. B.
[u_y,v-3] v_, = inf {x, f(x) = v}, x€|a, b},

[oopun] vy = sup{x, f(x) = o}, x€[a, b,

u_y = sup{x, f(x) = u}, x€la, v_,].

u_, = inf {x, f(x) = u}, x€[v_,, b].

c<f(x)<d,
d=f(x)=c,

ein solches o_,-Intervall in [a, b], in dessen Anfangs-

so gibt es
fiir jedes o=|[u, v]g{

Wert

G_y

1) Die Grundbegriffe der hier folgenden Untersuchungen findet man z. B. in [2].
%) Vel. [3], 111.
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Nimmt die Funktion f(x) ihren kleinsten und groBten Wert (die Extremalen) in
[a, ] nur in den Grenzpunkten des Intervalls an, so nennen wir dieses Intervall ein
E-Intervall (beziiglich der Funktion f(x)). Es gibt also zwei Typen von E-Intervallen
namlich die E/- und E \-Intervalle, jenachdem ob f(a)<f(b) bzw. f(a)=f(b) gilt.
Nach dem Vorangehenden konnen wir feststellen: Ist [a, b] ein E-, oder E’\-
Intervall, und o€[a, b],, so gibt es in [a, b] 6_,-Intervalle von Typ E/, bzw. E\.

Es sei (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) i=[0, 1], dann gilt fir x¢€i

inf f(x)=0, sup f(x)=1.

B. Barna
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In folgeden nehmen wir an:

F: Es gibt zwei geschlossene und voneinander fremde, vollstindig®) im Innern
von i liegende Teilintervalle von i, welche von f(x) auf i abgebildet werden. Es sei das
links-liegende Intervall von Typ E/, das andere E\.

Die beiden Teilintervalle sind also invers-iterierte Intervalle erster Ordnung
von i, mit gemeinsamen Symbolen: i_,-Intervalle. Wir unterscheiden diese Inter-
valle durch die Bezeichnung i, 1, bzw. i, 2, und wollen die ersten Invers-iterierte
eines Intervalls durch hinzugefiigte Ziffern 1, oder 2 bezeichnen jenachdem ob dieses
Intervall in 7, 1, bzw. in i, 2 liegt.

Man bildet aus den beiden i_,-Intervallen die folgenden 4 invers-iterierten
Intervalle zweiter Ordnung von i auf die oben geschilderte Weise:

ilcil iNcit
tBcl) ‘tacil

Die Intervalle mit den zweiten Ziffern 1 oder 2 sind E/-, bzw. E™\ -Intervalle.
Die invers-iterierten Intervalle zweiter Ordnung — mit gemeinsamen Bezeichnung
iy — liegen vollstindig in dem Inneren der Intervalle i_,, und sind voneinander
paarweise fremde Teilintervalle derselben. Es liegen ndmlich die Intervalle i_, mit
verschiedenen zweiten Ziffern in verschiedenen i_,-Intervallen, die getrennt liegen.
Hiitten die i_,-Intervalle mit gemeinsamen zweiten Ziffern gemeinsame Punkte, dann
wiren die ersten iterierten Punkte derselben gemeinsame Punkte der iterierten In-
tervalle i_,, was unmaoglich ist.

Setzen wir die Bildung der invers-iterierten Intervalle fort, so bekommen wir
8i4, 16iy, ..., 2"i_, invers-iterierte Intervalle. Die so konstruierten i_,-Intervalle wer-
den mit Symbolen

i_ﬂ.:f,klkz...k", kj= ],2 (j=l. 2, ...,”)

bezeichnet. Die ,,Ziffernfolgen** k,k,...k, sind aus 1 und 2 gebildete Variationen
mit Wiederholung, und jeder einzelnen der 2" Variationen entspricht ein — durch
das vorangehende gebildete — i_,-Intervall. Wir wollen die Gesamtheit der ent-
standenen (geschlossenen) Intervalle i_, (n=0, 1, 2, ...) das System I nennen. Einige
Eigenschafte dieses Systems:

A. Es ist jedes i_,-Intervall ein invers-iteriertes Intervall von i, d. h. es gilt
(i_p).=1i, doch ist i_.,, im allgemeinen kein invers-iteriertes Intervall von i_,.
Es sind in 7 die Invers-iterierten erster Ordnung von i_,=i, k,k,...k, die beiden
Intervalle

Lkikaov sl ol Lkke ks

dadurch folgt, daB /_,,,, dann und nur dann ein invers-iteriertes Intervall (r-ter
Ordnung) von i_, ist, wenn die Ziffern von i_, mit den ersten n Ziffern von i_,,,,
tibereinstimmen:

TP, UV g T AN T JEOVCE SCMERC 1Y ) SN 5 NNy e

3) D. h. die Grenzpunkte der Teilintervalle sind innere Punkte von i.
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B. Die Intervalle i, von gleicher Ordnung sind paarweise fremd (d. h. sie
haben keinen gemeinsamen inneren Punkt, oder Grenzpunkt).

C. Wir beschiftigen uns noch mit der gegenseitige Lage der Intervalle des
I-Systems:

Wir sahen, daB} i_,ci_, dann, und nur dann, wenn die zweite Ziffer von i_,
mit der Ziffer von i_, gleich ist.

Es gilt allgemeiner: i_g4,,Ci_, dann, und nur dann, wenn die letzten n Zif-
fern in i_ 4+, mit den Ziffern von i_, tibereinstimmen.

Die Behauptung kann durch vollstindige Induktion bewiesen werden. Es sei

i-‘(l'H'l) = i, k1k2 knknd-l!

'i—(n+2} =i hl,... ’nfu+1fn+2-

Im Fall

(l} I'—{u+2)C‘T-~(n+1)

miissen die letzten Ziffern gleich sein, weil beide Intervalle gleichzeitig in i, 1 oder
in i, 2 liegen. Also gilt

(2) ku+1 = lys1-

Weiterhin folgt aus (1):
(—m+)1 SU_@ehs
also
i, 11’2 e f,,.“CI', klk2 e k",

woraus, durch die Induktionsannahme,
h=k,ly=kys.... hs1=k,
folgt. Durch (2) erhalten wir
i—men) = b hkyks ... kykpyy

und dies fiihrt zum Ergebnis: Ein Intervall i_,,, liegt dann und nur dann im
Intervall i_,, wenn die letzten n Ziffern in i_,;,, mit den Ziffern von i_, iden-
tisch sind:

i_enCin=1, kiks ... k, < i_ner) = b hiy ... Lkiky ... ky.

Aus dem vorigen folgt, daBl die Intervalle i_, mit demselben Index paarweise
fremd sind, und daB zwei Intervalle aus / mit verschiedenen Indizes » und m ent-
weder fremd sind, oder das Intervall hoherer Ordnung liegt vollstindig im anderen.

Die Lage allgemein eines Intervalles i_, und der darinliegenden zwei i_¢,.,)-
Intervalle zeigt das Schema:

. F ‘Ir, by vy
i, ke b i, bk ke kg

Fig. 2
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Nun, wir betrachten eine unendliche Folge der ineinanderliegenden invers-
iterierten Intervalle, d. h. eine solche, fiir die

T TR

besteht. Nach dem vorangehenden — besonders nach der Eigenschaft C — kdnnen
diese Intervalle in der Form

i i Ry
(3) i_,z = f-, k2k1
AR S P Y

symbolisiert werden. Aus der Geschlossenheit der Intervalle folgt, daB sie einen
nichtleeren Durchschnitt haben, der ein geschlossenes Intervall, oder ein Punkt
ist. Wir nennen diesen Durchschnitt den Kern dieser einhiillende Intervallfolge i_,:

w= ) i,
n=1

und als Bezeichnung werden wir die aus den ersten Ziffern in (3) bestehende Folge
W= Lheiky oo Ry vn)

verwenden. (Das diesen Kern einhiillende einzige invers-iterierte Intervall i_, ist also
LamE Rkt s

d. h. das Intervall aus 7, dessen Ziffernfolge durch die ,,umgekehrte* Folge der ersten
n Ziffern von w gebildet wird.)

Aus der Definition des Kernes und aus der Lage der Intervalle des Systems,
durch B und C folgt, daB diese Ziffernfolge den Kern eindeutig bestimmt. Wenn w
und w’ (wenigstens) einen gemeinsamen Punkt enthalten, so sind sie identisch, und
sie haben dieselbe Zifferfolge?).

Die Punkte von i, (=1i), welche in irgendeinem Kern liegen, nennen wir Kern-
punkte. Die Punkte, welche in keinem Kern enthalten sind, nennen wir endlich
bedeckte Punkte. Ist einen solchen Punkt einhiillendes Intervall héchster Ordnung
ein i, so ist dieser Punkt ein &uBerer Punkt sdmtlicher Intervalle i_,,
n=v+1,v+2,.... Dann liegt dieser Punkt in einem, zwischen zwei Intervallen
(v+41)-ter Ordnung liegenden (offenen) Intervall. Daraus folgt, daB kein endlich-
bedeckter Punkt Hdufungspunkt von Kernpunkten ist.

Die ersten Iterierte (i_,), (n=1, 2, 3, ...) der einhiillenden Intervalle eines Kernes

W = {klkg PP kn ...}

sind auch ineinander liegende Intervalle des Systems / und der von diesen eingehiillte
Kern ist das erste Iterierte des Kernes w:

W, = [k2k3 cen kn ...}.

%) Kerne, mit verschiedenen Ziffernfolgen sind ,,verschieden®’, d. h. sie haben keinen gemein-
samen Punkt. — Zwei Ziffernfolge nennt man ,.gleich*’, wenn die entsprechenden Ziffern gleich
sind. Die nicht-gleiche Ziffernfolgen sind ,,verschieden’*.

7D,
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Dies ist offenbar der erste iterierte Punkt, oder Intervall des Punktes, bzw. des
Intervalls w.

So kénnen wir die Iterierte w,, des Kernes w — die gleichzeitig mit w einzelne
Punkte, oder Intervalle sind — in der Form

Wm = {km+1km+2 -"}
darstellen.
Die Kerne mit periodischer Ziffernfolgen spielen eine besondere Rolle.
Es sei p eine natiirliche Zahl. Eine p-gliedrige ,,Periode* nennen wir eine p-glied-
rige Ziffernfolge
P = klkg sea kp,

wenn diese nicht durch ein Nacheinander einer einzigen ,kiirzeren* Ziffernfolge
aufgeschrieben werden kann.?)

Z. B. ist 12 21 eine viergliedrige Periode, aber ist 12 12 keine Periode. Aus der
Definition folgt, daB jede endliche Ziffernfolge entweder eine Periode ist, oder
durch Wiederholung einer Periode entsteht. Jede Ziffer selbst, und jede primzahl-
gliedrige Ziffernfolge die verschiedene Ziffern enthilt, ist eine Periode.

Wir beweisen: Wenn P=kik,...k, (p=1) eine Periode ist, so ist die zyklische
Permutation Py=Kkyk;...k, k, auch eine Periode. — Dies ist einleuchtend, wenn p
eine Primzahl ist. Wenn p eine zusammengesetzte Zahl bedeutet, und P, keine
Periode ist, so kann sie in gewisse, d-gliedrige gleiche Ziffernfolgen in der Form

Py = koks ... kakasrlkarakass - Kaasa| o [Kp_dsa - kpky
aufgeteilt werden, wo die nacheinander folgenden Teilfolgen gleich sind, d. h. es gilt
ki =k;, wenn i=j (modd).

Daraus folgt also, daB P selbst in gleiche d-gliedrigen Teilfolgen aufgeteilt werden
kann, entgegen der Annahme, daB3 P eine Periode ist.

Durch Wiederholung dieses Verfahrens folgt: Ist P eine Periode, so sind die
zyklischen Permutationen P,=Kk, 1k, s...k,k, ...k, auch Perioden.

Wir kénnen noch mehr behaupten: Ist P eine Periode, so sind die zyklischen
Permutationen P, (r=1,2,...,p—1) von P verschiedene Perioden.

Bewess. Es sei d der groBte gemeinsame Teiler von p und r, p=Ad, r=pd, dann
ist A=y und A und u sind relative Primzahlen. Teilen wir die Periode P in d-gliedrige
Teilfolgen ein:

P= klk2"‘ kdikd+1 "‘kfd.!"‘ !k}‘!—di'l ‘..kp,
und es sei
Py = kﬂ:—l)d+1k|h—ljd+2 voe Knas h=12,...,A4

Schreiben wir — entsprechend dieser Aufteilung —

2= ?12?2 cen ?ﬂ_lgﬂyﬂ“‘l e ?,1-
Dann ist
P'. - -?u_'_]?’l,'_z aw -?;'."?1 - ‘?ﬂ

%) Mit anderem Wortgebrauch: ,,primitive Periode', s. [1], 73.
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auch eine Periode (wie wir vorher festgestellt haben), daher gibt es unter den %,
wenigstens zwei verschiedene. Wir zeigen: P P,. Schreibt man ndmlich P, in der
Form

Pr e g,u+l‘c'?p+2 el ?2;3?2#4-1 AL §y+).,

wo Z,=2, gilt, wenn g=s (mod /) ist. Aus der Gleichheit P=P, folgt
P, = ?y+l = 3'2;”1 P K v 9’(;_11,”1-

Da aber 4, u relativ prim sind, bestimmen die Indizes hier eine vollstindige Rest-
folge mod 4, und so gilt Z,=2, (s=2, 3, ..., A), was unmoglich ist.

Wenn die Ziffernfolge eines Kernes von einer Ziffer an durch Wiederholung
einer Periode entsteht, dann nennt man sie, und den Kern selbst periodisch. Gehért
k, zur Periode, so spricht man iiber einen ,,reinperiodischen Kern*, sonst heifit er
,,gemischtperiodisch*.

Hilfssatz 1. In jedem reinperiodischen Kern mit p-gliedriger Periode gibt es einen
Fixpunkt p-ter Ordnung.

Beweis. Ist der Kern
W= {klkg ans kp"'}’

daun ist w,=w, d. h. die Punktmenge w wird durch die Funktion f,(x) auf sich
selbst abgebildet. Daraus folgt, daB f,(x) in w wenigstens einen Fixpunkt erster
Ordnung hat, z. B. gilt f,(x)=x. Dieser Punkt x ist ein Fixpunkt p-ter Ordnung
von f(x). Dazu mufl man einsehen, daBl x=x, fiir n=1, 2, ..., p—1 gilt. Dies folgt
einfach daraus, daB3 x,€w,, und daB die Periode der iterierten Kerne wy, wy, ..., w,_;
zyklische Permutationen der Periode von w sind, also gilt w=w, (n=1, 2, ..., p—1).
So folgt x=x, fir n=1, 2, ..., p—1.

Satz 1. Gilt die Annahme F, so gibt es bei der Grundfunktion f(x) Zyklen von
beliebiger Ordnung.

Bewers. Es gibt ndmlich reinperiodische Kerne mit beliebigen Perioden. Jede
p-gliedrige Periode bestimmt mit ihren zyklischen Permutationen einen Zyklus von
Fixpunkten p-ter Ordnung.

Hilfssatz 2, Liegt im Kern w ein Fixpunkt (irgendwelcher Ordnung), so ist w
reinperiodisch.

Bewess. Es sei dieser Fixpunkt x von p-ter Ordnung. Wegen x€w gilt x,€w,,
also hat x=x, zur Folge, daB x gemeinsamer Punkt von w und w, ist, woraus w=w,
folgt. Deshalb besteht die Ziffernfolge von w aus Wiederholung einer p-gliedrigen
Ziffernfolge; sie ist eine Periode, oder besteht aus gleichen Perioden. Hieraus folgt
die Behauptung.

Bemerkung. Wenn die Ordnungszahl des Fixpunktes x eine Primzahl ist,
so ist w reinperiodisch mit p-gliedriger Periode. Ist x ein Fixpunkt erster Ordnung,
so ist der Kern von der Form {kkk...}, k=1 oder k=2.

Hilfssatz 3. Liegt im Kern w ein singuldrer Punkt, welcher kein Fixpunkt ist,
so ist w gemischtperiodisch.

?‘



276 B. Barna

Beweis. Es sei x ein invers-interierter Punkt m-ter Ordnung des Fixpunktes
x,d.h. x=x_,, und xéw={k;k,...}. Dann ist x,=x€W,,={kp+1Km+2-..}, und ist
w,, nach dem vorigen Hilfssatz reinperiodisch. Dadurch folgt, daBl w selbst gemischt-
periodisch ist.

Hilfssatz 4. Liegt im Kern w ein reguldrer Punkt, so ist w periodisch.

BewEss. Ist dieser reguldrer Punkt x, und gehdrt er zu einem Zyklus p-ter
Ordnung, so besteht die Iterationsfolge (x,) (von einem geniigend groBen n an)
aus p Teilfolgen von der Form (x,,.;,)= ((x)p) und jede dieser Teilfolgen strebt
zu einem der Fixpunkte des Zyklus. Es sei

4) i, =%

ein Punkt des Zyklus. Da die Punkte x, Kernpunkte sind, ist jeder Haufungspunkt
der Folge (x,) auch Kernpunkt, da — wie wir oben festgestellt haben — endlich-
bedeckte Punkte nicht Hiufungspunkte von Kernpunkten sein kénnen. Nach Hilfs-
satz 2 ist der Kern w in welchem x liegt, reinperiodisch:

zew={Th .y},

wo g ein Teiler von p ist. Deshalb liegt x in dem einhiillenden Intervall g-ter Ordnung
des Kernes: :

Xk Ll v ... Bl
Nach (4) gibt es m,, wofiir

(5) Xmp€iy lply_y ... Iy, wenn m = m,.
Ist andererseits der den Punkt x enthaltenden Kern
W= {klkz ...},

so besteht
,..péﬂmp {kmp+lkmp+2 }

und deshalb liegt x,,, in jedem einhiillenden Intervall dieses Kernes, also auch im
invers-iterierten Intervall g-ter Ordnung

(6) xmpEil kmp+qkmp+q—l . kmp+l‘

(5) und (6) bedeuten, daB x,,, fiir m=m, gemeinsamer Punkt der betreffenden Inter-
valle ist. Diese sind also 7_,-Intervalle des Systems / mit einem gemeinsamen Punkt,
d. h. sie sind identisch. So folgt

kmp+1 - !1
kmp+2 = "'2
kmpﬂ = "q

wenn nur m=>m,. Also gilt

X y ; W={klkz...kmpflrg...jq...}
d. h. w ist periodisch.

Hilfssatz 5. Die Punkte eines aperiodischen Kerns sind irreguldr.



Uber die Iteration reeller Funktionen II1 277

Bewels. Nach den Hilfssdatzen 2, 3 und 4 sind die Kerne in welchem singulére,
oder reguldre Punkte liegen, periodisch. So liegen in aperiodischen Kernen nur
irregulidre Punkte.

Satz 2. Gilt die Annahme F so ist bei der Grundfunktion f die Menge der irregu-
ldren Punkte von der Mdchtigkeit des Kontinuums.

Bewels. Die Behauptung folgt aus dem vorigen Hilfssatz angesichts der Tat-
sache, daB die Menge der aperiodischen Kerne, bzw. die der aperiodischen Zif-
fernfolgen das Kontinuum zur Michtigkeit hat, und daB zu jeder Ziffernfolge ein
(wenigstens einen Punkt enthaltender) Kern gehort.

Wir beschiftigen uns noch mit einem besonderen Typ von aperiodischen Kernen.
Es sei P eine p-gliedrige Periode (p=1) und
(7) PP P o> 1)
e
eine durch die Wiederholung derselben entstehende Ziffernfolge. Es sei nun w ein

aperiodischer Kern in dessen Ziffernfolge unendlich oft die Periodenfolgen von Typ
(7) vorkommen. Dieser Kern hat also die Form

(8) w={kks...PP..P...PP..P..}, Voo,

L
& 2y

Es gibt zwei Fille:
A. Die Folge o, (v=1,2...) ist nicht beschrdnkt. Steht die Ziffernfolge (7)

unmittelbar der m, -ten Ziffer in (8), so ist

W, = (PP i P .o}

oy
Das einhiillende Intervall der Ordnung p- ¢, dieses Kernes ist das invers-iteriertes
Intervall
9) i_p.o =i PP..P,
¢y

wo P die Periode®) bedeutet, welche die Ziffern der Periode P in umgekehrter Reihen-

folge enthalt.
Ist also der irreguldre Punkt x€w, so gilt

X €l g
Andererseits sind die Intervalle (9) einhiillende Intervalle des Kernes
w={PP..P..}

Da dieser reinperiodisch ist, hat w wenigstens einen Fixpunkt p-ter Ordnung. Besteht
w nur aus diesem Punkt, so streben mit unendlich wachsendem v die Langen der
Intervalle (9) nach Null, und so gilt

lim x,, = x.

V== oo

Es folgt also der

%) Es ist ndmlich mit P auch P eine Periode.
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Satz 3. Gilt die Annahme %, und ist ein Fixpunkt p-ter Ordnung der einziger
Punkt des Kernes w={PP...P...}, so kann man (unendlich viele) irreguliire Punkte
angeben, deren Iterationsfolge (x,) den Fixpunkt zum Hdufungspunkt hat.

Im Fall
B. Die Folge ¢, (v=1,2,...) ist beschrdinkt. Gilt in (8) diese Beschrinktheit,
d. h. existiert unter den Wiederholungszahlen g, der Periode P eine gréBte Zahl
Ry, so gibt es fiir xew im periodischen Kern

W={PP..P.)

keinen Haufungspunkt der Folge (x,).
Die Intervalle
(10) gl PP..P
q

sind namlich Umgebungen eines jeden Punktes in w. Andererseits nach (8)
¥y m A aikasi s PP oo B e PP Pk

[Sp——
Cu Cu+1

und die einhiillenden Intervalle dieses Kernes sind

(11) Ea e G PRl o PP B il s
LTS Cu

Die Intervalle (10) und (11) sind aber getrennt liegende Intervalle, da die letzten
pq Ziffern von (11) kénnen nicht mit den Ziffern von (10) ibereinstimmen, wenn nur
gp=Rp ist. Mit den Intervallen (11) liegen also auch die Punkte x,€i_, auller den
Umgebungen (10) des Kernes w.

Es folgt also der

Satz 4. Gilt die Annahme F, und liegt ein irreguldrer Punkt x in einem Kern,
wobei die Folge der Wiederholungszahlen eines jeden Periode fiir sich beschrinkt ist,
so sind die Haufungspunkte der Iterationsfolge (x,) irregulire Punkte.
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