Die wissenschaftliche Titigkeit von Andor Kertész

Von L. REDEI O. STEINFELD und R. WIEGANDT (Budapest)

Ein Nekrolog von Professor ANDOR KERTESZ ist im Band 21 dieser Zeitschrift
erschienen. Im folgenden wollen wir seine mathematischen Verdienste wiirdigen.*)

Die wissenschaftliche Titigkeit von Andor Kertész diirfen wir vielleicht am
trefflichsten in der Bestrebung nach dem Auffinden von algebraischen Struktursitzen
groBer Allgemeinheit bezeichnen. Nur verhiltnismidBig wenige, jedoch bedeutende
Forschungen von ihm sind anderen Fragen gewidmet. Seine friihesten Untersuchun-
gen betreffen die Theorie der abelschen Gruppen; spiiter fiihrte er Untersuchungen
in der Modultheorie, und im letzten Jahrzehnt seines Lebens arbeitete er hauptsich-
lich in der Ringtheorie. Ferner hat er auch in der Mengen- und Verbandstheorie
mit Erfolg geforscht; seine Ergebnisse dieser Art sind eng mit seinen strukturtheo-
retischen Untersuchungen verbunden. Einige seiner Forschungen betreffen die Theorie
der topologischen Algebra, die der Gruppoide, die Geometrie und die Geschichte der
Mathematik. Im folgenden schildern wir seine bedeutendsten Forschungresultate.

1. Um Zerlegungssitze fiir abelsche Gruppen zu gewinnen, hat Kertész den
Begrifl der Hauptsysteme eingefiihrt [3]. Eine Teilmenge S einer abelschen Gruppe
G wird unabhiingig genannt, wenn fiir endliche Teilmengen {a,, ..., a,} von S aus

2 ria;=0 stets ra,=...=r,a,=0 (ry, ..., r, ganze Zahlen) folgt. Eine maximale
i=l

unabhingige Menge P nennt Kertész ein Hauptsystem der Gruppe G, wenn man
kein Element von P gegen ein Element gréBerer Hohe von G ohne Verletzung
der Unabhingigkeit austauschen kann. Ein Element a einer abelschen p-Gruppe G
ist von duBerer unendlicher Héhe, wenn @ von unendlicher Héhe ist, und es eine
natiirliche Zahl r derart gibt, daB die Gleichung p’ x=a nur Ldsungen von unend-
licher HGhe besitzt. Nun hat Kertész folgendes Kriterium bewiesen [5]: eine abelsche
p-Gruppe G 1dBt sich dann und nur dann in eine direkte Summe zyklischer und quasi-
zyklischer Gruppen zerlegen, wenn G kein Element von duBerer unendlicher Hohe
besitzt, und wenn es ein Hauptsystem in G gibt. Aus diesem Satz lassen sich die
Priiferschen und Kulikovschen Zerlegungssiitze als Spezialfille ableiten. Ein
geeignete Verallgemeinerung dieses Satzes enthilt auch das von DIEUDONNE stam-
mende Kriterium fiir direkte Zerlegungen abelscher Gruppen als Spezialfall [6].

*) Hieriiber hat R. WIEGANDT an einer wissenschaftlichen Sitzung in Budapest am 15 Dezem-
ber 1975 einen Vortrag gehalten.
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In [20] hat er mit T. SzeLeE den Kulikovschen Zerlegungssatz fiir Moduln iber p-
adischen ganzen Zahlen verallgemeinert.

In einer Reihe von Arbeiten [2], 7], [8], [10], [16] hat er mit L. FucHs und T.
SzeLE diejenigen abelschen Gruppen gekennzeichnet, deren gewisse Untergruppen
gewissen Bedingungen geniigen. Schon seine erste Arbeit [1] war einer solchen Frage
gewidmet; er hat nidmlich in [1] diejenigen Gruppen bestimmt, deren sémtliche Unter-
gruppen direkte Summanden sind. Diese Gruppen sind immer abelsch und sind
genau die direkten Summen von elementaren p-Gruppen. Der Zweck dieser und
weiterer Untersuchungen war es das Strukturproblem fiir verschiedene Klassen
abelscher Gruppen zu 16sen, und das gelang unter den in den Titeln der Arbeiten
[2], [7], [10], [16] und [23] genannten Bedingungen. Eine Dualitédt fiir Gruppen wurde
in [8] folgenderweise definiert: fiir Gruppen G und H seien S(G) und F(H) die
Menge der Untergruppen von G bzw. die der homomorphen Bilder von H (iso-
morphe Gruppen sind als nicht verschiedene betrachtet). G heillit F—S dual zu
H, falls F(G)=S(H) gilt, ferner heiBBt G selbstdual, wenn F(G)=S=(G) gilt. In der
Arbeit [8] wurde die Struktur der abzihlbaren selbstdualen bzw. F— S dualen Grup-
pen gegeben. Duale Eigenschaften der teilbaren und freien abelschen Gruppen
wurden in [11] untersucht.

Zwar hat sich Kertész in den spiteren Jahren hauptsichlich mit anderen Gebieten
der Algebra beschiftigt, jedoch interessierte er sich auch dann noch fiir abelsche
Gruppen. Eine seiner letzten Verdffentlichungen ist die mit L. KovAcs und B. H.
NEUMANN geschriebene Arbeit [65] iiber Servanzuntergruppen abelscher Gruppen.

2. In der zweiten Periode seiner wissenschaftlichen Titigkeit hat Kertész
modultheoretische Forschungen gefiihrt. Als er seine modultheoretischen Arbeiten
schrieb, waren die homologischen Methoden noch nicht so weit entwickelt und
angewandt wie heute. Kertész hat sine Ergebnisse mit klassischen abstrakt algeb-
raischen Methoden erreicht. Er ist von der Theorie der abelschen Gruppen zur
Modultheorie gekommen, und hat Moduln als Verallgemeinerungen der abelschen
Gruppen aufgefaBBt. Diese Verallgemeinerung ist aber keinesfalls formal; modul-
theoretische Untersuchungen hidngen mit der Ringtheorie immer zusammen, und
dienen auch zur Beschreibung der Struktur des Ringes der Operatoren.

In den meisten modultheoretischen Untersuchungen wird vorausgesetzt, daB
der Operatorenbereich ein Ring mit Einselement ist. In den Arbeiten [30] und [39] hat
Kertész gezeigt, daB diese Voraussetzung (auch fiir Multimoduln) aufhebbar ist, in-
dem man den Operatorenbereich passend zu einem solchen mit Einselement erweitert
so, dafl dann jeder Modul in eine direkte Summe eines trivialen und eines unitiren
Untermoduls tibergeht.

In den Arbeiten [19], [22] und [25] hat er diejenigen Moduln gekennzeichnet, die
als eine direkte Summe von endlich vielen einfachen Moduln darstellbar sind.
Diese Moduln nennt er vollstinding reduzibel. Eine Teilmenge S von Elementen
eines R-Moduls G wird unabhiingig genannt, falls fiir jede endliche Teilmenge

k
{g;, ..., &} von S aus dem Bestehen einer Relation von der Form > (r;g;+m;g) =0
i=1

(ryy ..., rx€R, ny, ..., n, ganze Zahlen) stets rg,+mg,=...=r.g+mg. =0 folgt.
Ein Untermodul H von G heifit Servanzuntermodul in G, wenn aus der Lisbarkeit
eines Gleichungssystems r,x+n,x=h, (r,€R, h,€ H, n, ganze Zahlen) in G stets
auch die Ldsbarkeit in A folgt. Nun sind die folgenden Bedingungen édquivalent:
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a) G ist vollstindig reduzibel;

b) es existiert in G eine Menge von maximalen Untermoduln, deren Durchschnitt
0 ist;

c¢) das annullierende Linksideal jedes Elementes (#0) in G ist der Durchschnitt
endlich vieler maximaler Linksideale von R;

d) jeder Untermodul von G ist ein Servanzuntermodul in G;

e) jede maximale unabhiingige Menge von Elementen in G ist eine Basis fiir G.

Kertész hat sehr bedeutende Ergebnisse in der allgemeinen Theorie linearer
Gleichungssysteme erreicht ([15], [17], [26], [27]). Seine Resultate sind wesentliche
Verallgemeinerungen der klassichen Theorie der Gleichungssysteme {iber Schief-
korpern. Er hat kompatible Gleichungssysteme {iiber einem beliebigen R-Modul
G Lkoordinatenfrei definiert: ein kompatibles Gleichungssystem [M, ¢] (mit m
Unbekannten) tiber G ist eine homomorphe Abbildung ¢ eines Untermoduls M
des freien R-Moduls R(m) in G. Ein R-Modul A4 heiBt algebraisch abgeschlossen,
falls jedes kompatible Gleichungssystem mit einer Unbekannten tiber 4 in 4 l6sbar
ist. In einem algebraisch abgeschlossenen R-Modul A4 ist jedes kompatible Gleichungs-
system beliebig vieler Unbekannter losbar, ferner ist ein Untermodul H von G
dann und nur dann ein direkter Summand von G, falls H ein Servanzuntermodul
von G ist. Dementsprechend ist ein Ring R dann und nur dann ein halbeinfacher
artinscher Ring, falls fiir jeden R-Modul eine direkte Zerlegung G=G,+ H gilt,
wo G, der triviale Untermodul von G und / ein algebraisch abgeschlossener R-
Modul ist. Die letzte Behauptung bedeutet im Fall G=R folgendes: ein Ring R
ist dann und nur dann ein halbeinfacher artinscher Ring, wenn jedes kompatible
Gleichungssystem tiber R eine Losung in R hat. Dies bedeutet, daB die halbeinfachen
artinschen Ringe gerade diejenigen Ringe sind, in denen sich die klassische Theorie
der linearen Gleichungssysteme ausbauen ldfit. In [38] hat er die injektiven Moduln
durch kompatible Gleichungssysteme gekennzeichnet.

In seiner Arbeit [42] hat Kertész eine allgemeinen Rangbegriff fiir unitire R-
Moduln folgenderweise eingefiihrt. Fiir ein Element g eines R-Moduls G bezeichne
0(G) das Linksideal aller Elemente r€ R mit rg=0. O(G) heilit die Ordnung von g.
Ein Modul G#0 ist von Rang 1, falls jede Teilmenge von mindestens zwei Elementen
von G abhiingig ist. Nun nennt Kertész g ein Hauptelement von G, wenn Rg von
Rang 1 ist und die von 0 verschiedenen Elemente des Untermoduls Rg von gleicher
Ordnung sind. Ist S eine maximale unabhiingige Teilmenge von Hauptelementen
von G und das Linksideal P(€ R) die gemeinsame Ordnung einiger Hauptelemente
von G, so ist die Anzahl der Elemente von der Ordnung P in G von der Wahl von
S unabhiingig. Diese invariante Michtigkeit ist der P-Rang des Moduls G. Er
bewies auch, daB fiir einen beliebigen Modul H der 0-Rang eines Obermoduls G
von H die Summe der 0-Rénge von H und G/H ist.

3. Es war naheliegend, daB Kertész seine Untersuchungen spiter in der
Ringtheorie fortgesetzt hat. Er hat in [14], [25], [28] und [60] weitere Charakterisie-
rungen der halbeinfachen artinschen Ringe gegeben. Ein Ring R ist dann und nur
dann halbeinfach und artinsch, wenn er ein Rechtseinselement besitzt und eine
der folgenden Bedingungen erfiillt:

a) es gibt endlich viele maximale Linksideale von R deren Durchschnitt gleich
0 ist;

b) der Linksannullator eines beliebigen Elementes =0 von R ist der Durchschnitt
von endlich vielen maximalen Linksidealen von R;

1#*
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c¢) jedes Linksideal von R ist ein Servanzuntermodul von R:

d) jedes maximale unabhingige Elementensystem von R* ist eine Basis fiir R*
tiber R.

Zwei weitere Charakterisierungen, wobei man die Existenz eines Rechtseinsele-
mentes nicht zu fordern braucht, sind die folgenden:

e) es gibt endlich viele modulare maximale Linksideale in R dcren Durchschnitt
gleich 0 ist;

f) es gibt endlich viele quasimodulare maximale Linksideale in R, deren Durch-

schnitt gleich 0 ist.
(Ein Linksideal L wird bekanntlich modular genannt, wenn es in dem Ring ein
Rechtseinselement modulo L gibt, ferner heiBt ein Linksideal L eines Ringes R
quasimodular, wenn es fiir jedes x¢ L ein y€ R gibt, so daB xy¢ L gilt.) In [35] hat er
mit O. STEINFELD einen direkten Beweis der Links—Rechts-Symmetrie der halbein-
fachen artinschen Ringe gegeben. In [43] wurde ein neuer Beweis der Spaltbarkeit
der artinschen Ringe gegeben, und in [45] hat er den Litoffschen Satz von dem
Dichtesatz von JACOBSON abgeleitet.

Kertész hat einen Radikalbegriff fiir Moduln in [29] und [59] eingefiihrt, welcher
ein modultheoretisches Analogon des Jacobsonschen Radikals eines Ringes ist.
Die Gesamtheit derjenigen Elemente x€G, fiir welche Rx in jedem maximalen
Untermodul von G enthalten ist, wurde das Radikal R(G) des Moduls G genannt.
Bezeichne @ (G) die Menge aller derjenigen Elemente x von G, fiir welche mit beliebi-
gem r€ R das Element rx aus jedem Erzeugendensystem von G gestrichen werden kann.
Ist G kein Radikalmodul (d. h. G # R(G)), dann gilt R(G) = ®(G). Im Fall G=R stellt
aber R(G) im allgemeinen nicht das Jacobsonsche Radikal des Ringes dar. Doch
stimmt das Jacobsonsche Radikal des Ringes R immer mit ®(R) tiberein [40], und
das Jacobsonsche Radikal eines Ringes ist genau der Durchschnitt aller maximalen
quasimodularer Linksideale [45].

In drei Arbeiten hat er den Zusammenhang zwischen artinschen und noether-
schen Ringe untersucht. Ein artinscher (noetherscher) Ring R besitzt dann und nur
dann ein Rechtseinselement, wenn fiir jedes r€ R die Gleichung rx=r in R l8sbar ist
[47]. In [53] und mit DiNH VAN HUYNH in [63] hat er zwei notwendige und hinreichen-
de Bedingungen dafiir bewiesen, dal} ein noetherscher Ring artinsch sei; das Ergeb-
nil im [53] is eine Verallgemeinerung eines bekannten Satzes von AKIZUKI.

In der mit A. WIDIGER geschriebenen Arbeit [49] sind sidmtliche artinsche
Ringe mit artinschem Radikal durch Invarianten bezhrieben. In der Literatur
ist diese Arbeit die erste, in welcher Struktursitze gleichzeitig fur radikalfreie,
bzw. Radikalringe und ebenso fiir Ringe die weder radikalfrei, noch Radikalringe
sind, gewonnen wurden. Jeder artinsche Ring mit artinschem Radikal ist die direkte
Summe endlich vieler voller Martizenringe tiber unendlichen Schiefkérpern und
endlich vieler zu verschiedenen Primzahlen gehoriger p;-Ringe A(p;), wobei jeder
Ring A(p;) der Minimalbedingung beziiglich der additiven Untergruppen genigt,
und sich durch einen endlichen p;-Ring und eine natiirliche Zahl kennzeichnen.
laBt. Mit O. Steinfeld [62] hat er die Struktur der Z-Ringe untersucht. Ein Ring
R heiBit ein Z-Ring, falls jedes Element a€ R mit a*=0 mit jedem Idempotent von
R vertauschbar ist. Ein regulirer Ring R (#0) kann dann und nur dann als eine
subdirekte Summe von Schiefkorpern dargestellt werden, wenn R ein Z-Ring ist.
Ferner kann jeder regulire Z-Ring als Ideal in einen reguliren Z-Ring mit Einsele-
ment eingebettet werden.



Die wissenschaftliche Tatigkeit von Andor Kertész 5

Sein sehr sorgfiltig geschriebenes Buch ,,Vorlesungen iber artinsche Ringe*
war die erste deutschsprachige Monographie iiber artinsche Ringe. Eine englische
Ausgabe des Buches mit wesentlichen Anderungen und Ergiinzungen wird demniichst
erscheinen.

4. Die erwidhnten Unabhingigkeitsbegriffe fiir abelsche Gruppen und Moduln
fiihrten Kertész zu der Einfiihrung und Untersuchung eines abstrakten Unabhin-
gigkeitsbegriffes [36). Es sei S eine beliebige Menge und D[x, 4] sei eine Relation
zwischen Elementen x und Untermengen A der Menge S. Besteht fiir ein x€S
und eine Untermenge A von S die Relation D[x, A] nicht, so wird dieser Sachverhalt
durch Dl[x, A] ausgedriickt. Geniige S und die Relation D[x, A] den folgenden
Bedingungen:

I. ist AS S und x€ A4, so gilt D[x, A]:
IL gilt fir x€S und ASS D[x, A] mit D[x, AN\a] (acA), so gilt
Dla, (AN a)Ux];

II1. gilt fiir x€ S und 4, BE S D[x, A] und gilt D[a, B] fiir jedes Element ac A4,
so gilt auch D[x, B];

IV. gilt D[x, A] (x€S, ASS), so gibt es eine endliche Teilmenge A’ von A4
so, daB D[x, A’] gilt.

Die Mengen A, BES heissen D-dquivalent, wenn die Relationen Dla, B]
und D[b, A] fir alle ac A und bé B bestehen. Eine Untermenge AS S heilit D-
unabhingig, wenn fiir jedes ac A D[a, A\ a] besteht. Kertész hat bewiesen, dal
D-dquivalente D-unabhiingige Untermengen von S gleichmichtig sind. Als Anwen-
dungen dieses Satzes ergeben sich z. B. die bekannten Resultate, dall je zwei Basen
eines Vektorraumes, bzw. je zwei algebraisch dquivalente und unabhingige Unter-
mengen eines Schiefkdrpers, bzw. die Anzahl der Komponenten von je zweier
diskreten direkten Zerlegungen einer Q-Gruppe in einfache Q2-Gruppen gleichmiich-
tig sind.

In der Arbeit [33] hat er einen einfachen Beweis fiir die Gleichmichtigkeit
der algebraisch dquivalenten unabhingigen Untermengen einer Kdorpererweiterung
gegeben, wobei er statt des Zornschen Lemmas oder des Wohlordnungssatzes nur
die Gleichung my,=m (m eine unendliche Michtigkeit) benutzt hat. In der mit
A. HAINAL geschriebenen Arbeit [55] wurde gezeigt, daB in der ZF-Mengenlehre
das Auswahlaxiom und die Bedingung ,auf jeder nichtleeren Menge kann ein
Gruppoid mit beiderseitiger Kiirzungsregel aufgebaut werden* #dquivalent sind.

Alle diese Betrachtungen mit vielen anderen Anwendungen des Auswahlaxioms
(oder seiner Aquivalente) bilden den Stoff seines Buches ,,Einfiihrung in die trans-
finite Algebra®.

Die Untersuchung der abstrakten Unabhiingigkeit und die Absicht, allgemeine
Struktursitze zu gewinnen, flihrten Kertész zu verbandstheoretischen Forschungen.
In [46] und [48] hat er die relativ atomaren, kompakt erzeugten, modularen Verbiinde
gekennzeichnet, insbesondere auch diejenigen, in denen das groBte Element eine
direkte Summe von Atomen ist. Untersuchungen mit dhnlicher Motivierung, aber
in einer umfangreicheren Verbandsklasse wurden mit M. STerN in [58] und [61]
durchgefiihrt. In dieser Arbeiten haben sie statt Modularitit die allgemeineren
Bedingungen

a<=b=alUp=>b=aUp
und
mla=b<a=b=alm
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(a, b beliebige Elemente, p Atom, m duales Atom) gefordert. Zwar sind diese Unter-
suchungen rein verbandstheoretisch und beantworten wichtige Fragen der Ver-
bandstheorie, jedoch ist das Ziel, anwendbare allgemeine Struktursétze zu gewinnen,
erkannbar.

Kertész hat auch erfolgreiche Forschungen in der Theorie der Gruppoide
(Untersuchungen mit A. SADE {iber Nuclei in Gruppoiden [34]), in der topologischen
Algebra (Einfiihrung nicht-diskreter Topologie in abelschen Gruppen mit T. SZELE
[12]), und in der Geometrie (elementarer Beweis der Existenz der normalen Trans-
versalen mit T. Szele [4]) durchgefiihrt. Jahrelang hat er auch in der Geschichte
der Mathematik geforscht ([50], [51], [57]); einem Auftrag der Deutschen Akademie
der Naturforscher Leopoldina folgend wollte er eine Monographie iiber Cantors
Lebenswerk schreiben, hat ein unvollendetes Manuskript dariiber hinterlassen.
In der Arbeit [21] wiirdigte er die wissenschaftliche Titigkeit seines von ihm hoch-
verehrten und geliebten Lehrers Tibor Szele; auch schrieb er im Jahr 1969 anliBlich
des 50. Geburtstages des letzteren eine Gedenkschrift [52], die bisher nicht veréffent-
licht wurde.
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