Uber spezielle Type von Hyperflichen in
verallgemeinerten Finslerriumen

Von A. MOOR (Sopron)

Zum Andenken meines Freundes A. Kertész gewidmet

§ 1. Einleitung

In diesem Aufsatz wollen wir solche Hyperfliche gewisser n-dimensionalen
metrischen Linienelementrdume £, untersuchen, deren Torsionstensor A,,, entweder
Null ist, oder eine rekurrente kovariante Ableitung hat. Die rekurrente kovariante
Ableitung soll teils in der gewohnlichen (vgl. unsere Formel (5.1)), teils in dem erwei-
terten, durch die Gleichung (5.2) gekennzeichneten Sinne verstanden werden. Bei
diesem Typ ist also charakteristisch, daB nach der kovarianten Ableitung des Tor-
sionstensors der Torsionstensor selbst reproduziert wird.

Unser zu Grunde gelegte Linienelementraum £, soll eine Finslersche Metrik
mit einer metrischen Ubertragungstheorie haben, doch sollen die Ubertragungs-
parameter von denen der Cartanschen Theorie (vgl. [2])?) verschieden sein. Eine
derartige Ubertragungstheorie, die wir im folgenden beniitzen werden, haben wir
in den Arbeiten [3] und [4] entwickelt; der metrische Grundtensor war dabei noch
allgemeiner, als in der Finslerschen Metrik.

Im folgenden werden wir die in diesem Aufsatz verwandte Ubertragungstheorie
kurz zusammenfassen, dann die induzierte Ubertragungstheorie einer Hyperfliche
9, -1 bestimmen, und endlich spezielle Type beziiglich der Torsion untersuchen.
Unsere wichtigste Resultate sind in den Sdtzen 4—6 angegeben.

§ 2. GrundgriBen des Basisraumes

Zu Grunde gelegt sei ein Linienelementraum £, in dem die Metrik durch eine
Finslersche Metrik festgelegt ist. Der metrische Grundtensor g;;(x, X) der in den
x! homogen von nullter Dimension sein soll, ist somit von einer Grundfunktion
F(x, x) abgeleitet, und hat die Form:

2.1 gy (%, %) = 105 F.

1) Vgl. die Literatur am Ende unseres Aufsatzes.
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Die Grundfunktion F(x, X) ist in den %' positiv homogen von erster Dimension;
auBerdem soll sie den gewohnlichen Bedingungen geniigen (vgl. [7], Kap. L. § 1.).

Das invariante Differential, welches die Ubertragung im £,-Raum bestimmt,
soll das in dem in unserem Aufsatz [4] entwickelte invariante Differential sein. Fiir
einen kontravarianten Vektor &(x, x) hat dieses invariante Differential die Form:

(2.2) D¢ = d¢'+ My (x, X)§' DI* + Lj'y (x, X)¢& dx*,

wo [* den Einheitsvektor /*=x*F~1! bedeutet, und die Ubertragungsparameter
sind durch die Formeln (vgl. [4] Formel (2.7a) und § 3, bzw. [3] Formel (2.24)):
(2.3) My (x, X) = (4] + ') I

def

(2.4 L?& (x, X) = r}.ik = AjirJlrao’k +0}'

bestimmt. u;/, und o, bedeuten Tensoren, die in den X' homogen von nullter Dimen-
sion sind, ferner p;;, und ¢, sind in den Indexen j, i schiefsymmetrisch: auBerdem
soll fiir p;; die Identitit:

(2.5) Hjio = Hjuld* =0
gelten. ?) A4/, ist der Cartansche Torsionstensor:

e F &
(2.6) Ajix = 5321.&*}"F~

und I'j%, bedeutet der Cartansche Ubertragungsparameter, da nach der gestellten
Annahme der Tensor g;; die Form (2.1) hat.
Die TensorenJ "} und J in (2.3) und (2.4) sind gewisse inverse Tensoren, undzwar:

(2.7) (04 w,')J 't = o
(vel. [4), (2.5) und (3.9)), ferner
F+A )R =0,

(vgl. [3], Formel (2.15)). Da der Tensor A, der Cartansche Torsionstensor ist,

ist jetzt offenbar
Ar =0 F=§.

Mit Hilfe der kovarianten Ableitungen kann das invariante Diflerential in der
Form
(2.8) D¢' = Vi &ldx* 4V, & DI*

ausgedriickt werden, wo

(2.9) Vell & Pl — & L+ L2 &,
(2.10) V& & Gl I+ MELE = T(E N+ (A4S + 1) &)

?) Kontraktionen mit dem Einheitsvektor /* bezeichnen wir — wie gewdhnlich — durch den
Index .,0".
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die fundamentalen kovarianten Ableitungen sind, ferner der Operator ..|[;" die
Operation:
def
Il; = F(x, x) 9xs

bedeutet. Offenbar verdndert diese Operation den Homogenititsgrad der GroBen
in den %' nicht. "

Die durch die Formeln (2.8)—(2.10) definierte Ubertragung ist metrisch, d. h.
es gilt (vgl. [4] § 3. insb. (3.6) und (3.7)):

(2.11a) Vigij = 0,

§ 3. Grundrelationen der Theorie der Hyperflichen

Wir werden im folgenden als eine Hyperfliche $,_, diejenige Mannigfaltigkeit
der Linienelemente (x’, x) bezeichnen, die durch die Gleichungen

x = 26
(3.1 e oxt e (x=1,2..,(n—1))
X
ou*

bestimmt sind, wo die («*, t*) die die Linienelemente von $,_; bestimmenden Pa-
rameter bedeuten. Die griechischen Indizes durchlaufen jetzt und im folgenden
immer die Zahlen 1, 2, ..., (n—1), wihrend die lateinischen Indizes die Zahlen 1,
, n bedeuten.
Dre (n—1) Tangentenvektoren von §,_, sind die

Biw) =+~ (x=1,2,...,(n—1));

wir wollen betonen, daB diese Vektoren nach den Formeln (3.1) nur von den Punkt-
koordinaten »* von $,_, abhiingig sind, von den Richtungskoordinaten ii* sind
sie aber unabhiingig. Der Normalenvektor N' ist durch die Gleichungen

(3.22) 2y (x, H)BLNY = 0,
(32b) gu(x, f)N'NJ =1

bestimmt, wobei (x, X) durch (3.1) festgelegt ist. Durch (3.2a) und (3.26) ist zu
jedem Linienelement der Hyperfliche eindeutig ein Normalenvektor ANi(x, %)
zugeordnet (vgl. [6], (4.1) und die nachfolgenden Zeilen).

Der metrische Grundtensor von §,_, ist der Tensor

3.3 Zap (1, 1) g (2 (), B () it?) B (1) Bj (1),

wo wir durch die griechischen Indizes die Angehd&rigkeit zur Hyperfliche zum Aus-
druck bringen. Bekanntlich ist g,; auch in der Form (vgl. [7], V. (2.5a)):

(3.9 Gap (1) = 3 Do F* (x (), B, 1i")
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angebbar; aus (3.3) und (3.4) folgt, daBl die induzierte und innere Metrik von 9, _,
tibereinstimmen.
Die kovarianten Komponenten der Tangentenvektoren sind durch die Formeln

(3.5) B & g (u, i) g; B
angegeben, wo g?# den inversen Tensor von g,; bedeuten; es gilt somit
(3.6) g8 = 8%

Wir wollen darauf hinweisen, daB die B} schon vom Linienelement (u, i) abhiingig
sind. Fiir die folgenden soll immer angenommen werden, daB der Rang der Matrix
(B!) gleich (n—1) ist, d. h. die Vektoren B; sind linear unabhiingig.

Fiir die Tangentenvektoren gelten noch die wichtigen Relationen:

(3.7) BiB] = 6[— NN,
(vgl. [7), V. (2.18) und (2.19)) und
(3.8) BB = 55.

Beziiglich der Hyperfliche $,_, wollen wir den Torsionstensor A,,, und den
Einheitsvektor in der Richtung seines Stiitzelementes #* bestimmen. Aus (2.6)

und (3.3) folgt unmittelbar
(3.9) Ay = 38ugl, = AipBiB}BY, ||, = Fo

woraus nach (3.4) die Symmetriec des Torsionstensors in z, ff, y leicht bestitigt
werden kann. Der Einheitsvektor /*=#*F""' ist noch ein Fundamentalvektor von
9,-1. Auf Grund von (3.1) sind die Raumkomponenten

(3.10) Ii = Bil*,

Das invariante Differential eines kontravarianten Vektors ¢*(w, ) von $,_,
definieren wir in der gewoShnlichen Weise durch die Formel:

(3.11) D& & B D(Byéh);

fiir einen kovarianten Vektor #, ist

(3.11a) Dn, = BLD(B!ny,)

(vgl. [7] V. §3.). Wir zeigen nun, daB3 die Formel (3.11) in der Form:
(3.12) D¢* = d&+ Mg*, &P DI+ I'p*, & du?

geschrieben werden kann, ferner werden wir die induzierten Ubertragungsparameter
berechnen.

Das invariante Differential D ist nach (3.11) im wesentlichen auf Grund von
(2.2) bestimmt, wenn in (2.2) {f= B}, £¥ gesetzt wird. Wir fiihren nun einige Bezeichnun-
gen ein. Es soll
Bi def ‘)& -\.i

e T Y N T

bezeichnen.
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Die Projektionen der Raumtensoren auf ,_, d. h. die Kontraktionen mit B
bzw. BY bezeichnen wir im folgenden mit griechischen Indizes (vgl. etwa (3.3)).

Wir bestimmen nun D/*. Setzen wir in (2.2) &=/, 16sen wir diese Gleichung
auf D/*, so wird:

(3.13) DI* = @*(dl + L*, dx")
und @f ist dabei die Lsung von
(3.14) Py (Or —M;",) = ®pJ*} = O

(vgl. [4], Formel (2.9)). Selbstverstindlich muB 16, — M",| #0 vorausgesetzt werden.
Fiir I'=Bj1” erhilt man aus (3.13) unmittelbar

(3.15) DI* = ®¥(By dl’ +(B,,+ Ly, B) du’), B, = Bj,I.

Beachten wir nun, daB dx'=Bidu’ und &'=BjEP ist, so bekommt man aus
(3.11), auf Grund von (2.2) und (3.13), in Hinsicht auf (3.8):

(3.16) D& = dé*+ M}® ®%E8 di® + {Bi Bl + M= ®X(BL, + Lir,) + Lj* } & d?

wo z. B. M}* = M}, B} B} bedeutet)®.
Wir werden jetzt dl° durch D/?® ausdriicken. Setzen wir in (3.11) & =1#, beachten
wir dann (3.15), wo /*=BjI” bedeutet, so wird

DI = ®3di? + & (B, + Li*,) du.

Bezeichnen wir nun den inversen Tensor von @j durch £, d. h. ist

(3.17) Y305 = o,
so erhiilt man nach einer Kontraktion mit {3
(3.18) di* = Y3 DI* — Y303 (Bs, + LY dur.
Substitutieren wir das in (3.16), so erhiilt man
(3.19) D¢ = d&*+ (M, D7 + Ly, du") &,
wo die Ubertragungsparameter
(3.20) My, < (Ag's+ ng) W3
ef .
(3.21) Ly, <= BBy, + Ay + 1y") (05— B3y 05) (BS, + L)) + Ly,

sind. Bei der Herleitung dieser Formeln habe wir auch die aus (2.3) und (3.14)
folgende Relation
M} @ = BiBIM}', 0k = A, + 1,

beniitzt. >

Die zur Ubertragung (3.19) gehérigen kovarianten Ableitungen kdnnten aus
(3.19) selbst leicht bestimmt werden, doch wollen wir diese in Zusammenhang mit
den rdumlichen kovarianten Ableitungen (2.9) und (2.10) bestimmen. Vor allem
berechnen wir den Zusammenhang von D/* und D/*.

%) In analoger Weise ist Lg*, = L}/, B} B;B%.
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Beachten wir in (3.13) auf der rechten Seite, daB
dl' = B, ,du° + B.dl°, dx* = Bdu’
bestehen, so wird aus (3.13) auf Grund von (3.18)
(3.22) DI* = &z DI° + HE (u, i) du®,
(3.222) H} = (@ — D4y @) (B,, + L3',).

Die Relation (3.22) entspricht der Formel (V. (4.1)) von [7]. Im Finslerschen Fall
ist @) =By, Y3=053, wie das auf Grund von (3.14), (3.8) und (3.17) bestiitigt werden
kann.

Aus (3.11) folgt nun in Hinsicht auf (2.8), (3.22) und dx*=B}du*:

¥ 0 1
(3.23) D& = D,&* dut+ D, & Dle,
WO
i c i < i
(3.24) D,&* <= Bi(BLVi(BjEP) + HEV, (B EP)),
1 *
(3.29) D& == BI04y V(B EP).

Zum SchluB dieses Paragraphen wollen wir noch bemerken, daB die Operatio-

N
nen D, D,, D, auf beliebige Raumvektoren erweitert werden kdnnen, ebenso, wie
in der klassischen Theorie der Finslerriumen (vgl. [7], V. §4, 2°). Ist &'(x, X) ein
Raumvektor, so wird unter Beachtung von (3.1):

(3.26) D& = D& due+ D, Dle,
(3.27) D& & BEV & + HEVLE,
(3.28) D& & oy V&l

§ 4. Grundeigenschaften der Flicheniibertragung

Die wichtigste Eigenschaft der Flicheniibertragung ist durch den folgenden Satz
ausgedriickt:

5 Satz 1. Die durch (3.23) bestimmte Flicheniibertragung ist metrisch, d. h. es gilt
g aft = 0.

BewEls. Wir zeigen, daB die konvarianten Ableitungen von g,, verschwinden,
d. h.

(4.1a) Dy =0,

(4‘lb) chuﬁ — 0;
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aus diesen Relationen folgt schon der beweisende Satz. Auf Grund der Formeln
(3.3) und (3.7) folgt in Hinsicht auf (3.2b):

8.4 BiB} = g,,B;B} B} B} = g,,(0] —N"N) (6] —N’N,) = g;;— N;N;.
Somit wird nach (3.24):
n - *
D, 8,5 = B Bj(By Vi(gi;— NiN)) + Hy Vi (g;;— N N))),

0
wenn die kovariante Ableitung D, auf g,, angewandt wird. Nach den Relationen
(2.11a), (2.11b) und (3.2a) folgt aber die beweisende Relation (4.1a).
In analoger Weise erhilt man (4.1b), nur miissen wir satt (3.24) die Definitions-
formel (3.25) beniitzen, womit der Satz vollstindig bewiesen wird.
Beziiglich der kovarianten Ableitungen von /* beachte man, daB /= B} /” besteht,
und ebenso, wie in [3], folgt, daB V,/*=0 (vgl. [3], (2.28)) und

(4.2) P\l = ok — 14,

welche Identitit aus der Annahme folgt, daB die Metrik eine Finslermetrik ist.
Aus (2.10) folgt nun in Hinsicht auf (2.7):

Vbl = J% (0 — 1+ pty) = 84— T3,

da in (2.7) nach einem wohlbekannten Satz der Tensoralgebra die Summations-
und freie Indizes vertauscht werden kénnen, d. h. neben (2.7) auch

(4.3) (01 + ') Ik = &

besteht. Eine Uberschiebung von (4.3) mit /; gibt wegen p,°%,=0 (y; ist namlich
in 7, j schiefsymmetrisch) die Relation J*{=/,, also bekommt man

(4.4) Vil = 6~ 1.
Aus (3.24) erhilt man somit:
D,I* = BIHY(8,—1'1,).
Aus der Definitionsformel (3.224) folgt aber in Hinsicht auf (3.17), dal3
(4.5) BiH, =0, Hil, = H;Bjl,=0
bestehen, d. h. es gilt
(4.6) D,I* = 0.
Aus (3.25) erhiilt man nach den Formeln (4.4) und (3.17):
D,I* = Bi@*yi (3L —1'l) = 61— I*D;.
Es 1st aber wieder nach (3.17):
Dl = ABEL L = L, P2 = 1,,

3D
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und dadurch wird

4.7) D,I* = 6:—Il,

auch fiir die Flicheniibertragung gelten, wie das bei den metrischen Ubertragungen
immer gewdhnlich ist.

§ 5. Hyperfiichen von rekurrenter Torsion

Definition. Eine Hyperfliche 9,_-, von rekurrenter Torsion bedeutet eine solche
9,1, deren Torsionstensor bei einer kovarianten Ableitung sich reproduziert, d. h.:
0
(5.1) D,Ayp, = #yAyy,

besteht. ©, ., hat rekurrente Torsion im erweiterten Sinne, falls

0
{5'2) DgAzﬂ}' = ‘\“’;‘;};Auar

besteht. x, bzw. @}, bedeutet einen Vektor bzw. einen in «, f§, y symmetrischen Tensor.
Die Formeln (5.1) und (5.2) konnen selbstverstindlich auch fiir den Torsionstensor
Ayjy, des Basisraumes gelten, wo aber dann die kovariante Ableitung V, gesetzt wer-
den soll.

Der Typus (5.2) ist offenbar eine Verallgemeinerung des Typus (5.1), da wenn

(5.3) Piife = 01k 05 03)%,

gilt, so sind die beiden Type identisch. In den Formeln (5.1) und (5.2) haben wir
die durch (3.24) definierte kovariante Ableitung beniitzt. Wir beweisen den folgenden

Satz 2. Es existieren keine Hyperfiichen, fiir die eine der Relationen

1
(5.4) Dy Augy = %yAup,y
mit A,y, # 0, oder
1
(5.5 Dy A, = OkfreAuar
mit
(5.5a) Aprc @i’ =0, Ay, #0

gliltig wdre.

BEwEIS. Nehmen wir an, daB entgegen der Behauptung des Satzes die Relation
(5.4) bzw. (5.5) giiltig ist. Nach einer Uberschiebung mit /7 erhilt man in beiden
Fillen, auf Grund von (4.7) und wegen

A,grlh’ = A”kBiB&!k — 0,
daB
1
(D?A:ﬂ.“)tﬁ. = —"i‘,A,ﬂ}. = 0

besteht, im Widerspruch zur Bedingung beziiglich des Torsionstensors. Damit ist
der Satz bewiesen.
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Die Definitionsformel (5.1) ist auf Grund der Formel (3.24) mit

(5.6) BiB} B (B Vo Aiji+ HY Vo A1) = #4Asg,
dquivalent, wo jetzt und im folgenden
(5.7) Ay = Ay, BB B}

bedeutet. Die Kontraktionen der Flichentensoren mit den B, wo die Summation
auf die griechischen Indizes durchgefiihrt werden soll, werden wir immer mit einer
Wellenlinie ,, ~ * bezeichnen. I,-J-,, bestimmen also z. B. die Raumkomponenten des
Projektionstensors A,;,. Beachten wir nun, daB die griechischen Indizes bei dem
Tensor A,z die Kontraktionen von A,; mit den Tangentenvektoren B, B}, B}
bezeichnen, so wird nach (3.7):

(5.7a) Ajj = Aupe(6f — N°N)(84 — N®N;) (55— N°N)).

Diese Formel zeigt, daB fiir einen Fliachentensor 7'::., dessen Kontraktion mit dem
Normalenvektor N7 Null gibt, 7::.=T7"::. ist.

Im folgenden wollen wir annehmen, daB der Basisraum £, im Matsumotoschen
Sinne C-reduzierbar ist (vgl. [5], S. 30), d. h. es gilt:

(5.8) Aipe = (n+ 1) {(gi; =Ll )) A+ (8 — 1) Ay + (g — I 1) A 3}
wo A; oo A, den Torsionsvektor bedeutet. Nach (3.9) ist
(5.9) Ay, = (n+ l)‘l{(g,ﬂ-l,!ﬂ)A;, +{zykl.}m},

wo jetzt und im folgenden {zykl.},;, den vorigen Ausdruck mit zyklischer Permutation
iiber «, B, y bedeutet. _
Wir wollen jetzt A fiir die C-reduzierbaren Ridume berechnen. Da nach (3.5)

gaﬂB? = gu‘Bf;a Bil, = SUB;’;N = S’iJB.{
ist, erhiilt man aus den Formeln (5.7) und (5.9) im Hinblick auf (3.7)
(5 10) Xl’j& = (H + 1) -1 {(g” a )ri lj s Nf Nj)(Ak —A + Nk) + {zykl}u;}»

wo das Zeichen ,,+** an der Stelle eines Indexes jetzt und im folgenden die Kontraktion

mit N' bedeutet. Es ist also A, < A;N'.

Aus den Formeln (5.6) und (5.10) kann nun die Hyperfliche mit rekurrenter
Torsion in den C-reduzierbaren Ridumen charakterisiert werden. Beachten wir nun
(2.11a) und (2.11b), (3.2a), (4.4), ferner die Identitit V,/' =0, so wird:

0 *
DeAzﬁ'; -—= (” = o l)_l(gaﬂ i !:]ﬂ)B’:'{BF Vm(Ak g A+ Nk)+H:;' Vm (Ak —A + ‘Nk]} +
+{zykl}p, = %o Aup, »
da auf Grund von (4.5) nach einer leichten Rechnung die Giiltigkeit von
bestitigt werden kann. Beachten wir nun, dal3
A— A, N, = A,B; = 4,

1%
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gilt, so wird in den C-reduzierbaren Rdumen fiir die Hyperflichen mit rekurrenter
Torsion

0 0
(5.11) D, A5, = (n+1)* {(g,, —f,f,)DeA}.+{zykl.},ﬂr} = %o Aapy

die charakteristische Gleichung sein. Wir bermerken hier, daB im allgemeinen
A7, #A;Bi=A, ist. Es ist ndmlich auf Grund von (3.5) und (3.7):

(5.12) Al = g P A;uB.B}B: = A, g"B’B}B} = A,— A, ,,.
Uberschiebung von (5.11) mit g*# gibt wegen (4.6):

= n 0
(3]3) m DQA._, = X;,A,";..

Aus (5.12) und (5.13) folgt der

Satz 3. In den C-reduzierbaren Réiumen ist der Torsionsvektor A, einer Hyper-
fliche mit rekurrenter Torsion dann und nur dann auch rekurrent, falls

(5.14) Are, = ¢, i)A,, ¢u, i) =1

ist, wo @(u, tt) einen Skalar bedeutet. (Mglicherweise kann auch ¢ =0 sein).

§ 6. Die zweidimensionalen Hyperflichen

In diesem Paragraphen sei ein £,-Raum zu Grunde gelegt. Die Hyperflichen
sind in diesem Raum selbstverstindlich zweidimensional. Da beziiglich der Hyper-
flichen (3.4) und (3.9) immer gelten, hat man auf Grund der Homogenitiit erster
Ordnung der Grundfunktion F(x, x) in den x':

(6.') A_m:_‘f"' = Aa-'.ﬂ!r — A-’.!ﬂi‘b — 0.

Fiir die zweidimensionalen Hyperflichen $, hat man somit nach den Resultaten von
L. BErwALD (vgl. [1], § 4, insb. (4.6)) die Form:

(6.2) Ay, = 3hhyh,,

wo J(.x, X) den Hauptskalar von $, und /i, den Vektor

(6.3) h, & —g,, 0,

(6.4) g1 =8 =0 gy=—8, = I*'fm

bedeuten. Bei J(x, x) sind selbstverstindlich (3.1) giiltig.
Auf Grund von (3.4) ist $, beziiglich der Metrik ein 2-dimensionaler Finslerraum
und nach den Formeln (4.1a) und (4.6) ist auch

0 o
(6.5) D,i* =0, D,h, = 0.

Der Vektor h* ist ein Flichenvektor: die Raumkomponenten sind somit W=
=h=B.h* und fiir die kovarianten Komponenten hat man

;fj = j;j — gl'jBikI = gzyB?h! = thﬂ.
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Wir bendtigen noch die kovarianten Ableitungen von A'. Es ist nach (3.8):
I, = Bjl,B}h* = I;h? = 0,
somit folgt nach kovarianter Ableitung:
(6.6) I; Vi = 0.
Da /4* einen Einheitsvektor bedeutet, hat man:
hihi = g Bil* By = g hvh? = 1,
und wieder nach einer kovarianten Ableitung wird
(6.7) hjVuh! = 0.

Die Vektoren /', i und N' bilden ein orthogonales und normiertes Dreibein, somit
folgt aus (6.6) und (6.7)
def

(6.8) V.# = Ng,, o.,= N

Bilden wir die kovariante Ableitung (3.24) fiir #*, so wird nach (6.8) und (6.5)
BIHEV A = 0

bestehen. Eine Uberschiebung dieser Gleichung mit B! gibt nach der Formel (3.7)

(6.9) HAV W = N, W, 5 NHEVA.

0
Nun sind wir imstande D,A4,;, und V, 4, zu untersuchen. Auf Grund von
(6.2) und (6.5) folgt der
Satz 4. Eine zweidimensionale Hyperfliche $, in den dreidimensionalen 2,-
Rdéumen ist immer von rekurrenter Torsion, d. h. es gilt:
0
Dy Aspy = %o Aagys

und x, ist ein Gradientvekitor.

0 2 s
Beweis. Da die kovariante ﬁtbleitung D, eine lineare Ubertragung bestimmt
(vgl. Formel (3.24)), besteht fiir D, die Leibnizsche Regel. Somit hat man

0 0 0
DyAsg, = (Dy)hshyh, = I(D,3) Azg, = (D, 1n |3)) A,y,.

und das beweist den Satz.
Wir gehen jetzt zur Rekurrenzeigenschaften von A, ;& uber, und beweisen den
folgenden

Satz 5. Die Raumkomponenten A, « des Flichentensors A,;, sind im dreidi-
mensionalen 24-Raum beziiglich der kovarianten Ableitung V, immer rekurrent im
erweiterten Sinne.
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Bewels. Auf Grund von (5.7) und (6.2) ist:

(610) ‘Zi}k = :‘h;hjhk.
Nach der Formel (6.8) wird:
(6.11) V,,,/TU,‘. = (V) hihy + 30, INGh; by, .

Es ist auf Grund von (6.10): wls e
Shjhk e A”khle
somit wird aus (6.11):

(6l2) szijk - (Pfﬁmjnn
WO
(6.12a) Ofim == (Y In |3]) 57,0304+ 30,/ 03,04 N,.

Die Formel (6.12) beweist schon den Satz (vgl. die Definition im Paragraphen 5).
Letztens beweisen wir noch fiir 4;; den

Satz 6. Die Raumkomponenten A, j des Flichentensors Ay, der zweidimen-
sionalen Hyperflichen $, sind beziiglich der kovarianten Ableitung (3.27) immer
rekurrent im erweiterten Sinne.

Bewels. Um die durch (3.27) bestimmte kovariante Ableitung von A4;;, zu
bestimmen, miissen wir

.B:: V“/T,'jk und H;l e:"fi';jk

berechnen. Auf Grund von (6.12) und (6.12a) hat man
(6.13) BV Aijk = @lfhe Ay
Aus den Formeln (6.9) und (6.10) folgt:
(6-14) H;‘ Vmg!jk = l)b;};:gfrrsl’
wo nach (6.9)
(6.14a) Wiske = (H Vo In [3)) 558504, + 3y, I 63,04 N,
bedeutet. Nach unseren Formeln (6.13) und (6.14) wird

D . -~

DA;j = (@5ko +Vitko) Arses
und das beweist die Behauptung des Satzes.

Zum SchluBl wollen wir kurz darauf hinweisen, dall beziiglich der kovarianten

Ableitung (3.28) der Torsionstensor A,y nicht rekurrent sein kann, was wegen der aus
(5.7a) folgende Relation

Ajjl* = Ao (57 — N°N) (8 —N°N) = 0,

und wegen (4.4) analog zum Satz 2. bewiesen werden kann.



Uber spezielle Type von Hyperflichen ... 39

Schriftenverzeichnis

[1] L. BERwaALD, On Finsler and Cartan Geometries 111. Ann. of Math. 42 (1941), 84—112.

[2] E. CarTAN, Les espaces de Finsler. Actualités scientifiques et industrielles. Vol. 79 Paris, 1934.

[3] A. Moor, Entwicklung einer Geometrie der allgemeinen metrischen Linienclementriume.
Acta Sci. Math. (Szeged), 17 (1956), 85—120.

[4] A. Moor, Eine Verallgemeinerung der metrischen Ubertragung in allgemeinen metrischen
Riumen. Publ. Math. ( Debrecen), 10 (1963), 145—150.

[5] MakoTo MaTtsumoTto, On C-reducible Finsler spaces. Tensor N. S. 24 (1972), 29—37.

[6] H. Rund, The theory of subspaces of a Finsler space 1. Math. Z. 56 (1952), 363—375.

[7]1 H. Runp, The differential geometry of Finsler spaces. Berlin, Gdttingen, Heidelberg. 1959.

( Eingegangen am 8. Juli 1974.)



