Uber ein orthonormiertes Funktionensystem von D. E. Menchoff

Von KAROLY TANDORI (Szeged)

1. In mehreren Untersuchungen spielt das folgende Lemma von D. E. MENCHOFF
[1] eine wichtige Rolle.

Es sei p(=2) eine natiirliche Zahl. Dann gibt es p(=1), M, C positive, von p
unabhingige Zahlen, ein im Intervall [0, 1] orthonormiertes System von Treppen-
Sfunktionen @y(x), ..., @s,2(x) und ein Intervall 1(<(0, 1)) derart, daf die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

es gelten

lp,(X) = M (x€[0,1], n =1, ...,2p%,

mes () = u,

weiterhin fiir jeden Punkt x€1I gibt es einen von x abhdngigen Index m=m(x) (=2p?

mit
0. (x) =0 (n=1,..,m®x),

m(x)

g: @,(x) = Cplogp.

Der originelle Beweis dieses Lemmas ist ziemlich kompliziert. In dieser Note
werden wir fiir dieses Lemma einen einfachen Beweis geben.
2. Wir beniitzen den folgenden Hilfssatz.

Hilfssatz. ([1]) Es sein d und q positive ganze Zahlen (0<d<gq). Zu jedem Index-
paar (i, j) mit 1 =i, j=gq, |i—j|=d soll eine von Null verschiedene Zahl u; ; zugeordnet
werden; wir bezeichnen mit B, das Maximum der absoluten Betrdge der Zahlen u; ;.
In jedem Intervall (u, v) mit

v—u =28,

konnen dann Funktionen w;(x) (I=1, ..., q) derart definiert werden, daf die folgenden
Bedingungen erfiillt werden: w,(x) ist eine Treppenfunktion, und es gilt:
loix)l =1 (pex=ol=],...0)
[ oo,y dx = —a;; (i-jl=d, 1 =i, j = g,
[ oi¥)o;(x)dx =0 (i#], li—jl=d 1=i,i=q).

n
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3. Wir gehen von einem Funktionensystem von S. KAczmARzZ [2] aus. Im In-
tervall [0, 4) definieren wir die Funktionen ¥, (x), ..., Y, (x) folgenderweise: es sei

1 k-1 k
Yu(x) = ooy [.\E[T, ;] k=1,..,4p, n ﬁ.], ...,Zp].

Fiir die Zahlen .
&, = [ Vi@ ds G j=1,...,2p)
gilt offensichtlich ;
(n CGp=2d,.=2Clp (n=1,...,2p).
(Im folgenden bezeichnen C,, C,, ... positive, von p unabhingige Konstanten.)
Ferner haben wir fiir i>j:
» )& 1

= A== 1D —p—i—1D

o g{ 1 . I } )

— pi=f)is\k—p—i-1/2 k—p-j-1/2)
1 i | spei ]

I L-—lg,;—i k—1/2 _l=1;;>—j k— ]/2}

1 { -p=i 1 3p—j 1 }
= PO beiZi T sesiZias E=12)
Daraus folgt

“ A l i—j i—j B feu .
. ql = : = — — e - T )

Um die Funktionen y,(x) auch im Intervall [4, 5] zu definieren, teilen wir das
Intervall [4, 5] in N=2p(2p—1) Teilintervalle gleicher Linge I, ; (1=i, j=2p, i#)).
Es sei

‘ Nrgn.l'| (\G Iu,;‘n f: l, ...,2]), ]. g ")§
3) Y. (x) = ] Nlin.i| signe, ; (x€l,,i=1,...,2p, i # n),
0 sonst

(n=1, ..., 2p). Offensichtlich bilden die Funktionen y,(x) (n=1, ..., 2p) ein ortho-
gonales System im Intervall [0, 5], und aus (1), (2) und (3) folgt leicht:

4) Wa(x)| = C; (x€[0,5), n=1,...,2p),

5
(5) Cp = f Vi(x)dx =GCsfp (n=1,...,2p).
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Ist weiterhin x€[2, 3), so gibt es eine von x abhdngige natiirliche Zahl v(x)(=p)
derart, daf

¥ 2p+v(x) 2p+v(x)+1

P P
Nach der Definition von ¥, (x) ist also mit der natiirlichen Zahl v(x) (<=2p) (v(x)=p)
(6) Yu(x) =0 (x€[2,3), n=1,...,v(x)),
v(x) v(x) ] v(x) 1

(0 = e e iD

Auf Grund von (5) gibt es Konstanten y, (n=1, ..., 2p) mit

=n§; g,y = Cglogp.

®) CG=7n=C @m=1,..,2p)
1
2. RPN s o A
®) ~ nf Ya(x)dx = = (= Losia O0),
Es sei

Ia(¥) = v '¥a(x) (x€[0,5], n=1,...,2p).

Die Treppenfunktionen y,(x) (n=1, ..., 2p) bilden im Intervall [0, 5] ein orthogonales
System, und aus (4), (6), (7), (8) und (9) erhalten wir

(10) (x) =Cy (x€[0,5}, n=1,...,2p),
5
. J— I —
(11) “f 22(x) dx 2 n=1,..,2p),

und zu jedem Punkt x€[2, 3) gibt es eine von x abhingige natiirliche Zahl v(x)
(=2p) derart, daB

(12) w(x)=>0 (x€[2,3),n=1,...,v(x)),
v(x)
(13) 2 Ia(x) = Cylogp

n=1
erfiillt sind.
Es sei weiterhin

PrptnX) =2,(x) (n=1,...,2p, k=0,...,p—1, x€[0, 5)]).

Auf Grund von (11), durch Anwendung des Hilfsatzes kann man die Definition
der Funktionen w,(x) (n=1, ..., 2p* auf das Intervall (5, 8] derart ausbreiten,
dass w,(x) (n=1, ..., 2p*) im Intervall [0, 8] Treppenfunktionen sind, und in diesem
Intervall ein orthogonales System bilden, weiterhin gilt

o, =1 (x€(58,n=1,..,2p°.
So ist

5
r wp(x)dx = l+3 (n=1,..;2p".
0 P
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Es sei endlich

O S, W & 2t
(p,,(.\)—mw,lsl (n=1,..,20":

Aus (10), (12) und (13) folgt, daB fiir diese Funktionen ¢,(x) die Bedingungen des
Lemmas mit u :-;— und /= [-3;-, %) erfiillt sind.
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