Sur les polynémes a coefficients entiers et de
discriminant donné, III

Par K. GYORY (Debrecen)

1. Introduction

On appelle les polynémes f(x) et f*(x)€Z[x] équivalents si f*(x)=f(x+a)
pour un a<Z. ||f| désigne le maximum des valeurs absolues des coefficients de
f(x). Soit f(x)€ Z[x] un polynéme unitaire de degré k=3 et de discriminant D(f)#=0.
En généralisant plusieurs résultats antérieurs (pour la bibliographie du probléme
voir par exemple [11], [12] ou les paragraphes 2, 3,4 et 5), nous avons démontré
dans [11] (voir encore [10]) qu’il existe un polynéme f* équivalent a f tel que

If* < e(k, [DCS))),

ou c¢=c (k, [D(f)|) est une constante effectivement calculable qui ne dépend que
de k et |D(f)| (dans [12] nous avons méme explicité la valeur d’une telle constante
en fonction de k et |D(f)|). Dans [9], [10], [11] et [12] nous avons donné plusieurs con-
séquences et applications de ce résultat, par exemple aux polynomes de discriminant
donné, aux nombres entiers algébriques de discriminant donné et a la réductibilité
des polynomes de la forme g(f(x)).

B. N. DeLonE et D. K. FADDEEV ([8], p. 412, PROBLEM) ont posé le probléme
de déterminer tous les polyndmes unitaires f(x)€Z[x] du troisiéme degré avec
un discriminant D donné. Notre résultat mentionné ci-dessus a fourni un algorithme
([11], [12]) pour déterminer tous les polynOmes unitaires f(x)€ Z[x] de discriminant
D (sans restreindre leurs degrés). De plus, nos théorémes [11] ont impliqué la solu-
tion eflective d’un probléme de T. NAGELL ([16], p. 276) (une solution non effective
se trouve dans le travail [S] de B. J. BIRCH et J. R. MERRIMAN) et la solution effective
d’un probléme posé dans le livre [18] de W. NARKIEWICZ (voir [18], pp. 130 et 468,
Problem 19).

Dans cet article, nous poursuivrons nos recherches relatives aux polynomes
de discriminant donné. Nous améliorerons les majorations obtenues dans [11]
et [12], nous généraliserons nos résultats antérieurs et les étendrons méme aux
polynémes f(x) non nécessairement unitaires et de discriminant D(f)=0. Aux pa-
ragraphes 3, 4 et 5 nous appliquerons nos résultats récents, concernant les polyndmes
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de discriminant donné, a des nombres algébriques de discriminant donne a des
polyndmes irréductibles et & des équations diophantiennes.

Au cours des démonstrations nous utiliserons, entre autres, les récents résultats
de H. M. StArK [20] relatifs aux formes linéaires de logarithmes de nombres algéb-
riques.

2. Polynomes de discriminant donné

Désignons par ||[#| la hauteur d'un polynéme F(x,, ..., x)€EZ[xy, ..., X
(c’est-a-dire le maximum des valeurs absolues des ses coefficients). /) désigne la
dérivée j—iéme du polynéme f(x) (ou f™=f) et D(f) le discriminant de f/)(x).

Pour énoncer notre principal résultat nous introduisons quelques constantes

vl
et notations. Soient k=2, 0=j=k—2 et A=1 des entiers et soient ;=9 [ J ]

D=0 (i=0,...,j), D;=0 des constantes. Soit M,_,=Ak*D,_, pour j=k— 2 et
M; = exp {¢;[A*-/-D¢=I-2 D]} pour O0=j=k-3.
En particulier, soient (avec les notations »,=x, D,=D) M,=4AD pour k=2 et

M, = exp {c;[A*- V- DJ} pour k = 3.

Enfin, soient
Dl((t—p 2(k—j+1) 2(k-1) pl/k=1)
ppscape-ien, | 0, oy

2k~ j)
[ [M - =

pour j=1 et Ly=M,, ou ¢;=c,(k,j, %)), cs=cs(k,j) et cy=cy(k, %) sont des
constantes positives convenables.

Théoréme 1. Soit F(x,, ..., x,)€ Z[x,, ..., x;] et supposons que, pour un entier
A=1 donné, le degré de F [A [’:‘]:, ey A [:) gt)en t coincide avec le degré m=0 de

F(x,, x3, ..., x§). Avec les notations précédentes considérons un polynéme f(x)=
=ap* +ayx* '+ ...+ a, € Z[x] tel que D(fD)=0, |D(fD)|=D; (i=0, ...,J) et lag|=
=A. Soient F=0 et 0=1t<=m/k des constantes vérifiant

(nH |F(ay, ..., )| = F|SI
Alors on a

Lo 2 min[;,ll ma:[ k .k]
@ 11 < A{UF UL yeespmine-rn 4 A+ 1y FT o N

avec des constantes ¢, ¢s, €3, ¢y=C4(k)=0 effectivement calculables.*)

Si m=k, dans (2) on peut omettre le facteur A4 devant la paranthése et on
peut remplacer (A + 1)* par 27 (voir la démonstration).

*) Note ajoutée aux épreuves. En utilisant un récent résultat de A. BAKER (Acta Arith. 27 (1975),
247--252), dans le Théoréme 1 et dans les corollaires les estimations peuvent étre améliorées. Par
exemple, dans le cas j=0, a,= lon peut prendre exp {¢’[D (log D)**/3]* te=1)¢=2)/2} partout au lieu
des constantes de la forme exp {eD*} (o ¢'=¢" (k) =0 est effectivement calculable).
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Remarque 1.1. Notre Théoréme 1 (et ses conséquences) sont valables aussi
dans le cas ou D(f)=0 (par opposition @ nos résultats antérieurs). Si D(f)=0 et
si, pour un j=1, |D(f)| est petit par rapport aux |D(fU-V)|, ..., |D(f)|, notre
Théoréme | (et ses conséquences) donnent de meilleures majorations que celles
qui seraient obtenues dans le cas j=0.

Remarque 1.2. Soit f(x) =f(£]x*=akx"+ wv+aget g, =0. Comme D(f)=D(f),

si |ag/a,| est relativement grand, en général il vaut mieux appliquer le Théoréme 14 f
(au lieu de f). Cela concerne toutes les conséquences dans lesquelles a,# 1.

Naturellement, la majoration (2) est sans intérét quand |ag,| (resp. |a|) est
grand par rapport a | f|| (par exemple |ay|=]f]).

Remarque 1.3. Dans le Théoréme | on peut établir la majoration (2) avec des
constantes explicites en k, j aussi (sans utiliser ;). Pour le faire, il suffit d’appliquer
un théoréme de A. BAKER [1], établi avec des constantes calculées explicitement,
au lieu du théoréme de H. M. Stark [20] (voir encore les résultats de [12] dans le
cas particulier a,=1, j=0). Nous énoncerons quelques conséquences du Théoréme
| avec des constantes explicites aussi.

Remargque 1.4. L'undes théorémes récents de H. M. STARK ([21], Théoréme 1) nous
permet, dans le cas k=3, de choisir %;=>1 (ou 0=j=1). Si k=3, j=0 et si f(x) est
irréductible et normal (c "est-a-dire si I’ extension Q(«)/Q est normale pour des racines
x de f(x)), le Théoréme | et ses conséquences sont vrais déja pour x=3/2 (voir la
démonstration).

Remarque 1.5. Quand D(f)#0, deg f est majorable par |D(f)| (voir le Théoréme
1 dans [12]). En appliquant ce résultat successivement a f(x), f"(x), ..., f*=3(x),
on obtient

2 )
—— = i 1 ( )
(3) k = degf = u:_:r}g{l_a {J+3+log3 log |D(fU )]}.
D(fN)#0

Considérons ensuite quelques cas particuliers du Théoréme 1, qui concernent
les polynomes.

Corollaire 1.1. Sous les hypothéses du Théoréme 1 soient j=0, D(fU-V)=
=...=D(f)=0 et 0<|D(fV)|=D;. Alors

1

@ 171 = afas T ) oty sy G,

o M;=exp {c;[A*~-N*-i=% D)%} avec une constante c;=c;(k, j, x;)=0 effective-
ment calculable.

Corollaire 1.2. Sous les autres hypothéses du Théoréme 1 soit f(x)=x*+ax* 1+
+...+a € Z[x] avec 0<|D(f)|=D et soit x=9 (k; I) une constante. Alors

(5) 171l < {[Hy" Mdes #Jmin (n—ks,1) 4 [27 F]'“i" [ﬁ l)}m‘“ [ﬁ 2 *]‘

ou M=exp {c,D*} avec une constante positive cg=cq (k, #) effectivement calculable.
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Dans la suite M désignera toujours cette constante.

caffead

2
tante et soit f(x)=ayx*+a;x* 1+ ... +a,€ Z[x] avec D(fV)#0, |D(fV) =D,
(i=0, ..., J) et 0<lay|=A. Si pour un 1 =i=k et pour des constantes A;=0, 0=1<ilk
ona

Corollaire 1.3. Soient k=2, 0=j=k —2 des entiers, soit »;>9 (k une cons-

(©) la = A1
alors
i 1 k
. 171 = {feaLmin G40 4 224 ]™ == ‘]}"‘“ (=)

avec les constantes L; et ¢, figurant dans le Théoréme 1.

Cette assertion, dans le cas k=4, a,=1, j=1=0 et sous une forme non effective,
a ¢été démontrée antérieurement par T. NAGELL [14], [15], [17]. Un cas particulier
important du Corollaire 1.3 est ol a,=1, j=0, i=k et 1=0.

Corollaire 1.4. Soit f(x)€Z[x] un polynéme unitaire de degré k=2 tel que

0<|D(f)|=D et |f(0)|=N et soit x=9 ( P ] une constante. Alors

(8) £l < [N"*+ M

avec la constante ci-dessus M =exp {csD*} effectivement calculable.

Il en résulte qu’il n’existe qu'un nombre fini de polyndmes unitaires f(x)cZ[x]
avec un discriminant D=0 donné et avec un terme constant donné et tous ces poly-
ndémes sont effectivement déterminables. Cette proposition a été démontrée dans
le cas k=3 par V. A. TARTAKOVSKII [8] et dans le cas k=4 par T. NAGELL [14], [15],
[17] (comme un cas particulier de ses résultats déja cités).

Nous remarquons que le Corollaire 1.4 est une amélioration du Corollaire 1
dans [11] et du Corollaire 2 dans [12].

D’aprés le Lemme 4 on peut choisir ¢,=D3*~D =2 dans [12]. En calculant
dans [12] avec cette constante, nous obtenons la majoration un peu meilleure

If* = M* = exp (k" D*"} < expexp {4(log D)"*}

qui correspond a celles (5) et (57) de [12] et a celle (10) ci-dessous. Dans les Corollaires
1.2 et 1.4 et dans le Théoréme 2 (et dans toute la suite de cet article) on peut
choisir M™ au lieu de M (M™ est supérieur a M mais calculé explicitement).

Corollaire 1.5. Soit f(x)=a,x*+a;x*'+ -+ + a, € Z[x] un polynéme de degré
. -_j—1 ;
k=2 avec D(f)#0 pour un 0=j=k—2 et soient x;=9 (k ; ), D;=|D(fY)|

(i=0,...,)), A=|a,|=0 des constantes. Il existe un polynéme f* équivalent a f
tel que

® I£*I < Ly

avec la constante L; figurant dans le Théoréme 1.
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- On peut facilement donner un polyndme convenable f* équivalent & f. En
effet, soit a€Z vérifiant
a, = agka+ay, 0 = a; < klay.
Alors pour le polyndéme f*(x)=f(x —a)=ayx*+a;x* '+ ...+ a; nous pouvons appli-
quer le Théoréme 1 ou le Corollaire 1.3.') Ce polynéme distingué /™ peut étre choisi

aussi dans le Corollaire 1.6.
Considérons maintenant le cas particulier ou g,=1 et j=0.

Corollaire 1.6. Si f(x)€ Z[x] est un polynéme unitaire de degré k =2 avec
k—1 .
0<|D(f)|=D, alors pour toute constante »=9 i 5 ] il existe un polynéme f*

équivalent a f tel que

(10) IL£* <= exp {¢; D*},
d’ou
(11) ID(f)| = cs(log || £*)",

les constantes ¢,=c,(k, %) et cg=cg(k, %) étant positives et effectivement calculables.

Comme il est connu (voir [8] et le § 5 de cet article), le probléme de déterminer
les polynémes du troisiéme degré et de discriminant donné est équivalent a celui
de résoudre les équations diophantiennes de la forme ayx®+ a,x*y+a;,xy*+azy* =m.
En vertu de ce lien, dans le cas k=3 B. N. DeLONE [7] (voir encore [8]) a obtenu
certains résultats effectifs. Il a déterminé (a I’équivalence prés) tous les polynomes
unitaires /™ (x)€Z[x] du troisieme degré pour lesquels —172=D(f*)<0. Dans [8]
B. N. DecLoNE et D. K. FADDEEV ont posé le probléme de déterminer tous les polynd-
mes unitaires f(x)€Z[x] du troisiéme degré avec un discriminant donné (p. 412,
ProBLEM). Dans [11], nous avons donné en toute généralité (sans restreindre le deg-
ré) un algorithme effectif pour déterminer les polyndmes unitaires a coefficients
entiers avec discriminant donné. (Voir encore [12] et (3), (10)).

Du Corollaire 1.5 il résulte plus généralement que, k=2,0=j=k—2et D;#0
étant des entiers donnés, il n’existe qu’un nombre fini de polyndmes unitaires f{(x)€
€ Z[x] de degré k. deux a deux inéquivalents et vérifiant D(f))=D; et D(f)=...
=D(fYU~1)=0 (quand j=0), et un tel systéme de polyndmes est effectivement déter-
minable. Dans le cas j=0 cela implique certains de nos résultats antérieurs ob-
tenus dans [11] et [12].

Corollaire 1.7. Soit f(x)=ayx*+a,x* '+ +a € Z[x] un polynéme de degré

k=3 avec D(f)#0 et 0<|a,|=A et soit x=9 2_ ) une constante. Alors
(12) ID(fD)| < exp {co[A*DE-DID(NP} (0 =j=k-2)

et, en particulier si ay=1, on a

(12) [ID(fD)] < exp{e| DN} O0=j=k-2)

avec une constante cy=cy (k, 2)=0 effectivement calculable.

1) Plus précisément, le Théoréme | et le Corollaire 1.3 n'impliquent que |If* | ={cy L+ kA)*
pour ce /* et cette majoration est plus faible que (9). Mais (9) aussi résulte de la démonstration du
théoréme. On peut déduire le Théoréme 1 et le Corollaire 1.5 I'un de I'autre.

10D
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Remarque. Donc, |D(f”)|, ..., |D(f*~%)| sont majorables par |[D(f)|, k et
lay|, et, si @y=1, seulement par |D(f)| et k (de plus, en vertu de notre Théoréme 1
obtenu dans [12], seulement par |D(f))).

Corollaire 1.8. Soit f(x)=x*+a,x* '+ ...+a,€ Z[x] un polynéme de degré

k=3 avec D(f)#0 et soit x=9 (k;l une constante. Il existe un ac€Z qui vérifie

(13) /D (@) = exp {ci D)}

simultanément pour tout 0=i=k—1, ot ¢,y=cyy(k, 2)=0 est une constante effective-
ment calculable.

Ce corollaire peut étre généralisé, naturellement, pour j=0 et pour des poly-
némes non nécessairement unitaires.

3. Applications aux nombres algébriques

Dans ce paragraphe nous appliquons nos résultats, relatifs aux polynomes
de discriminant donné, aux nombres algébriques de discriminant donné. En méme
temps, nous améliorons et généralisons certains de nos résultats antérieurs ([11],
[12)).

Si « est un nombre algébrique de degré k=2, désignons par H(x) la hauteur de
o (le maximum des valeurs absolues des coefficients de son polyndme minimal
a coefficients entiers), par d(x) son dénominateur (c’est-a-dire le plus petit entier
a=0 tel que ax soit entier algébrique) et par D(x) et N(x) respectivement le discri-
minant et la norme de « relatifs a I'extension Q(x)/Q. Soit f(x)=ayx*+a,x* 1+
+...+a,€Z[x] le polyndme minimal de «. On a H(x)=|f|, a* *D(x)=D(f),
dega=degf, |a,N(2)|=|f(0)| et |ay|=d*(x). Par conséquent, nous pouvons appli-
quer, dans le cas j=0, tous les résultats du § | aux nombres algébriques de discri-
minant donné. Ici nous ne formulons que quelques conséquences. Du Corollaire
1.3 il résulte immédiatement le suivant.

Théoréme 2. Soit o un nombre algébrigue de degré k=2 avec discri-
minant |D(x)|=D. Soit =9 (kz—l] une constante et soient N=1,0=1=1 des

constantes telles que

(14) IN(@)| = N{H(2)}".
Alors
(15) H(a) < {(M7ymin@=950) 4 [2:a* @) N]™" (= N (=04

avec la constante M”=exp{cg(k, »)[(d(2))**~V D]*} calculable explicitement. En
particulier, si o est entier, alors

(15) H(a) < [IN@)"*+ M]*

avec la constante M =exp {cq(k, %) D*} figurant dans le Corollaire 1.2.



Sur les polynémes a coefficients entiers ... 147

Nous pouvons obtenir de meilleures majorations aussi, si nous tenons compte
du discriminant Dy du corps de nombres K=Q(x). Dans la démonstration (quand
k=3) on peut choisir ¢,=|Dy[3*DE&=2 ¢ —D"? et finalement, au lieu de M”,
on peut prendre

exp {cyy [| Dy [** =D *=3 (| Dy D *=27 1 log (d() DI+,

ou ¢=0 et ¢;=cy(k,e)=0 est une constante effectivement calculable. De plus,
nous pouvons remplacer le terme de droite dans (19) et (quand d(x)=1) le M dans
(15), (16) et (19”) par cette constante. Si K/Q est normal, dans les exposants de
|Dg| on peut omettre le facteur 3(k—1)(k—2).

Du Théoréme 2 ci-dessus et du Corollaire 4 de [12] s’ensuit une conséquence
importante:

Corollaire 2.1. 1l n’existe qu’un nombre fini de nombres algébriques de degré et
de discriminant donnés avec norme et dénominateur donnés et tous ces nombres al-
gébriques sont effectivement déterminables. En particulier, il n’existe qu’'un nombre
fini d’entiers algébriques de discriminant et de norme donnés et tous ces entiers algé-
briques sont effectivement déterminables.

Remarque 2.1. Comme nous 'avons déja mentionné en termes des polyndmes
au § 1, le Corollaire 2.1 a été démontré pour les entiers algébriques du troisiéme
degré par V. A. TArRTAKOVSKII [8], et pour les entiers algébriques de degré =4
par T. NAGELL [14], [15], [17] (sous une forme non effective).

Considérons ensuite le cas particulier ou « est unité.

Corollaire 2.2. Soit ¢ une unité algébrique de degré k=2 avec discriminant

|D(e)|=D et soit x=9 [k ; l] une constante. Alors

(16) H(e) <= exp {c;s D"}
et
(17 |D(e)] = c15(log H(e))"'™,

ol ¢y =y, (k, %) et ¢;3= 1,4 (k, %) sont des constantes positives effectivement calculables.

Remarque 2.2. Si a est un entier algébrique de degré k, d’aprés I'inégalité de
Minkowski (voir encore [12], Corollaire 4)

(18) k=

og3 102 1D

Cela et le Corollaire 2.2 impliquent le Corollaire suivant que nous avons obtenu
dans [11] (voir encore [12]).

Corollaire 2.3. Soit D#0 un entier rationnel. Il n’existe qu'un nombre fini
d’unités algébriques de discriminant D dans I'anneau des entiers algébriques et toutes
ces unités sont effectivement déterminables.

10*
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Remarque 2.3. Le Corollaire 2.3, pour les unités du troisiéme degré et de degré
=4, résulte respectivement des théorémes cités de V. A. TARTAKOVSKII [8] et de
T. NAGEeLL [14], [15], [17].

Le résultat ci-dessus (Corollaire 2.3) a fourni ([11], [12]) la solution effective d’un
probléme qui se trouve dans un livre récent de W. NARKIEWICZ ([18], pp. 130 et
468, Problem 19).

Appelons les nombres algébriques o et o” équivalents, si o"—a=a€cZ, lorsque
S*(x)=f(x—a) pour les polyndmes minimaux f(x) et /*(x) respectivement de o
et o',

Dans le cas j=0 le Corollaire 1.5 implique immédiatement ce qui suit:

Théoréme 3. Soit o un nombre algébrique de degré k =2 avec discriminant |D(x)| =

1 k-1 . B
=D et soit x=9 ( » ] une constante. Il existe un o’ équivalent a o tel que

(19) H (@) < exp {¢;[(d(a))** -1 D]*}.
Si en particulier o est entier, alors

(199 H(a') < exp {c D¥},

d’out

(20 \D(@)] = ¢4(log H (")),

ou cy=cy(k, %) et ¢;y;=cy(k, %) sont des constantes positives effectivement calcula-
bles.?)

De (18) et du Théoréme 3 résulte le Corollaire 3 de [11] qui peut étre énoncé
sous la forme suivante:

Corollaire 3.1. Soit D=0 un entier rationnel. Il n’existe qu'un nombre fini d’ entiers
algébriques de discriminant D et deux a deux inéquivalents et un tel systéme des entiers
est effectivement déterminable.

Remarque 3.1. Pour des entiers algébriques de degré =4 cette assertion (sous
une forme non effective) a été démontrée par T. NAGELL [15], [16], [17]. NAGELL a
conjecturé que c’est vrai en toute généralité [16]. Récemment, B. J. BIRCH et J. R.
MERRIMAN [5] ont démontré cette assertion (mais sous une forme non effective).
Plus précisément, dans [5] ils ont démontré que, pour des entiers n=3 et D#0 don-
nés, il n’existe qu’un nombre fini de formes binaires F(x, y)€Z[x, y] de degré n, deux
a deux inéquivalentes, avec le méme discriminant D (de plus, ils 'ont démontré
sous une forme plus générale, sous une forme p-adique et sur des corps de nombres
algébriques arbitraires). Cependant, leur démonstration est non effective. Dans
[5] Birch et Merriman ont déduit, de leur résultat ci-dessus, I'assertion de notre
Corollaire 3.1, mais sous une forme non effective, sans donner un algorithme
effectif pour déterminer les entiers algébriques de discriminant donné.

2) On peut ais¢ément déterminer le polynéme minimal /™ d'un tel " (voir la remarque qui suit le
Corollaire 1.5).
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Comme nous l'avons mentionné au §1, dans [7] (voir encore [8]) B. N. Delone
a déterminé, entre autres, tous les entiers o du troisiéme degré (a I'équivalence pres)
pour lesquels 0= D(2)= —172.

Remarque 3.2. Dans (19°) H(z") est majorable par la constante explicite
M* =exp {k**"* D**} aussi.

Remarque 3.3. Si K=Q(x) est une extension normale de Q de degré k=3,
alors, d’aprés la Remarque 1.4, dans les Théorémes 2 et 3 et dans le Corollaire
3.3 il suffit de supposer que x=3/2. De plus, dans le Corollaire 3.2 on peut
prendre |Dg| et |Dg['* au lieu de |Dg[3* D=2 gt |Dy[Mk-D (=22 regpectivement.

Si o est un entier algébrique et si Dy est le discriminant du corps K=0Q(x),
alors D(x)=1I*(x) Dy, ou [I(x) désigne l'indice de . Pour des entiers équivalents
a,o on a I(x)=1I(x"). Désignons par O I'anneau des entiers de K. Le Théoréme
3 et la remarque qui suit le Théoréme 2 impliquent le suivant.

Corollaire 3.2. Soit K un corps de nombres algébriques de degré k=3 avec
discriminant Dy . Soit ¢=0 et soit a0 un entier rationnel. Si o€ O et si I(x)=a, alors
il existe un o équivalent a « pour lequel

H(@") < exp {cyy [|D[** D =D (DD E=37 + log |a])] +7)

avec une constante positive ¢1,=cy,(k, &) effectivement calculable.

Par conséquent, dans un corps de nombres algébriques donné il n’existe qu'un
nombre fini d’entiers deux a deux inéquivalents avec un indice @0 donné et un
tel systéme des entiers est effectivement déterminable.

Enfin, considérons le cas particulier a= 1. On dit que O est monogéne lorsque
Oy = Z[2] avec un o€ Ok (c’est-a-dire lorsque 1, a, ..., 2* ! constituent une base d’en-
tiers dans K).

Corollaire 3.3. Soit K un corps de nombres algébriques de degré k=3 avec dis-
criminant Dy et soit x=9(k —1)(k —2)/2. Si O est monogéne et Oy = Z[a], alors il
existe un o équivalent a o tel que

H(a") < exp {cn|Dxl*}

avec une constante ¢y, = ¢y (k, ) =0 effectivement calculable.
Cela fournit donc un algorithme général pour décider si Oy est monogéne ou
non et pour déterminer tout a€ Qg pour lequel Ok = Z[«].

4. Applications aux polyndémes irréductibles

Nous avons obtenu nos premiers résultats, relatifs aux polyndomes de discri-
minant donné, au cours des démonstrations des théorémes d’irréductibilité de
type de Schur ([9], [10], [11], [12]). En appliquant nos résultats récents obtenus au
§ 1, nous pouvons généraliser et améliorer certains de nos résultats d’irréductibilité
aussi,

Théoréme 4. Soient f(x), g(x)€ Z[x] des polynémes unitaires irréductibles de
degré p=2 (p premier) et n=2 respectivement. Supposons que les racines de f(x)



150 K. Gyobry

sont réelles et que le corps des racines de g(x) est une extension quadratique totalement
imaginaire d’un corps totalement réel®) Soit »=9p(p—1)*(p—2)/2 une constante.
Alors g(f(x)) est irréductible sur Q, sauf dans certains cas oit il existe un f*(x) équi-
valent a f(x) tel que

(21) I£*1 < exp {eis [g (O},
ol ¢,5=Cy5(p, %) est une constante positive effectivement calculable.

Remarque 4.1. Le Théoréme 4 est une amélioration de notre Théoréme 2a
dans [9] (voir encore la constante ¢,(G, p) dans [12]). Ce Théoréme 2a et les autres
résultats de [9], [10], [12] et [13] ont donné, dans le cas des g(x) du type précédent
et sous une forme plus générale, la solution d’un probléme de A. BRAUER, R. BRAUER
et H. Hopr [6] qui concerne la réductibilité des polynémes de la forme g( f(x)).

Remarque 4.2. Soit G=1 une constante. Le Théoréme 4 implique qu’il n’existe
qu'un nombre fini de polynémes f(x) deux a deux inéquivalents avec la propriété
ci-dessus pour lesquels g( f(x)) peut étre réductible avec un polyndme unitaire irré-
ductible g(x) tel que {2(0)}'"=G (n=deg g) et dont le corps des racines est une
extension quadratique totalement imaginaire d’un corps totalement réel. De plus,
un tel systéme des f(x) est effectivement déterminable.

Si p=3, les conditions du Théoréme 4 peuvent étre affaiblies.

Théoréme 4°. Soient f(x), g(x)€EZ[x] des polynémes unitaires de degré p=3
(p preimer) et n=2 respectivement. Supposons que les racines f(x) sont réelles et
que g(x) est irréductible et son corps des racines est une extension quadratique totale-
ment imaginaire d’un corps totalement réel. Soit x=9p(p—1)*(p—2)/2 une cons-
tante. Alors g(f(x)) est irréductible sur Q, sauf dans certains cas ou il existe un f*,
équivalent a f, vérifiant (21).

A T'aide des Lemmes 1, 2 et 3, on peut considérablement améliorer aussi I’esti-
mation de notre Théoréme la dans [9] (et la constante c(n,, Dg, G) dans [12]). Nous
remarquons qu’il n’existe pas de polyndmes exceptionnels dans le Théoreme la
dans [9] (voir [13]).

5. Applications aux équations diophantiennes

Le lien entre la détermination des polyndmes a coefficients entiers (et des entiers
algébriques) avec discriminant donné et la résolution effective de certaines équations
diophantiennes a coefficients entiers a été découvert par B. N. DeLoNE [7], B. N.
DEeLoNE et D. K. FADDEEV [8] et T. NAGELL [14], [15], [16], [17]. Cependant les
auteurs ont conclu en premier lieu dans 1'une des directions (et seulement dans le cas
du degré =4), des résultats concernant les équations diophantiennes aux polyndmes
de discriminant donné, et la plupart de leurs résultats sont non effectifs. Nous avons
réussi a obtenir nos résultats dans [11], [12] et dans le présent travail d’une maniére
différente, sans utiliser le lien mentionné. Par conséquent, & partir les théorémes
concernant les polynémes de discriminant donné, nous pouvons obtenir des résultats

%) Soit par exemple g(x) un polyndme cyclotomique ou un polynéme quadratique de discri-
minant négatif.
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dans la direction opposée aussi, a certaines équations diophantiennes et dans le cas
du degré arbitraire et ces résultats seront (par opposition @ ceux antérieurs) tous
effectifs.

a) Résolution des équations diophantiennes du type discriminant

Soit k=2 un nombre entier. Appelons le polyndme D(x,, ..., X)) €Z[x,, ..., Xi]
du type discriminant d’ordre k, si

D(xy, ...y X) = D(f(x)),

ou D(f(x)) est le discriminant de f(x)=x*+x,x*"'+ ... +x;, comme polynéme en
x. On a par exemple
D(xy, X3) = xi—4x,
et
D(xy, Xg, X3) = 18x3x9x5 4 X7 X3 — 4x3 — 4y x§ — 27x3.

Soit D70 un nombre entier rationnel et considérons 1'équation diophantienne du
type discriminant

(22) Bx oy my =1

Pour que (22) soit soluble en entiers rationnels, il faut que k=2 +2 (log 3)~'-log | D|
(voir le Théoréme 1 dans [12]).

Si (22) admet une solution (x7, ..., x3)€Z* alors il admet une infinité¢ de
solutions. Notamment, si f*(x)=x*+x] x* "1+ ... +x avec la solution (x, ..., x})
considérée, alors tous les (xq, ..., X,)€Z*, vérifiant

(23) 6 = x* x50+ oo 4% = [*(x+0)
pour un a€ Z, seront également des solutions de (22) et

*(k=1) (g
(24) (-\‘1) '"’"”l) — -f-—-—-—---g—)"“ ,f*(a) (ae Z).

k—1)!

Appelons famille de solutions un ensemble des solutions de la forme (24) qui s’obtien-
nent d’une solution (x7, ..., x3) fixée de I’équation (22) (quand a parcourt I'ensemble
des nombres entiers rationnels).

Le Corollaire 1.6 nous permet de donner la solution compléte des équations
diphantiennes du type discriminant.

Théoréme 5. Soient k=2 et D#0 des entiers rationnels et soit x=9 (k;l]

une constante. Chaque famille de solutions de I’équation diophantienne (22) posséde
un représentant (xi, ..., x;) ayant la propriété
(25) max (|x7]) < exp {c;| D[},
ot c;=cy(k, %) est la constante positive effectivement calculable figurant dans le
Corollaire 1.6.

Donc, on peut décider la solubilité de (22) et on peut déterminer un représentant
dans chaque famille de solutions. De plus, d’aprés la remarque qui suit le Corollaire
1.5, toute famille de solutions a un représentant unique (xj, ..., xi) vérifiant (25)
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et 0=x] <k, qui peut étre aisément déterminé en connaissance d’un représentant
arbitraire de la famille de solutions.

Nous remarquons qu’on pourrait définir le polyndme du type discriminant
d’ordre k plus généralement, sous la forme D(x,, ..., x;)=D(f(x)), ou f(x)=
=XxyX*+...4+x;. Si nous tenons compte encore les discriminants des dérivées de
f(x), on peut permettre aussi le cas D=0. De plus, tous les résultats du § 2 (sauf
les Corollaires 1.7 et 1.8) peuvent étre formulés aux équations diophantiennes. Ici
nous ne présentons que le Corollaire 1.3 dans le cas j=0, a,=1.

Théoréme 6. Soient k=2, D#0, 1 =i=k des nombres entiers et soient x>9 [k ; ;

A;=0 des constantes. Si (xy, ..., X,)€Z* est une solution de I’équation (22) telle que

(26) Ixi| = 4,
alors

1i K
(27) max (jv|) = [4i"+MT,

oit M = exp {cs|D|*} avec la constante cg=cg(k, #)=0 effectivement calculable figurant
dans le Corollaire 1.2.

Le Théoréme 6 nous permet de donner la solution compléte de certaines équa-
tions diophantiennes a deux inconnues. En effet, F(x, y)€Z[x, y] étant un polynéme
tel que F(x,))=D(@y;s ...s Qi_13 X3 -++s Xjs Qi35 ---s &) (K= 3), ol X;=x, x;=y pour
certains 1=i<j=k et a,€Z(s=1,. k s#i,j), alors, d’aprés le Théj réme 6,
I’équation F(x, y)=D (D#0 entier) n 'admet qu'un nombre fini de solutions en
entiers rationnels et toutes les solutions (x, y) entiéres sont effectivement déter-
minables. Nous remarquons que, en général (dans la majorité des cas), les théo-
rémes effectifs connus de C. RUNGE [19], A. BAKER [2], [3] et A. BAKER et J. COATES
[4] ne sont pas applicables pour ces équations a deux inconnues. De plus, en choi-
sissant convenablement les a,, le Théoréme 6 implique certains résultats effectifs
connus. Par exemple, pour les solutions (x, y) en entiers rationnels de 1’équation
hyperelliptique particuliére

P=l_xk = g
on a (en vertu du Théoréme 6, avec les choix a,=...=a,_,=0, x;_,= —kx,
xe=(k—1)y et D=k*(k—1)*"'.a)

max (|x], [y]) < exp {csqla*},
ou x=9 [k ;l) et la constante ¢;3=¢,4(k, %) est positive et effectivement calculable.

En particulier, cela implique®) le célébre théoréme de A. BAKER [2] concernant

I’équation de Mordell.
Nous étudierons les applications aux équations a deux inconnues dans un

travail ultérieur.

4) Récemment, dans le cas A=3 H. M. Stark [21] a obtenu une meilleure majoration pour
max (|x|, | 1)
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b) Sur les “discriminant form™ équations ®)

Soit K=Q(x) un corps de nombres algébriques de degré k=2 et les conjugués
de « soient aV =g, ..., a®. Soit M={a,, ..., «,} un module dans K et soit a"
le conjugué de =, correspondant a «¥ (s=1,...,m; i=1, ..., k). Posons

LO(x) = aPx;+ - +aPx, (i=1,...,k)
et considérons la forme a coeflicients rationnels de degré k(k—1)
(28) Dme(ﬂxl.\‘l + o + am.\‘m) == H (L(j) («V) St L(U (.\'))2.

1=i<j=k

Supposons qu’il existe un f=oyx+ -« +a,xn €M, primitif dans K (c’est-a-dire soit
M un module de degré k), lorsque Dy, (o X7+ +++ + %, Xp) = Dy o (). C'est pourqum
nous appelons «discriminant forms»® les formes de la forme (28). Par exemple, si

K=Q(|/5) ou a=d?® (d entier), alors

3 3
DN;‘Q (xl VE'*-‘Y'_:, VE*) = —27a% (xi! ‘ax.;)z-

Du Théoréme 3, en tenant compte de la remarque qui suit le Théoréme 2, on
peut déduire le suivant.

Théoréme 7. Soit K un corps de nombres algébriques de degré k=3 avec discri-
minant Dg. Soient 1, oy,..., o,(m=2) des nombres Q-linéairement indépendants
dans K avec H(a))=H (i=1, ..., m) et le plus petit commun multiple de leurs dénomi-

2 e ; k—1
nateurs soit = A. Soient D 70 un nombre rationnel et =0, x=9 ‘ 5 ] des constantes.

Si (X1, ..., X)) EZ™ est une solution de I’équation diophantienne
(29) ‘DK}'Q(al'\‘l + e “I“am.tm) = D
alors on a

(30) max (lxif) < (AH)" " exp {eya[|Dg[** D * =D (IDg**~D¢* =57 1 log |4 D))" * 7}
M

@y max () < (AH)"" exp {cu| 441 DI}

avec des constantes positives ¢;;=cy;(k, €) et c;g=cy5(k, %) effectivement calculables.

En particulier, si «,, ..., o, sont des entiers dans K, on peut choisir 4=1 dans
(30) et (31).

Il est intéressant d’observer que H ne figure dans I'exposant ni dans (30) ni
dans (31).

Comme le «discriminant form» Dy (o, %, + -+, X,) est produit des «norm
forms» (de plus, dans certains cas la puissance d’un scul «norm form»), de notre
Théoréme 7 nous pouvons déduire des résultats concernant la résolubilité effective
des «norm form» équations. Ce sera I'objet d’une prochaine publication.

%) Utilisant la terminologie anglaise, cette appellation correspond a celles "norm form™ et
“index form™'.
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Soit M 0 un module du corps de nombres K tel que I'espace vectoriel engendré
par M sur Q ne contienne pas Q. Du Théoréme 7 il résulte que dans M il n’existe
qu'un nombre fini d’éléments de discriminant D donné pour tout nombre rationnel
D=0 (et tous ces éléments sont effectivement déterminables). On peut aisément
vérifier que la condition concernant M est nécessaire. A cette fin considérons un
module M={u,, ..., %,} tel que 1, %, ..., «, soient Q-linéairement dépendants. Si
(29) admet une solution (x,, ..., X,,) en entiers rationnels et si w0, + ++ +t,, %, €Z
avec des entiers rationnels u,, ..., u, non tous nuls, alors (x;+uy, ..., X, +u,,) €st
également une solution de (29). Ainsi, de la solubilité de (29) il résulte qu’il a une
infinité de solutions (mais on peut effectivement déterminer un ensemble fini de
solutions (xy;, ..., X,) (i=1,...,7) tel gqu’on ait, pour toute solution (x,, ..., X,,),
(e —x1) 0+ ... +(x,,— X)) 2, €0 pour un 1=i=/).

Soit ensuite en particulier O un ordre du corps de nombres algébriques K de
degré k=3 et soit 1, o, ..., #_, une base de O. Alors il est bien connu que

(32) Dy;o(0y Xy + -+ + W1 Xg—y) = [F(xy, .. Xg-1)]* Do

ou D, signifie le discriminant de O et F(x,, ..., X,—1)€Z[x;, ..., X;—,] est une forme
k(k—1 :

(—2—)° Si a=0 x4 +a,_1x0_,€0 (x], ..., x}_1€Z),
alors F(xY, ..., xp_1)=1I(x) est I'indice de « dans O. C’est pourquoi la forme F(x,, ...
..y X—q) €St appelée «index form» de la base 1, oy, ..., o, de O. (Pour un exposé
détaillé des «index forms» du troisiéme degré voir [8].) (32) assure le lien entre les
nombres algébriques de discriminant donné et les équations diophantiennes du
type F(xy, ..., Xx—y)=a, ou F(xy, ..., X;—,) est un «index form» (dans le cas k=3
voir B. N. DELONE et D. K. FADDEEV [8] et T. NAGELL [14]).

décomposable de degré

Corollaire. Soit K un corps de nombres algébriques de degré k=3 et soit O un
ordre dans K avec une base 1, 04, ..., %y, ot H(oey)=H (i=1, ..., k—1). Désignons
par F(xy, ..., Xy_4) le «index form» de cette base de O et soit x=9 (k—1) (k—2) une
constante. Si (Xy, ..., X,_,)€Z*~1 est une solution de I’équation

(33) F(xy, ..., Xk—q) = a (a #= O entier rationnel),

alors on a
: mka 1(|-’l'i[) = EXp {"19|aHk_l|x}-
=i=k—

ol ¢9=Cyq(k, %) est une constante positive calculable effectivement.

Si en particulier Oy est I'anneau des entiers de K avec un index form F(x,, ...

.y Xg_q1) €t a= +1, alors on peut déterminer toutes les solutions éventuelles de

F(xy, ..., X—y)= + 1 et ainsi tout € Oy pour lequel Oy = Z[«] (voir encore le Corol-
laire 3.3).

Il est connu (voir B. N. DELONE et D. K. FADDEEV [8]) que toute forme irréduc-
tible F(x, y)€Z[x, y] du troisiéme degré est le «index form» d’une base 1, o, o,
convenable d’un ordre convenable et, en connaissance des coefficients de F(x, y),
H () et H(x,) peuvent étre aisément déterminés. Ainsi de ce dernier Corollaire ré-
sulte un cas particulier (le cas des équations cubiques) du célébre théoréme de
A. BAKER [2] concernant I’équation de Thue.
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6. Démonstrations

La démonstration du Théoréme 1 est basée sur la démonstration de notre
Théoréme 2 publié¢ dans [12]. Nous conserverons les notations de [12] et nous n’en-
trerons dans les détails de la démonstration que 1a ou elle est différente de celle donnée
dans [12].

Nous remplacerons le Lemme 2 de [12] (Théoréme de A. Baker [1]) par un
théoréme récent de H. M. Stark [20].

Soient «,, ..., a, des nombres algébriques non nuls de degré =n et de hauteur
H()=A4; (i=1,...,m), ou A;=e pour tout i. Désignons par loga,, ..., log«,
les valuers principales des logarithmes. Alors il est vrai le suivant.

Lemme 1. (H. M. StArRK [20]). Soient f,, ..., B,, des nombres algébrigques de
degré =n et de hauteur =B. Si B<H"Y*H =0, §=0 des constantes et si

0 < |p,log oy + ++- 4B, log a,,| < e~%,

alors

» 1+e
J=1

Ol Cag=Cqy (M, n, ¢, 8) est une constante positive effectivement calculable.

Nous appliquerons ce profond résultat dans le cas particulier ol f;=b,;€Z (i=
=1, ..., m). Plus précisément, nous utiliserons sa conséquence que voici (pour la dé-
duction voir [2], p. 176): Si les o; ci-dessus et les nombres entiers rationnels b, , ...
..y b,y de valeur absolue = B satisfont a

(35) 0= ]r:z',’l af,;";l‘—am| Y e

et mB—<=H"%" alors on a (34).

Dans la suite soit K un corps de nombres algébriques de degré ny, son régulateur
soit R et la valeur absolue de son discriminant soit D. Si K=Q(x), désignons par
a®), ..., o) les conjugués de a ordonnés de telle maniére que @, ..., a® soient
réels et a*1, . a**" soient des conjugués complexes de a*+**+1) a(s+2) regpec-
tivement (s+2t=ng). Posons r=s+1—1, soit e;=1 pour i=1, ..., s et ¢=2 pour
i=s+1, ..., s+ Enfin, désignons par /i(z) le maximum des valeurs absolues des
conjugués de .

Lemme 2. (H. M. Stark [21]). Soit r=1. Il existe des unités indépendantes
Nis ...y N, dans K vérifiant

(36) [Tlog A; = ¢y R = ¢y (log D)'s~1 D2,

i=1

oit A;=max (e, hin j)), de plus les valeurs absolues des coefficients de I’inverse de la
matrice |e;log P (i, j=1, ..., r) sont =cyy, 0l Cy, Csy €t Cyy sONt des constantes
positives effectivement calculables qui ne dépendent que de ny.
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Démonstration: voir [21], p. 253—254.
Considérons les solutions (f,, f., ;) de 'équation

(37) Pr+PBs+Ps =0, BBy #0

en entiers de K. Appelons les solutions (f;, s, Bs) et (B, fs, f3) associées, quand
(BY. B, B3)=(eP1. &P, efs) avec une unité & de K. Soit n=max (ny, 4) une constante.
Le lemme suivant est une amélioration du Lemme 4 dans [12].

Lemme 3. Avec les notations ci-dessus soient G=1 et ¢=0 des constantes et
soit (By, B, Ps) une solution de (37) en entiers de K vérifiant

(38) NkgB)l =G (i=1,2,3).
Alors il existe une solution (B, Ba, Bs) de (37), associée a (B,, . Bs), telle que

(39) h(B;) < exp{ca[R*(logG + R)]'*%} = exp {es[cd; (10gG +¢3)]' ) (i = 1,2,3),

ot cy;=(log D)"YV D et cyy=c5y(n, 2), cog=ca5(n, €) sont des constantes positives
effectivement calculables.

Démonstration. Nous suivrons la démonstration du Lemme 4 de [12].

11 suffit de considérer le cas ou r=0. Soit (f,, f.. f3) une solution de (37) avec
la propriété (38). Considérons un systéme d’unités indépendantes n,, ..., n, satis-
faisant a 1'assertion du Lemme 2. Nous obtenons (20), (21) et (22) dans [12], avec
¢y;R au lieu de n*cy (ou ¢y; est une constante positive effectivement calculable qui
ne dépend que de n). On obtient, de la méme fagon que dans [12], que

H [l] < G2exp {css R).
Vi
Soit maintenant dans I'équation (22) de [12] X = max il Y=1n=1:?5xr |yil et

(40) X =Y = cy(logG+R)

avec une constante c€y=~Cq9(n)=0 effectivement calculable qui sera déterminée
ultérieurement. Comme dans [12], la constante ¢’ soit déterminée de telle maniére

que . o
X = |log|y("/Bi|| = max |log [y?/Bi )]

ol ¢’ est supérieur a une constante positive cso=c3y(n) calculable explicitement
(voir [12]). Pour un indice / convenable on obtient (voir [2] et [12])

]Bi('l'}| - logG+rMR—:—x£ elosG-I-cnR—-?
|v2”| ) '

Si ¢o9=2ncy¢" 1, alors d’aprés (40) on a

’,

c'Y
n

log G +c¢ R— = —cCgl,
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ol ¢y =¢[2n= ¢yy/2n. 11 en résulte que

F l(“| | y““ (hx hx [ ( }y —-a¥

; = ) u - hy )y —

‘-'_F .."_mq] 1 __}I r] = rh ¥1 _“}1 ."+Tj e "
‘}2 | | f..” ]2

oU d=cy/2n=0. £=0 étant une constante arbitraire, d’aprés la remarque qui suit
le Lemme 1 il existe une constante positive ¢;,, effectivement calculable et ne dépen-
dant que de n et ¢, telle que

r 14-¢
Y < cy [log o ]Z log H(’Ij)] :
J:

ou A,.,=H(ys/y.). Avec la notation A4;=max (e, h(ny) (j=1, ...,r), en vertu de
la majoration
H@n;) = (2h(ny)y = 2" 47},
nous avons
1+¢

Y < cu (log 4,1 [T log 4,
J=1
Mais d’aprés le Lemme 2

[[log A; = ¢y R = cgs(log DY~ DV?
i=1

avec les constantes ¢,,;, >0 figurant dans le Lemme 2. Comme

log 4, = ¢3;(log G + R),
on obtient

(4]) Y < Css[R(logG"!" R)]l‘i“ = (a7

avec des constantes positives c3;=0¢35(n) et cya=cq5(n, €) qui sont effectivement
calculables.

Il en résulte que pour I'un au moins de X et Y, par exemple pour Y on a (41).
Alors (suivant la démonstration de [12]) d’aprés le Lemme 2 /i(n;)<exp {cy R} et

pA 4
h(By) = h(Bs)+h(B2) = h(ys)+h(ye) [,H h(n,-)"x"] =
=1
= Gl”"'xe"uk 8 Gk @Car R+cgurR(ng —~1)cg, =
= exp {cz9 Regr} = exp {cyo[R*(log G + R)]' ) =
= exp {cy[c3;(log G + ¢y5)] 4},

oll ¢y = (log D)" 1DV et cgq, €4y, €5y sont des constantes positives, effectivement
calculables, dépendant seulement de ¢ et ». La majoration obtenue est évidemment
valable aussi pour /h(f5). h(fs).

Lemme 4. (H. M. STARK, [22]) Soient K, ..., K, des corps de nombres algéb-
rigques et soit M=K,...K,. Si [K;:Ql=n; et m=[M:Q), alors pour leurs dicriminants
on a

Dy g D’:.”‘
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Nous aurons encore besoin du lemme suivant.

Lemme 5. Soit f(x)=ayx*+a;x* "'+ .- +a, un polynéme a coefficients réels
tel que |ay|=1. Soient A, B, C, ¢ des constantes et « un nombre réel vérifiant

1 =A4=|ay, |ay|+ ... +]|a| =B

et
|[f(@) =Clafe, |¢| =1, O0=p<k.
Alors
5 1 1
) = [(Brayne-en . ™ = )
Démonstration. D’aprés I’hypothése
Clale = |f(@)| = |apo*| = |ay0* ' + - + @] = Aa]* — Blaf*~?,
d’ou
(42) C/A = |a|*~e[ . AN
|t
Si B=0 ou C=0, on obtient immédiatement la majoration désirée. Soit donc
B, C=0. Ici on peut supposer 1—%]“1}0.
Considérons d’abord le cas ou k—p=1. D’aprés (42) il résulte que
|| = max {O'(C,JA)‘-"‘*“”, 5 i i B/A}

pour tout 6= 1. Vu que o (C/A)"*~®, comme fonction de o, est strictement croissante

o
c—1
atteint son minimum lorsque les deux membres sont égaux. En exprimant ¢ de
I’équation obtenue de cette maniére, on déduit

la| = BJA+(C|A)V*-0,

sur I'intervalle (1, =) et B/A est strictement décroissante, la fonction de droite

Considérons ensuite le cas o 0=k —p<=1. Du (42) il résulte que

(Clay-0, D2 }

|| = max {(___l e v

pour tout 0=6<1. Au coté droit considérons les deux membres comme fonctions
de o. Le premier est strictement croissant sur l'intervalle (0, 1) et le second est stric-
tement décroissant. La fonction de droite atteint donc son minimum lorsque les
membres sont égaux. Par conséquent, on a

2] = [(B/A)~¢ +ClA]/~0

et notre proposition se trouve démontrée.

Démonstration du Théoréme 1. Nous démontrerons le théoréme en plusieurs
étapes. Nous prouverons d’abord I'assertion du Corollaire 1.5.
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Considérons tout d’abord le cas particulier j=0, g,=1. Au cours de la démons-
tration nous suivrons la démonstration de notre Théoréme 2 obtenu dans [12] et
nous ne détaillerons que les modifications nécessaires. Dans la suite ¢, ¢y, €11, Cy2
et ¢y, signifieront les constantes figurant dans [12] (qui différent des constantes utilisées
aux paragraphes précédents).

Nous supposons d’abord que f(x) est irréductible sur Q. Dans le cas k=2,
on obtient trivialement, d’aprés [12], | f*||=|D(f)| pour un f* convenable. Si k=3,
dans [12] le degré n;;; de K;j est =k(k—1)(k—2)=n. Q(a), Q(aV) et Q (") sont de
degré k et leurs discriminants sont en valeur absolue =D,=D. Ainsi, en employant
le Lemme 4, dans (28) (voir [12]) on peut prendre

|DKU;| = DS(k-l)(k—2) = ¢y,
de plus, si L=_Q(x) est une extension normale de Q, nous obtenons
|DKUI" é D - C'g.

Soit ¢=0 une constante qui sera déterminée ultérieurement. Posons ¢;, = (log ¢)" 'V ¢o
et ¢;o=D"". En appliquant notre Lemme 3 au lieu du Lemme 2 de [12], on obtient

max h(B{") < exp {5'42["%1 (¢ +1log C'lo]]lﬂ} = (12

1=s5=3
avec une constante positive ¢, = ¢, (k, &) effectivement calculable.
: k—1 ; g : .
Soit x=x,>9 [ 5 ) une constante. Suivons la démonstration donnée dans [12].

x

AT
m—i, il résulte que

En calculant avec cy= D3*-D(*-3) et g=

(43) H@) = |If*]| < ci§" = exp {cys D*},

ou g3 =Cya(k, %) est une constante positive effectivement calculable.

Si Q(x) est une extension normale de Q, en calculant avec ¢,= D, dans (43) il
suffit de supposer que x=3/2.

Enfin, supposons que f(x) est réductible et soit

fx) = /i(x) - £r(x)

sa décomposition en polyndmes irréductibles dans Z[x], lorsque 0<|D(f)|=D
pour tout 1=;=r. Par suite de (43) il existe un polynéme f;* équivalent a f; tel que

”ﬁ*" = €Xp {Ci(kh x;)Dki} (f — ]) aeey l"),

7 r ki—1 S . ;
ou k;=degf;, x;=9 l ‘2 ] et la constante positive c¢;(k;, x;) est effectivement

calculable pour tout i. Cela implique
Ifi*ll < exp {cau(k, ) D} = c3p (i =1,...,7),

d’ou il s’ensuit (voir [12]) la majoration désirée.
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Considérons ensuite le cas j=0, a,1 (dans le Corollaire 1.5). Soit f(x)=
=aggxX*+a, x* 14+ ... +a, € Z[x] (k=2) et considérons le polyndme F(a,x)=/(a,x)*+
+a,(ayx) 1+ +ag ray=ab " (x), ou F(y)=y*+a,y* 14---+di1a, € Z[y] est
unitaire. On peut aisément vérifier que

ID(F)| = |ag/* D=3+ |D(f)].

2 k-1 ; : : T
Soit #=9 ( s ) Comme nous I'avons démontré précédemment, il existe un acZ

tel que
IF*|| < exp {eqs (k, 2)| D(F)*},

ou F*(y)=F(y+a). Soient t, ¢’ des nombres entiers vérifiant a=a,t+1",0=1"<a,| et

5 t E x
soit s On voit facilement que
0

k k—1
F*(apx) = F(agx +a) = a1 [ao [x%——;] +a [.\‘+-§-] + e +ak] = at~ h(x).
0 (1]

Cela entraine h(x—n)=f(x+1)=f*(x)€Z[x] et
|hl = max (|aq|, | F*|),
d’ou, par suite de |a,|=4 et |D(f)|=D, pour k=3 on obtient

(44) IF*ll = max —-— e ( )l = cyllhll = exP{Cﬂ[A(k_l”*'!)D]x}

D=isk

avec une constante positive ¢,, = ¢,; (k, %) effectivement calculable. Enfin, en utilisant
la majoration obtenue dans le cas k=2 et a,=1, si k=2 il résulte que

(44) |f*]l = 34D.

Dans la suite nous étendrons I'assertion démontrée ci-dessus au cas j=0. Soit
O-c;{k 2 un entier et soit 0<]D(f”’)|'=:Df Comme nous I'avons démontré
ci-dessus, il existe un polynéme fU(x—a), équivalent a fU)(x), satisfaisant a (44)
ou (44"). Autrement dit, si

Y b - . k_ j — |
[*x) =f(x—a) = apx*+a;x* 1+ - +a;, k—j=3 et x> 9( 5 ],

alors .

max (ai]) = 1f*O < exp {cw[d* T DD DI} = ey
avec une constante positive ¢,s=c,s(k, j, %;) effectivement calculable, et si k—j=2,
alors (avec le choix a; =a,) on a

max (la]) = 2k*AD_s = cl.

Considérons la forme de déterminant de D(f*U-1). Développons-la et considé-

rons-la comme polynéme en a; _ .,
(‘fU !})_ D(I*U 1))—A0a j+l+Ala‘-‘{.]1+ '+Ak—j-
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Soit d’abord k—j=3 et appliquons le Lemme 5 pour majorer la;_;,,/. Ici
k=J
(Aol = i“ri”‘_Jf+1 o ;Zl 4] = C.-,n(k,f)[“n["fék"".

Par conséquent, d’aprés le Lemme 5 on a

. . D fUD) k=)
ak—j1] = A~ Dego(k, j)cast 9 +- ¢ T ) =

1/ (k=j
DY4-»

= exp {csl[A(*'f"lJ(l-j-'-’) D_,]"J}-f— .

En répétant ce procédé successivement pour |a@;_;4sl, ..., |ai|, il résulte que

D}gg—n]m—;+1)+

1171 < e[ (exp et s-ns-n p oy DA
DY k=j+1) 2 E=+2) =1 Py k-1
f+) Tk ofa st R o

(45) + A i

avec des constantes positives ¢z =csa(k, 7, ;) et cs3(k, j) effectivement calculables.
Si j=k—2, en calculant avec cj,, il résulte que dans (45) on peut prendre

(2k%AD,_,)* au lieu de exp {czo[4*~/"DE=i=2 D Jx}.

Comme
f(—\) =f*(x+ﬂ) =f*(ﬂ)+f¥x+,__+f*;::(a)xk’
: R
ai'—”m (l:o_‘_._,k)

o : ; k .
est un polyndme de degré i en a et son coefficient dominant est L.]au. Substituons
ces formes de a,, ...,a, & F(x,, ..., x;). En vertu de la restriction concernant %,
ZF (ay, ..., @) sera un polynéme de degré m en a, c’est-a-dire on peut écrire
f(al, uw ,a*) -_ Boa"-i-Bla"'_l-}- nRE +Bm = g(a),

ou g(x)eZ[x].
Dans (1) le membre de droite

T lf*® @) |’

Considérons le cas ou |a|=kL;. Alors

F|\f|* = (A+ 1) F-|a*
et ainsi

(46) g(@)| = (A+1)°F-lal*.

11D
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Appliquons le Lemme 5. Si dans #(x,, ..., x;) un terme de la forme bxi... xj,
M . . k i . -

aprés la substitution x; =a, (:‘ a' (i=1, ..., k), sera de degré m en a, alors son coeffi-

cient sera divisible par al}* !, d’ou

(47) |By| = A.

. P m fﬂk i) (ﬂ)

Nous allons majorer ensuite la somme 2’ |B;|. Substituons x;= =1 a un
_1 -

terme arbitraire bx}'... xj de # et puis ordonnons-le suivant les puissances décroissan-

tes de a. La somme des valeurs absolues des coefficients est majorable par

(S ) () (6) ]2 g = iy,

ol ¢;;=c¢;5 (k) est une constante positive effectivement calculable. Comme dans

eg ﬁ"' k] =¢ des.F

F le nombre de termes est -“[ , il en résulte que

i;; |Bi| = ||F ]| (cs6 Lj)ds*

avec une constante c;z=cz5(k)=0 effectivement calculable. Appliquons maintenant
le Lemme 5 pour g(x). Nous aurons

in (—=— 1) _max ;, 1
B TGN 2 [(A+1 )ff‘]mm(m"“' ]] =1
i [[ A ] H )

qui est évidemment vrai aussi dans les cas ol |a|=kL;. Enfin, si |a|>2*% alors

1l = max{'f ”“’} Ala + KL, lal=? = |af=1(A]a| + kL) =

= {0 ey it (a4 1yl Ny

avec une constante ¢;;=c¢5;(k, j, %;)=0 convenable qui est effectivement calculable,
ol, dans le cas m=k, le facteur A figurant devant la paranthése {...} peut étre
omis et (A+ 1)" peut étre remplacé par 2°. Cela est évidemment vrai aussi pour
la|=2* et ainsi notre théoréme se trouve démontré.

Démonstration du Corollaire 1.7. Appliquons le Corollaire 1.5 dans le cas j=0.

Soit x=9 (k ; l] une constante. Il existe un f* équivalent a ftel que

17*Il < exp {cs[A*DE=DID(f)[}} = L.
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On en déduit _
If*P) <ecsely (j=0,...,k=2),
DY) = IDU*D)| = egpd - Lt=H~2 =
= exp {ceo[A* V2 [D(f)]]}

avec des constantes positives czs=cCss(k, J), Cs0=Cs0(k,J), Co0=Ceo(k,j, #) qui sont
effectivement calculables.
Pour démontrer les Théorémes 4 et 4’ nous aurons besoin des lemmes suivants.

d’ou

Lemme 6. Soient f(x), g(x)€Z[x] des polynémes unitaires irréductibles de degré
p=2 et n=2 respectivement. Supposons que les racines de f(x) sont réelles et f(x)=0
implique que Q () est primitif (c’est-a-dire, soit par exemple p premier) et que le corps
des racines de g(x) est une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps

totalement réel. Si
D(f) = {2g"" ()}~ D,
alors g( f(x)) est irréductible sur Q.

Démonstration: voir dans [9].
Lemme 7. Soit f(x)€Z[x] un polynéme unitaire de degré p,2=p=3, et soit
g(x) un polynéme unitaire avec la méme propriété que dans le Lemme 6. Si
D(f) = {2g'"(O)}P*~D (n = degg),
alors g( f(x)) est irréductible sur Q.

Démonstration: voir dans [9].
Enfin, nous utiliserons le lemme suivant qui (sous une forme un peu différente)
se trouve également dans [9].

Lemme 8. Soit f(x)€Z[x] un polynéme unitaire ayant des racines réelles
avec corps des racines L et soit g(x) un polynéme ayant la propriété donnée
dans le Lemme 6. Soient a,, ..., o, des racines distinctes de f(x). Si le graphe des
couples (u;, o) vérifiant

[NL,rQ(ai_ak)l = {28”"(0)}”:0] (n = degg)

contient un sous-graphe connexe ayant s sommets, alors g( f(x)) n’a aucun diviseur irré-
ductible de degré <s degg sur Q.

Démonstration du Théoréme 4. En vertu du Lemme 6 il suffit de considérer
le cas ou

(48) 0 < D(f) = {2g""(O)}>~".
En appliquant maintenant le Corollaire 1.6, nous obtenons immédiatement (21).

Démonstration du Théoréme 4 . En conséquence du Lemme 7, il suffit de consi-
dérer les cas ou D(f) vérifie (48) ou D(f)=0. Mais, d’aprés le Corollaire 1.6, (48)
implique (21). Supposons D(f)=0 lorsque f(x) posséde des racines multiples. Si
f(x) n'a pas deux racines différentes, c’est-a-dire si f(x)=(x—a)? pour un acZ,

11*
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alors f*(x)=f(x+a)=x? satisfait a (21). 1l reste a prouver (21) dans le cas ou f(x)

est de la forme
Sx) = (x—a)(x—-b)?,

ou a, b€ Z. Appliquons le Lemme 8 pour g(x) et f(x). Soit en particulier L=Q.
Si |b—a|>2g¢""(0), d’aprés le Lemme 8 g(f(_x)) est irréductible. D’autre part, si
\b—a|=2g""(0), alors pour f*(x)=x*(x—(a—b)) équivalent & fon a

e 14 = 2¢'"(0),
et cela implique (21).

Démonstration du Théoréme 7. Soit (x,, ..., X,,)€Z™ une solution arbitraire de
I'équation (29). Avec la notation f=ux;+ - +a,X, on a Dg,(f)=D=0, ainsi
P est un élément primitif dans K. Si a désigne le plus petit commun multiple des
dénominateurs de «,, ..., a,, alors a=A4 et of =aw; (i=1, ..., m) et f'=af =03 x;+ -+
40, X, sont déja entiers et

|Dxjo(B)] = A**-D|D|.

Employons le Théoréme 3 et la remarque qui suit le Théoréme 2. Il existe donc un
B* = xo+ 01 X1+ ... +0nXm (Xo€ 2),

équivalent a f’, pour lequel
h(B*) = kH(B*) < exp {cge|A**~Y D[}
et
h(B*) = kH (B*) < exp {cgs[| Dx[** 0“2 (|D[**~DE=H7 1 Jog |4 D])]' +4},

ol cgo=Cgalk, %) et cga=cgq(k, €) sont des constantes positives effectivement calcu-
lables.
Considérons les conjugés p*M=p* ..., p*® de B* sous la forme

(49) B*" = xo+ O x;y + - + O, (=1, ..., k).

Comme 1, o, ..., ®, sont Q-linéairement indépendants, 1, «y, ..., «,, sont également
QO-linéairement indépendants. Par conséquent, 1, a3, ..., %, peuvent étre étendus
en une base de K, et ainsi il existe des indices iy, ..., i, tels que

1 aflo .. a;'“n)l
4= 2£ 0,

1 aflm ., ylim)
A est entier algébrique et tous ses conjugués sont des déterminants de cette forme
(avec des indices iy, ..., i,, convenables). Parmi les conjugués de 4 il y a au moins
un de valeur absolue =1. Nous pouvons supposer que |4|=1. Considérons dans
(49) les iy, ..., i,-iémes équations. En exprimant x, ..., x,, du systéme d’équations
obtenu, d’aprés I'inégalité de Hadamard on obtient pour tout 1 =i=m

(m+1)™*D2h(B*) [T h(a))
x| = 2 e = (AH)" ! exp {ces|A**~V D|*}

avec une constante cgy = cg(k, 2)=0 effectivement calculable. Nous pouvons obtenir
(30) d’une maniére analogue.
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Démonstration du Corollaire du Théoréme 7. Soit (xy, ..., Xy_1)€ Z*~" une solu-
tion arbitraire de I'équation (33). Désignons par D, le discriminant de I'ordre O.

On a,

d’une part,
Dy jo(oyxy+ +++ + 01 Xxmy) = [F(xys ooy 5k )P Do = @+ Dy,

et d’autre part, en conséquence de h(x)=kH(x;)=kH,

Enfin,

ol ¢4

[ A.
2] A.
3] A.
[4] A.
(5] B.
[61 A.
(71 B.
18] B.
9] K.
[10) K.
(1] K.

[12] K.
[13] K.
[14] T.
[15] T.

[16] T.
[17] T.

[18] W.

[19] C.
[20] H.

|Do| = k-1 H3*-D),
d’aprés le Théoréme 7, il en résulte que

f - k—1|x
(max (bxi]) = exp {cgs|lal* "]},

=cg;(k, ») est une constante positive effectivement calculable.
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