Uber die Zerlegungsgleichheit

Von S. KANTOR (Debrecen)

§ 1. Einfiihrung

Bei der Axiomatisierung von Fldche und Rauminhalt haben diejenigen Unter-
suchungen eine groBe Bedeutung, die ausgehend von dem Zerlegungssatz Farkas
Bolyai's [2] durchgefiihrt wurden. Dieser Satz besagt, daBB zwei in einer Ebene
liegende Polygone von gleichem Flicheninhalt in endlich viele paarweise kongruente
Polygone zerlegbar sind. (Die Polygone mit gleichem Fliacheninhalt sind zerlegungs-
gleich.)

Die Hauptfrage der Verallgemeinerung auf den Raum wurde von D. HILBERT [5]
in seinem dritten Problem formuliert, und dieses wurde von M. DEHN [3] nach
einigen Monaten teilweise gelst. Er gabeine notwendige Bedingung fiir die Zerlegung
zweier Polyeder in zueinander kongruente Teilpolyeder; er zeigte, daBl bei Tetraedern
gleichen Volumens — bei gleicher Grundfliche und Héhe — diese Bedingung
nicht immererfillt ist. Erst unlingst gelang P. SyDLER [7] der Beweis, daBB die
Bedingung von M. Dehn nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend ist.

Unterdessen wurden die Untersuchungen auf die Zerlegung von Mengen in
Teilmengen ausgedehnt. S. BANACH und A. TaArski [1] haben die Ergebnisse zu-
sammenfalt, aber diese konnen auf Grund des Hausdorff’schen Paradoxons — auch
zwei Kugel unterschiedlichen Rauminhalts kdnnen bei einer solchen Zerlegung
zerlegungsgleich sein — nicht zur Begriindung des MaBes benutzt werden.

Bei einer anderen Richtung der Verallgemeinerungen wurde bei der Kongruenz
der Teilpolyeder nur eine Untergruppe der Bewegungsgruppe verwendet, wobei
die Untersuchungen auch auf héhere Dimensionen ausgedehnt wurden. Ein groBer
Teil der Ergebnisse stammt von H. HADWIGER [4].

In dieser Arbeit fiihren wir entsprechend der Verallgemeinerung der erst-
genannten Richtung eine Zerlegung in Teilmengen durch, verwenden aber hierbei
nur Jordan-meBbare Teilmengen um das Haussdorfl’sche Paradoxon zu vermeiden.
Der Durchschnitt von zwei Teilmengen einer Zerlegung ist — wie bei der elementar-
geometrischen Zerlegung — eine Jordan-Nullmenge. Bei dieser speziellen Zerlegung,
die eine Verallgemeinerung der elementargeometrischen Zerlegung ist, kdnnen
wir nicht nur die einfachen Eigenschaften der allgemeinen Zerlegungsgleichheit,
sondern auch den Subtraktionssatz beweisen. Das Problem von Hilbert ist auch
bei unserer Zerlegung interessant und noch ungelost. Wir werden dieses Problem
fiir eine Klasse der Teilmengen — fiir die sogenannten Quasipolyedern — in dem
folgenden Teil dieser Arbeit 16sen.
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Wir benutzen auch die Methoden und Sédtze der anderen Verallgemeinerungs-
richtung: wir arbeiten mit einer Bewegungsgruppe und in einem mehrdimensionalen
Raum.

§ 2. Definitionen und Bezeichnungen

Im n-diemsionalen euklidischen Raum ist der zu den ganzen Zahlen p=0,

P1s P2s - Pn gehOrende Basiswiirfel diejenige Menge K(p, p;), deren Punkte P(x;)=
€K(p, p)) das Ungleichungssystem

1

Eiié xgééjﬁj;'

i=12..,n0)

erfiillen.

Im Falle eines festen p nennen wir die Menge der Basiswiirfel K(p, p;) ein
Wiirfelgitter des Raumes, das die Feinheit 1/p besitzt.

Von den Teilmengen des Raumes setzen wir in dieser Arbeit immer voraus,
daB sie gemdB des auf dem Wiirfelgitter basierenden Jordan-MaBes meBbar seien.
Also ist die Menge der Randpunkte einer Menge in endlich vielen Basiswiirfeln
mit beliebig kleinem Gesamtvolumen enthalten.

Mit 0 bezeichnen wir die Menge mit dem MaB Null und mit u4 bezeichnen
wir das Mass der Menge A.

Mit I'; bezeichnen wir die vollstindige Bewegungsgruppe des Raumes, die
Gruppe der Verschiebungen wird mit I’y bezeichnet. Von einer Bewegungsgruppe
I' setzen wir in dieser Arbeit immer voraus, daBl sie I'; enthdlt.

Die Bewegung g¢I' iiberfiihrt die Menge H in die Menge Hg. Die zu inverse
Bewegung wird mit g~! bezeichnet.

Die Mengen H und H’ heiBen I'-zerlegungsgleich, in Zeichen H L H’, wenn
die nachfolgenden Bedingungen I—III erfiillt sind:

L H=\JH,und H' = |J H/

i=1 i=1
1. HNH;=0G(#j) und H/NH; =0( #j)
lll. ﬂg,Er SO, daB Higl' = H; (.f. = l, 2, aany ")

Die Mengen H und H’ heiBen I-ergiinzungsgleich, in Zeichen H <'H’, wenn
es Mengen K und K’ gibt, derart, daBB die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

HNK=0, H'NK’ =0, KK und (HUK)XZ (H'UK).
Wenn H(1K#0, und H(K bei der Zerlegung der Menge H!JK zweimal ver-

wendet werden soll, dann gebrauchen wir statt HUK die Bezeichnung H| | K.
Von einem Polyeder setzen wir nicht voraus, daB er zusammenhéngend ist:
die Vereinigung zweier Polyeder ist immer ein Polyeder.
Die Menge aller Randpunkte einer Menge wird Rand der Menge genannt.

§ 3. Die Grundeigenschaften der Zerlegungsgleichheit
Satz 1. Die I'-Zerlegungsgleichheit ist eine Aquivalenzrelation.

BEwWEIS. Reflexivitit und Symmetrie sind auf Grund der Definition einleuchtend,
und so beweisen wir lediglich die Transitivitit.
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Sei HA H’ und seien H, bzw. H (i=1, 2, ..., n) Mengen, die den Eigenschaften
der Relationen I, II, III geniigen. Bei der Relation H’ < H” bezeichnen wir die
Teilmengen mit H; bzw. H (j=1,2, ..., m).

Seien fur die Werte i=1,2,...,n und j=1,2,...,m die Bezichungen H;;=
=H;,NHjg* giitig, wo fiir dle Bewegung g€l die Relatlon H,g;=H, erfiillt ist,
sowie die Beziehungen Hi=H]NH/f;" giltig, wo fiir die Bewegung f;€I" die
Relation Hj f;=H] erfiillt ist.

Offensichtlich smd hier H;; und H/; Jordan-meBbare Mengen.

= [ o) - o i) -

= U (HiNH'g") = CJ H,=H

UH;= 0 |U @ NH f; 1)] U |an] U H;)g-l]] -

i J Jj=1Lli=1
- jgl(HfﬁH’ﬁ'l) = ng H =H"
Fiir diese Mengen gilt auch die Eigenschaft II:
H,;NH, = (H;,NH;grYN(HNH gi") = (HNHY)N(Hjgr "NHgi') =0

ausgenommen den Fall i=k, j=I, weil im Falle ik die Beziechung (H;\H,)=0,
und im Falle i=k aber j=/

Higr'NHigi* = (A;NH)g ' =0

gilt. Auf dhnliche Weise erhalten wir, daB mit Ausnahme von i=k, j=/ die Beziehung
H{;N Hy;=0 gilt. SchlieBlich ergibt sich auf einfache Weise, daB auch die III. Eigen-
schaft der Zerlegungsgleichheit erfiillt ist. Es gilt ndmlich

Hygfi' = (HiNH g e fi* = Higifi *"NH 7' = H{ f7'NH] = H];.
Satz 2. Die Zerlegungsgleichheit ist additiv, d. h. aus
HAH, KXK', HNK=0, H'NK' =0 folgt (HUK)X (H UK.

Zum Beweis geniigt es zu bemerken, daB wenn fiir die Zerlegungen H=|JH,,

i=1
U H{ und die Zerlegungen K= U K;, K'= U K; den Eigenschaften II und III
der Zlgrllegungsglelchelt geniigen, dei JI:l/Ilengen
H;, falls l=i=n
oo B {K,-_,,, falls n+1=i=n+m

H, falls 1=i=n
K{_,, falls n+l=i=n+m
offenbar eine gesuchte Zerlegung der Mengen HUK bzw. H’ UK’ darstellen.

(HUK); = !

6 D
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§ 4. Uber die Erginzungsgleichheit

In diesem Paragraphen bewiesen wir nur einen Satz, der aber von groBer
Wichtigkeit ist. Aus diesem Satz folgt sofort, daB die I'-Ergdnzungsgleichheit im
wesentlichen zur I'-Zerlegungsgleichheit dquivalent ist.

Satz 3. Ist H=0 und HX H’, dann folgt HX H’.

BEWEIS. Seien K bzw. K’ zwei Mengen, derart daB HNK=0, H'NK =0

und (HUK)L (H'UK’) gelten. Die in der Definition der I'-Ergénzungsgleichheit
auftretenden Zerlegungen derselben mit den gewiinschten Eigenschaften sehen
folgendermaBen aus:

HUK =
= U(HUKY, H'UK' = J@HUKY, (HUK)g = HUKY) (i=1,2..,n)
i=1 i=1

m m
K= ‘U1 KJ‘; K’ = le KJ’, K}j} = K; (} = ], 2’ 555 ")_
= =

Wir brauchen uns nur mit dem Fall zu beschiftigen, in dem die Beziehungen

(HUK), C H, falls 1 =i=k
(%)
(HUK), €S K, falls k+1=i=n

erfiillt sind, sowie (HUK),=0.
Die Zerlegungen

HUK = { 91 [(HUK),-HH]}U { ;gl [(Hux),nx]}

und

H'UK’ = { U [(Hux).-nmg.} U{Cl [(Hux)mxlg.-}

besitzen némlich auch der in Definition von (H\UK) X (H’\UK") geforderten Eigen-
schaften II und III, und sie haben bei einer geeigneten Indizierung der neuen Teil-
mengen auch die (#) entsprechende Eigenschaft.

Ist H=0, so gilt fiir wenigstens ein i<k die Beziechung (HUK);#0, und so
kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden, daff i=1 ist.
Sei im Raume ein Wiirfelgitter gegeben und sei P, derjenige Polyeder, der durch
die Vereinigung der Basiswiirfel entsteht, welche die Vereinigung der Riénder der
Mengen

(HUKLNK]gr* (G=1,2,...m)

bedeckt. Sei weiter P derjenige Polyeder, der durch die Vereinigung der Basis-
wiirfel entsteht, welche die Vereinigung der Ridnder der Mengen

(HUK);, falls i=>k,
(HUK),NK;gi*, fallsi>k, j=1,2,....,m
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bedeckt. Wegen (HUK),=0 kann das Wiirfelgitter so gewdhlt werden, daB die
Gesamtzahl der Basiswiirfel der Polyeder P und P, kleiner ist als die Zahl der im
Inneren der Menge (H U K), befindlichen Basiswiirfel. Deswegen existiert ein Polyeder
P,S(HUK),—P,, der aus einer Vereinigung von Basiswiirfeln besteht und fiir den

uP, =P gilt, weshalb offenbar auch PL P, gilt.
Wir filhren nun einige weitere Bezeichnungen ein:
P; ist leer, falls 1<i=k und
P;=(HUK);—P, falls i=k,

Py=PgNH (i=12,..,n),
Pu=Pig|'mK; (i=1,2,...,n;j=1,2,...,m).

Diese sind auf Grund der Wahl von P Polyeder, die durch die Vereinigung der
Basiswiirfel entstehen. SchlieBlich sei

H; = (HﬂK);—P,-, also
H,=(HNK)NP, falls i>k, und |J H,=PNK.

i=k
Es ist leicht einzusehen, daf3

H=(H-P)UP,~ (H-P) |) P= [C) HUK),—-PI]CJP=
i=1

i=1 i=1 i=1

- (U7)Oe-wuenxn = (6 8]0 [e-0u( O 1] -

= ,‘L;J] H(]O(P—K)L [ingEgi]O(P_K) -

e [ 0 H..g,.]mg']u[[fj ﬁ,-g,-]ﬂK’]C)(P_K) .

i=1 im]

= (& A ] o[ 0 ) o O )| Dep-r00 =
J=1

i=] =1

= [ _L:‘lgigi]n H’]U[H (HigiﬂK;)]LZI(P—K).

Einerseits ist

C’ H;g,-]ﬂH’ = {U [(HUK);—-Pi]g,-}ﬂH’ =

i=1 i=1

=|U (H\J'K):gi—!Ulpcgf]nH' = H'—IUI(P:ginH') = H'— U Py.

i=1 i=1

Anderseits gilt | (H;g;NK]) = |J {{(HUK);—P]g;N K} =
iJj i

= NIHUK),&NKj—PigiNK;] = -U1 | li.Jj(P,g;ﬂKj) =
bt J= ,

m 5 r 3
= U Kj-UP;~ U xjﬁ-l—gﬂjﬁ-l = K—HP,jﬁ“.

=1 DY TR 1|

6.
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Also erhalten wir
HL[H’—}:JI Pm] U [(K—H P, fiHU(P-K)].

Aus H’ 2 |) P, und uH=pH’ folgt

i=1

KIK=U Py /7 UP—K) = U P,
J

i=1

und so gilt (mit dem Ergdnzungspolyeder |J P;; f;7%)
ij

(K=U Py f7)U@-0 % U P,

woraus wegen [6]
r n
(K' HPufj-l)U(P-K)” ‘UI Py,
folgt. Also gilt in der Tat H~ H’.

§ 5. Bemerkungen

1. Offensichtlich folgt aus H~H’' die Beziehung H 13 Deswegen ergibt
sich aus dem Satz, daB Mengen von einem MaBe ungleich Null dann und nur dann
ergdnzungsgleich sind, wenn sie zerlegungsgleich sind.

2. Das AusschlieBen von Mengen mit dem MaBe Null ist wesentlich, da zwei
Mengen vom MaBe Null, z. B. die leere Menge und die aus einem Punkt bestehende
Menge offenbar nicht zerlegungsgleich sein kénnen, aber dennoch ergdnzungs-
gleich sind. Man ergidnze hierzu die leere Menge mit dem Abschnitt [0, 1] und den
Punkt 0 mit dem Abschnitt (0, 1]. Auf grund von

1 1 I 1 1
[0,1] = [0, 2]U[2, l] [0, 2]U[2 N l] = (0, 1]
sind dann ndmlich die ergdnzenden Teile zerlegungsgleich und auch die Vereinigungen
sind es.

3. Es ist leicht einzusehen, daB fiir alle Mengen (nicht nur fiir die mit positivem
Jordanschen MaB) die I'-Ergiinzungsgleichheit eine Aquivalenzrelation ist, die
auch additiv ist.

4. Wenn wir bei der Definition der I'-zerlegungsgleichen Mengen disjunkte
Teilmengen benutzen mdchten, sollen wir von einer Menge vom MaBe Null absehen
([1] S. 270). Die Mengen H und H’ heiBen I'-zerlegungsgleich mit der disjunkten
Teilmengen, wenn die nachfolgenden Bedingungen I—III erfiillt sind (mit O zeichen
wir die leere Menge):

. H= CJ H, und B = L"JH.-'

i=0 li=0
II. H,ﬂHJ':O (l‘?‘—j) und H;’I'"IH;=0 (f?‘f]), Hg=ﬁ, HJ‘—"O
1. 3g;er so, daB Hgn=H =1L%.:;8
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Es ist leicht einzusehen, daB diese Definition fiir die Mengen mit positivem Jordan-
schen MaB mit unserer Definition dquivalent ist. Auch die I'-Zerlegungsgleichheit
mit der disjunkten Teilmengen fiir alle Mengen (nicht nur fiir die mit positivem
Jordanschen MaB) ist eine Aquivalenzrelation, additiv und mit der I'-Ergéinzungs-
gleichheit mit der disjunkten Teilmengen dquivalent.
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