Verallgemeinerter Summenbegriff in der p-adischen
Analysis mit Anwendung auf die endlichen p-Gruppen

Von L. MARKI und L. REDEI (Budapest)

Kertész Andor in memoriam

In dieser Arbeit werden wir Summen von der Form 2 a; definieren, wobei 7

eine beliebige ganze p-adische Zahl und die a; gcelgnete p-adlsche Zahlen sind.
Kurz gesprochen handelt es sich also um Summen in denen die obere Summations-
grenze eine ganze p-adische Zahl ist. Die Idee, solche Summen zu definieren, ent-
stand aus gruppentheoretischen Bediirfnissen; es hat sich ndmlich gezeigt, daB sie
in der Beschreibung der endlichen p-Gruppen gute Dienste leisten. (Hierauf kommen
wir am SchluB dieser Arbeit zu sprechen.)

In unseren Untersuchungen brauchen wir einige einfache Eigenschaften der
p-adischen Zahlen; hierliber weisen wir auf [3] und [7] hin. Besonders oft werden
wir Eigenschaften von ihnen anwenden, die daraus folgen, daB die ganzen p-adischen
Zahlen mit der p-adischen Metrik einen kompakten metrischen Raum bilden.
(Uber solche Riaume s. [1].)

Wir bezeichnen den p-adischen Zahlkérper mit Q,, den Ring der ganzen
p-adischen Zahlen mit Z, (selbstverstindlich beide mit der p-adischen Topologie
versehen); N ist die Menge der nichtnegativen ganzen rationalen Zahlen und N,
ist dasselbe wie N als Teilraum von Z, betrachtet.

Iy

Eine Folge (a;);cn von p-adischen Zahlen nennen wir zuldssig, wenn lim 2' a;

L B P

stets existiert, insofern (#,),c~ (wie auch spiter) eine in Z, konvergente Folge von
nichtnegativen ganzen Zahlen ist.
’n

Behauptung. Fiir eine zulissige Folge (a;)icw hangt der Grenzwert lim Z‘ a;

R=+oo i=
nur von der Folge (a;)icn und vom Grenzwert 1= lim t, ab, den wir deshalb mit Z a;
A=+ oo i=

bezeichnen.

Bewels. Es sei 7,7 und u,—7t fir n—-<. Betrachten wir die ,,gemischte”
: l‘,‘ n= 2k x - .
Folge (v,)aen mit v'={!q L, die fiir n— = ebenfalls gegen 7 konvergiert.
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Da (a,);-~ eine zuldssige Folge ist, haben wir

lim S‘la—Za;]—O

A-+o0 {i=0 i=0

also auch

Vax a1

O—hm i 2 a+2af]_ llm[Za—_Za]— lim Za—llm "_S'a

i=0 k—ee j= = 00

w. Z. b. w.

Wir bezeichnen mit C(Z,) die Menge derjenigen Funktionen f:Z,~Q,, die
stetig sind, abgesehen von einer mdoglichen hebbaren Unstetigkeit an der Stelle
Null.

Satz 1. Eine Folge (a;)icn (a;£Q,) ist dann und nur dann zuldssig, wenn es eine
Funktion f€C(Z,) gibt derart, dafs f(r) =a; fiir alle i€N,.

Bewers. Nach Definition ist (@;);en dann und nur dann zuldssig. wenn fir
alle Folgen (#,),:x =N,, diein Z, konvergent sind,

lim "j'la - Za;] =0
R+ |i=g

ist. Da aber im Falle 7,=0 (n€N) mit (#,),ex auch (z,—1),cx in N, enthalten
istund in Z, konvergiert, ist fiir eine zuldssige Folge (a;)icn

n+l =1 ! ee
lim[ > a;— Z a]
n-o | j=o
Also gilt
e & l' 1
(*) lim (a,,,,—a,)= lim[ Z‘a ] [ 2‘ a;,— ]] = )
n—-oa p=oe \i=0 i= [I i= U

fiir alle Folgen (£,),.n=N,\{0}, die in Z, konvergent sind.

Dies bedeutet, daB fiir jede solche Folge (#,).c~ auch (g,) eine in Q, konver-
gente Folge ist, und daB @, —a, fir ¢ ——tENP\[O} gilt. Dcmembpreahend ist die
Funktion f: N,—=Q,:i—=a; stetig, abgesehcn von einer moglichen hebbaren Unstellg-
keit an der Stelle Null. Es bezeichne nun a den Grenzwert der Funktion £ in Null.
Wir bilden die Folgen

b a i=0 P ay—a =0
o [0 2, L i=0

Die Folge (c))icn ist offenbar zuldssig, und es gilt Z c;=ay—a fiir alle t€Z,.

Il
Es ist klar, daB die Summe (und die Differenz) von zwel zuldssigen Folgen wieder

zuldssig ist, also gilt das auch fiir (b;);c~. Man sicht auch gleich, daB fir (b;);-n die
Relation (=) fiir alle Folgen (7,),cx<N,, die in Z, konvergieren, erfiillt ist. Dies
bedeutet nicht nur, daB g:N,—~Q,,:i—b; eine stetige Funktion ist, sondern auch, daB3
¢ sich zu einer stetigen Funktion g:Z,—~Q, fortsetzen ldBt (s. z. B. [1], Chap. I,
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§ 8, Th. 1). Diese Fortsetzung ist natiirlich eindeutig. denn N, ist dicht in Z,.
Betrachten wir nun die Funktion f:Z —~Q,.

a,=g0)+(a,—a) =0 :
f(r) = {g(‘r) .o SO gilt

feC(Z,) und f(i)=a; fiir alle iN,.

Umgekehrt, es sei f€C(Z,). Wir wollen zeigen, daB (f(i));cx eine zuléssige
Folge ist. Der Kiirze halber nennen wir eine Funktion f<C(Z,) zulissig, wenn
(f(7))ien eine zuldssige Folge ist. Es ergibt sich trivialerweise, daB fiir zwei beliebige
zuldssige Funktionen f und g und fiir eine beliebige p-adische Zahl x auch f+g
und «f zulidssige Funktionen sind. Betrachten wir unsere Funktion f¢ (c{Zp]: man
kann sie (eindeutig) derart in der Form f=g+/h darstellen, daB g:Z,~Q, eine
stetige Funktion ist und die Funktion / in der Menge Z \ {0} identisch verschwin-
det. Da wir schon gesechen haben, daB jede Folge (a,0, ...,0,...) zuldssig ist, ist
die Funktion /# gewiB zuldssig. Nach der obigen Bemerkung brauchen wir deshalb
nur die stetigen Funktionen zu untersuchen. Wir diirfen also annehmen. dal3 unsere

Funktion f:Z,—~Q, stetig ist. Ist nun f(x)=1 fir alle \:CZ soist > f(i)=rt+1

i=0

fiir t€N,: bei 1€Z,, 1,EN,, 1,—~1 existiert also lim Zf(:)— lim (2, +1)=7+1-

=2 =0
Deshalb sind alle konstanten Funktionen zuldssig. Betrachten wir nun die Potenz-
funktion f(x)=x* fiir irgendeine natiirliche Zahl k. Diese Funktion ist auch zuldssig,

U
denn 3 i*(1€N,) ist ein Polynom k+1-ten Grades in ¢, und deshalb stetig.
=0

Bisher wissen wir also, dal jedes Polynom (mit Koeffizienten aus Q,) eine zuldssige
Funktion ist. Nun wollen wir das p-adische Analogon des Weierstrass’-schen App-
roximationssatzes anwenden, das zuerst von J. DIEUDONNE [2] bewiesen wurde:
Jjede stetige Funktion f:K-Q,, wobei K ein kompakter Teilraum von Q, ist,
1dBt sich durch Polynome (mit koeffizienten aus Q,) gleichmiBig approximieren.
Hieraus folgt, daB jede stetige Funktion zuldssig ist — um aber darauf schlieBen zu
konnen, miissen wir noch zeigen, daBl die Grenzfunktion einer konvergenten Folge
von zuldssigen Funktionen wieder zuldssig ist. Zu diesem Zweck nehmen wir an,
daB f, fir n—eo gegen f gleichmiBig in Z, konvergiert, und daB die Funktionen
/. zuldssig sind. Ferner sei & eine beliebige positive (reelle) Zahl, und (7,),- \:N

eine Folge, die zu einer Zahl t€Z, konvergiert. Es sei noch 4,= Z fli)— 2)"{;),

wir suchen eine natiirliche Zahl M derart, daB fiir n=M |4,|<e¢ 1st{ x| bezelchnet
den (p-adischen) Betrag von x€Q,). Nach \oraussetzung gilt | £, (x)=f(x) <e
fiir alle x€Z,, wenn m=M" mit einem geeigneten M’ ist. Nehmen wir nun eine
Zahl k=M". Dann ist

tn-'-:l In
4,= [2 [f(r‘)—ﬁ(f)]] [2; fili)— ka(:)]+[zo Ui(r')—f{r‘)]] = A,+B,+C,.
Wegen der Wahl von k ist |4,|<=¢ und |C,|<e, und weil f; zulissig ist. gibt es
eine Zahl M mit |B,|<e fiir n=M. Mit diesem M haben wir also |4,|<e¢ fir
n=>M, w.z. b. w,
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Jetzt wollen wir die durch die Summenbildung angegebenen Funktionen unter-
suchen. Bekanntlich ist die Menge der stetigen Funktionen f:Z,—~Q, versehen mit
der Norm || f]=sup |f(r)| ein nicht-archimedischer Banachraum, den wir mit

teZ,
C(Z,) bezeichnen. Es ist auch leicht zu sehen, daB (3 (Z,) ausgestattet mit denselben
Operationen und mit derselben Norm ebenfalls ein nicht-archimedischer Banachraum
ist. C(Z,) ist wohl ein maximaler Unterraum von C(ZP).
Es sei aus f€C(Z,) die ,,Summenfunktion™

0, = 2 10)

gebildet. (Dadurch, daB wir die Summation bis 7—1 und nicht bis t filhren,
werden wir fiir die Summenfunktionen der stetigen Funktionen eine einfache Charak-
terisierung erreichen.)

Satz 2. Die Abbildung ¢: f(t)— @,(t) ist ein isometrischer Isomorphismus von
¢ (Z,) auf C(Z,); dabei wird C(Z,) auf denjenigen seiner Unterrdume der Kodimen-
sion 1 abgebildet, der aus den in Null verschwindenden Funktionen besteht.

BEWEIS. Zuerst beweisen wir die Stetigkeit von ¢,(1) (f¢C(Z,)). Essei 1,—~1
in Z, fir n—<-. Wir sollen zeigen, daB ¢,(z,)~¢,(t) fir n—-<. Wihlen wir fir
jedes n eine in Z, gegen 1, konvergierende Folge (#,)icn von positiven ganzen
Zahlen, ferner eine Folge (e,).ex von positiven reellen Zahlen mit &,—~0. Mit 7,
bezeichnen wir ein Element der Folge (fi)ien mit [7,—7,/<¢, und |@ (1,)—
—@r(t,)|<e,. Dann ist t,—~t1, also ¢/(1,)~¢,(t) fir n-—-<, und unsere
Behauptung folgt nun aus der zweiten Eigenschaft von 7,.

Es ist klar, daB ¢ eine lineare Abbildung ist. Um die Umkehrbarkeit von ¢
zu beweisen, geniigt es deshalb zu zeigen, daB aus ¢,(7)=0 fiir alle 7eN, f(1)=0
folgt, denn N, ist dicht im Bereich Z,\ {0}, in welchem f(7) stetig ist, und O€N,

=1

ist. Nun gilt aber 0=¢,(r)= 3 f(i), also erhalten wir die gewiinschte Behauptung
i=0

durch Induktion nach r. Somit ist ¢ ein Isomorphismus des Vektorraumes C (Z,)
auf einen Unterraum von C(Z,). Als nichster Schritt beweisen wir, daB ¢ eine
isometrische Abbildung ist. Fir f=0 ist auch ¢,=0. Es sei f€(f(Z,), fll=
= sup | f(r)|=M=0. Dann ist fiir ein beliebiges 1€Z,

T1€Z,

1,—1

lo,(0)] =‘ lim % f(:')’ = sup |f(i)l,
-t i=0 i€N,

™

also |o/|=| f|l. Andererseits ist es leicht zu zeigen, daB es ein 7€N, mit f(1)=M
gibt. Bezeichnen wir mit 7, die kleinste natiirliche Zahl, fiir welche diese Gleichheit
gilt. Dann ist

= /(1) = M,

0, (to+1)] = 2 1)

und deshalb ||| =] f||. Damitist ||f]=|l¢,| bewiesen.



Verallgemeinerter Summenbegriff in der p-adischen Analysis ... 105

Jetzt zeigen wir, daB alle Funktionen ¢,(t) mit f€ C(Z,) in Null verschwinden.
Wegen der Isometrie von ¢ geniigt es als f nur Polynome in Betracht zu ziehen,
denn sie sind dicht in C(Z,). Da aber ¢ auch linear ist, dirfen wir uns auf dle
Funktionen f(7)=1* beschrankcn, wobei k jede mchtnegatlve ganze (rationale)
Zahl sein kann. Fir k=0 ist @ (1)=1, also ¢,(0)=0. Im Fall k>0 nehmen
wir eine Folge in N,, die gegen Null konvergiert, z. B. (p")nen. Wir miissen also
die Potenzsummem

=1
os(p") = 2; i*
untersuchen. Allgemeiner betrachten wir die Potenzsummen
S k)= 3 i
i=0

Aus der bekannten Formel fiur S(m, k) als Summe der ersten m+1 Glieder einer
arithmetischen Folge k-ter Ordung folgt die Existenz einer von m unabhingigen
natiirlichen Zahl c=c(k) derart, daB ¢S(m, k) durch m+1 teilbar ist (fir alle
m¢eN). Dann ist c@,(p") als ganze rationale Zahl teilbar durch p”, und deshalb

lews(p")|=|p", also ](P!(p")l"r:|| || (i . Damit ist ¢, (0)=0 bewiesen.

SchlieBlich sei A irgendeine Funktion aus C(Z,), ferner sei g(t)=h(1)— h(O)
h(0) t=0
Dann ist h(t)=g(t)+h(0) und /(0) ist die Summenfunktion von f(1)= { © 1;;50

Wir haben also gcC(Z ) £(0)=0 und suchen eine Funktion f€C(Z,) mit g=g,.
Zunichst wollen wir zelgen daB wir uns auf den Fall beschrinken diirfen, daB g
ein Polynom ist. Es sei g eine beliebige Funktion aus C(Z,) mit g(0)=0. Dann
gibt es eine Folge von Polynomen p,, die gleichmiBig gegen g konvergiert. Wir
betrachten die Polynome p,(t)=p,(t)—p,(0); wegen p,(0)—-g(0)=0 Kkonvergiert
die Folge p, ebenfalls gleichmédBig gegen g. Da die Polynome p, in Null ver-
schwinden, gibt es nach Voraussetzung Funktionen f,€C(Z,) mit p,=¢, . Da
aber ¢! ecine isometrische, lineare Abbildung ist, und die Folge p, gleichmiBig
konvergiert, tut das auch die Folge f,=¢,'. Ist f ihre Grenzfunktion, so gilt

=g. Damit haben wir die gewiinschte Funktion gefunden. Wir brauchen also nur
die in Null verschwindenden Polynome darzustellen. Zu diesem Zweck geniigt es
aber zu bemerken, daB fiir f(tr)=1"(k€N) die Funktion ¢, ein in Null verschwinden-
des Polynom k+ I-ten Grades ist; diese Polynome ¢, bilden also eine Basis des
Vektorraumes der in Null verschwindenden Polynome. Wegen der Linearitit von ¢
kann deshalb jedes Polynom g mit g(0)=0 in der Form g=¢, dargestellt werden,
wobei wir sogar wissen, daB fiir ein Polynom g n-ten Grades die zugehorige Funktion
f ein Polynom n—1-ten Grades ist. Dies schliet den Beweis vom Satz 2.

Bemerkung. Wenn wir C(Z,) (oder C(Z,) als eine nicht-archimedische
Banachalgebra auffassen, ist ¢ kein Homomorphismus mehr. Z. B. ist fiir f(tr)=1
(¢ #@s, da ¢, ein Polynom zweiten und ¢ ein Polynom dritten Grades ist.

Jetzt wollen wir noch die in Aussicht gestellte gruppentheoretische Anwendung
unserer Ergebnisse andeuten. Hierbei stiitzen wir uns wesentlich auf die Arbeit
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L. REpEr [5). deren Methode wir nun erweitern, indem wir mit p-adischen ganzen
Zahlen anstatt mit nichtnegativen ganzen Zahlen arbeiten. Natiirlich wird dabei
A* fiir ein Gruppenelement A4 von p-Potenzordnung O(A) und fir ein x€Z,
als A“ erklirt, indem man fiir @ eine ganze rationale Zahl mit x=a (mod O(A4))
nimmt. Hier besprechen wir aber nur die Abweichungen der zugrunde liegenden
Vektorrechnung, ohne die in [5] dargestellte Theorie zu wiederholen. Unter anderem
hat diese erweiterte Vektorrechnung den bedeutenden Vorteil. daB man durch sie in
der Gruppe nicht nur die Bildung von Produkten und Potenzen (wie mit der Vektor-
rechnung in [4]), sondern auch die des Inversen beherrschen kann. Dieser Umstand
bedeutet eine wesentliche Vereinfachung. wenn man die Gruppe vermittels einer
Basis angibt. Eine ausfiihrliche Beschreibung der endlichen p-Gruppen, die auch
die hier folgenden Bemerkungen benititzt, wird das Buch [6] darstellen, das zur Zeit
noch in Vorbereitung ist.

Wir erweitern also die Vektorrechnung, die auf den Seiten 428—430 von [3]
gegeben ist. Die Elemente s, seien nun aus Z, gewihit, mit der Einschrinkung,
daB fir j=k sogar [s;;;—1|=|p| vorausgesetzt wird (d. h. die Elemente s,
Einseinheiten sind). Die Variable ¢ wihlen wir ebenfalls aus Z,. Die Rechengesetze
geben wir auch in diesem Fall mit Hilfe der Funktionen o, und f, und der ,,Hilfs-
funktionen™ a,. b;. ¢;. d;, ¢, f; an, die wir wieder mit den rekursiven Formeln
(4)—(12) aus [5] definieren wollen. Da in diesen Formeln auch Summen mit einer
oberen Summationsgrenze aus Z, vorkommen, brauchen wir nach Satz 1 die Stetig-
keit unserer Funktionen und Hilfsfunktionen. Dies prift man durch Induktion
leicht nach, wenn man die folgenden zwei Tatsachen in Betracht zicht:

1) Nach Satz 2 sind die Summenfunktionen auch stetig.

2) Die Funktion x* ist fiir Einseinheiten x eine stetige Funktion von y€Z,
(s. z. B. [3]).

Damit konnen wir die in [5] definierte Vektorrechnung auch in diesem allgemeine-
ren Fall durchfiihren.

Bemerkung bei der Korrektur. Erst inzwischen wurde uns die Arbeit von
G. OVERHOLTZER [4] bekannt, in der unsere (p-adischen) Summenfunktionen
ebenfalls definiert sind. Er beniitzt sie bei der Untersuchung einer p-adischen
Gammafunktion. Die einzige Uberdeckung mit obigem besteht im kleinen Teil
unseres Satzes 2, daB die Summenfunktion einer (gleichmiBig) stetigen Funktion
auf Z, wieder eine solche Funktion ist.
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