Uber iquivalente parameterinvariante Variations-probleme
erster Ordnung

Von L. JAKAL (Sopron)

§ 1. Einleitung
Die Extremalkurven der Variationsprobleme erster Ordung
s 3 ; 3 -
5';/’ F(x',x)dt =0, x'=x\(1), ¥=—-

sind durch die Euler—Lagrangeschen Differentialgleichungen

def OF d OF

(1.1) E) = ea—maa =0
angegeben. Uber die Funktion F(x, %) soll angenommen werden, daB sie in den
x' homogen von erster Ordung ist, ferner die im folgenden vorkommenden Varitions-
probleme regular sind.

Zwei Variationsprobleme nennen wir dquivalent, wenn ihre Extremalkurven
identisch sind. Es seien durch die Grundfunktionen F(x,x) und F*(x, x) zwei
Variationsprobleme angegeben. Sind die Relationen

(1.2) &(F*) = A (x)é,(F)
fiir jede Kurve des Raumes erfiillt, so sind die beiden Variationsprobleme offenbar
dquivalent.

Wir beschiiftigen uns im folgenden mit jenem Fall, wo Af(x) ein nur von x!
abhingiger Tensor ist.

Der durch (1.2) charakterisierten Fall verallgemeinert offenbar die Arbeit von
A. MOOR [2]. Ist namlich
A5(x) = 05 A(x),

wo A(x) eine skalare Funktion bedeutet, so geht (1.2) offenbar in (1.5) von [2] iiber.
a) Ist in der Relation (1.2)
Det (4}) # 0,

so folgt, aus &,(F)=0 offenbar auch &;(F*)=0, und auch umgekehrt aus &(F*)=
=0 folgt &,(F)=0.
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b) Ist aber in (1.2)
Det (4]) =0

dann folgt zwar aus &,(F)=0, auch &;(F")=0, umgekehrt ist aber das offenbar
nicht notwendigerweise giiltig.

In dieser Arbeit wollen wir das folgende Problem untersuchen:

Ist die Grundfunktion F(x, ¥) angegeben, so soll die allgemeinste Form von
F™(x, X) bestimmt werden. so. daB (1.2) fir jede Kurve x'(r) giiltig sei.

Das im vorigen gestellte Problem werden wir erstens im »n-dimensionalen Fall
untersuchen, aber ausfiihrlich werden wir nur den 2- bzw. 3-dimensionalen Fall
behandeln. Das 2-dimensionale Problem ist in [3] eingehend studiert, doch wollen
wir hier dieses Problem mit einer, dem zweidimensionalen Fall mehr anpassenden
anderen Methode Idsen. Der Grundgedanke in unseren Untersuchungen ist
die Bestimmung der partiellen ableitungen Fjizs durch die Funktion F;, von
L. Berwald (S. [1], (16.3)).

Ich méchte Herrn Professor ARTHUR MOOR meinen besten Dank ausdriicken
fiir die Konsultationen. die er mit mir tiber meine Arbeit gefiihrt hat.

§ 2. Der n-dimensionale Fall

Bestimmen wir die Relation (1.2) auf Grund von (1.1) in der Form:

-k—-

:}F“ ()dF [ FPF* iy LF ]
—4( oo oo )

@2.1)

FE"_ o ok =
_[0.1':‘().\ ()dr"dr"] 0,

was in x', X', ¥ eine Identitdt sein soll, dann muB der Koeffizient von ¥* ver-
schwinden. Das Verschwinden der i* enthaltenden Glieder gibt:

*F” " 0?
2 — = (X)) ——.
() prp el e
Offenbar ist die linke Seite dieser Gleichung in i, k& symmetrisch. Daraus folgt,
daB auch die rechte Seite symmetrisch sein muB, d. h. der schiefsymmetrische Teil
der rechten Seite identisch Null ist:

T L

A S o e

81" 3x“

Nach einer Kontraktion mit %', bekommt man, in Hinsicht auf dic Homogenitét
erster Ordnung von F(x, X) in den X', die folgende Relation:

Y 0*F
(2.3) Ag(x)x* Fryrie =0.
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Verwenden wir jetzt die Bezeichnungen:

Q4) &= a(x)a, 2.5 a, & B-f—f%
so bekommt man statt (2.3):
(2-6) a,& =0.
Es folgt ferner aus der Homogenitit erster Ordung von F(x, X) in den x':
2.7 .\"%;_xak_o
d. h.: &=/(x, X)Xx" ist immer eine Lésung von (2.6), wo A(x, X) einen Skalar
bedeut(el;.
Auf Grund von (2.7) gilt fiir den Rang von (a,):
(2.8) Rang(a,,) = n—1.

Betrachten wir nun in (2.6) die ¢ als unbekannte GréBen (d. h. (2.4) ist dann
nur eine der méglichen Formen von ¢), so folgt aus (2.6) und (2.8), daB das Glei-
chungssystem (2.6) — abgesehen von einem skalaren Faktor — fiir die & immer
mindestens eine Losung hat (ndhmlich 2x").

Ist nun
(2.9) Rang(a,,) =n—m, m=1,

so hat (2.6) fiir " offenbar genau m linear unabhidngige Losungen, die wir mit

& (x=1,2,...,m) bezeichnen wollen. Die allgemeine Lésung kann nun in der
(a)

Form:
— }f
=] (:}
angegeben werden, d. h. es gilt nach (2.6):
m m a‘.'F
2.10 o = 0.
(102 a;; e QG(E} 2; @ 0\’ X Ox*

Vergleichen wir (2.3) und (2.10), so kann — wegen der Identitit in der Relation
(1.2) — der folgende Satz behauptet werden:

Satz 1. Bestehen die Relationen (1.2) und (2.9), so gilt

@11 B = 3 0,(x, 9,

a=1 (x)

wo die ¢,(x, X) entsprechende Skalare bedeuten. Es kann immer & =Xx" gesetzt
(1)
werden.
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Die so abgeleitete Relation (2.11) ist eine Verallgemeinerung der Relation (2.4)
von [3]; unser Resultat bezeieht sich aber nur auf solche Variationsprobleme, deren
Grundfunktionen von x‘, X' abhingig sind.

Gilt statt (2.9) die Relation: Rang (a;)=n—1, d. h. hat (2.6) bis auf einen skala-
ren Faktor nur die einzige Lésung x*, so folgt aus (2.11) das

Korollar 1. Ist Rang (aik)=;:— 1. so besteht die Relation

(2.12) (X)X = A(x)¥.

Bemerkung. Der Faktor 4(x) ist sicher von x* unabhingig. Der Beweis kann
ebenso gefiihrt werden wie in [3], § 2.

Nach einer partiellen Ableitung nach ¥* bekommen wir die Formel
(2.13) /2(x) = A(x)o%,

und somit wird (1.2) in die Relation (1.5) von [2] libergehen. Dieser Fall ist dort
sehr ausfiihrlich behandelt.

§ 3. Der 2-dimensionale Fall

Die bisherigen Untersuchungen sind im #n-dimensionalen Fall durchgefiihrt
worden. Im folgenden wollen wir den 2-dimensionalen Fall untersuchen.
Im 2-dimensionalen Fall gelten die Relationen (16.3) von [1]:

0*F 0*F J*F

e e W RO 4 : g B — (+1)2
X! oxt (x ) Fl’ (]_-‘._1 pYL g F‘l’ _6\3 I (x ) Fl'

(3.1)

Verwenden wir diese Formeln in (2.3) und dann die Bezeichnung (2.4), so wird:
(3.2) Fyx2(281—3182) = 0, Fx1(x2&1—x%182) = 0.

(3.2) ist somit dann. und nur dann giiltig, wenn:
a) F;=0,
b) X2 —x1& = 0.

a) Aus F;=0 und in Hinsicht auf (3.1) folgt, da F(x, x) und in Hinsicht auf
(2.2) auch F*(x, x) in den x* linear sein muB, d. h.

(3.3) F(x, %) = a,(x) %", (3.4) F*(x,%) = by(x)3".
(3.3) und (3.4) gibt fiir (2.1):

o, Ml NG B8
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Nach einer partiellen Ableitung nach X/ wird:

LR
(6) P ] o) b

Unsere bisherigen Resultate fassen wir in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 2. Gelten die Relationen F,=0 und (1.2), so hat F(x, x) die Form (3.3),
und F™(x,x) wird durch (3.4) bestimmt, wo aber noch fiir die Funktionen a.(x)
b.(x) die Relationen (3.6) gelten.

Die Umkehrung dieses Satzes ist trivial, weil jene Funktionen F(x, x) und
F*(x, x) welche (3.3) und (3.4), ferner (3.6) erfiillen, gentigen auch (1.2), bzw. die
damit dquivalente (2.1). Offenbar bekommt man ndmlich durch Einsetzen von (3.3)
und (3.4) in (2.1) die Gleichung (3.5), die somit wegen (3.6) eine Identitdt wird. Aus
(3.6) folgt noch das

Korollar 2: Wenn a,(x) ein Gradientenvektor ist, so ist auch b,(x) ein Gradien-
tenvektor.

Die Umkehrung dieses Satzes ist im allgemeinen nicht giiltig, nur dann wenn
Det (4])=0.
b) Die charakteristische Gleichung dieses Falles ist ausfiihrlich

— () ()24 (= (0 + A (0) 152+ () ()2 = 0.

Nachdem das in %' eine Identitit ist, hat man

=]
Il
~
e
s
o
Il
o

=0; A

-

(3.7) pi
Aus (3.7) kann man gleich sehen, daBB

&\(F*) = A1 6,(F), &(F*) = i36,(F).
Wegen (3.7) gehen diese Formeln in

E(F) = A(X)E(F)  A(x) € () = 2(x)

tiber. und so haben wir wieder den Fall von A. Moo6r bekommen, welchen — wie
schon erwiahnt wurde — in [2] ausfiihrlich behandelt ist.

Wir wollen noch darauf hinweisen, daf3 (3.2) auch dann erfiillt ist, wenn: im
Fall b) {1=¢*=0 gilt. Das ergibt aber nach (2.4): /£=0. Ist noch in b) &=ix',
so haben wir offenbar wieder den Typ (2.12) erhalten.
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§ 4. Der 3-dimensionale Fall

Schreiben wir die Eulerschen Homogenititsrelationen von Fi(x, xX) in dem
3-dimensionalen Fall ausfiihrlich auf, so wird:
Filii.‘-fi =0, Fiﬂil’.\"i =0, F;:aifi‘=0.

Betrachten wir F;:;« falls i=k als angegebene GroBe, und driicken wir jene Fi o,
wo i=k ist, durch F;x (i=k) aus, so erhidlt man

Faun= —?1] (Fz130X2 4+ Fn 0 X3),
1
4.1 { Fyege=— 7 (Faran X1 4 Fye s 37),
l - .
Fp = -8 (Fps a3t + Fga jaX9).

Substituiert man diese Formeln in (2.3), so bekommt man in Hinsicht auf (2.4)
nach entsprechenden Unformungen

(&2 =2 Fapa + (X183 =38 Fupa = 0,
(4.2) — (X=X Fa pa + (283 =3¢ Fia 0 = 0,
— (=3 Fuapa — (0283 =38 Fa50 = 0.
Die Matrix dieses Gleichungssystems ist die folgende:
F_;l 4t Fi.l 43 0
(4.3) ME|-Fupu 0 P
0 —Fpgzs _Fi'.i’
Die Determinante von M ist gleich Zero, folglich gibt es eine nicht triviale

Losung.
Bestimmen wir erstens die triviale Losung, d. h.:

jléa_x.".él =0,
(4.4) X1E3—x281 =0,
.\'.2 C’S _’,-rsg'z - 0

Aus (4.4) folgt unmittelbar
¢ = o(x, x)x!

und so bekommen wir wieder den schon im Korollar 1. und in den nachfolgenden
Zeilen besprochenen Fall.
Betrachten wir jetzt den Fall, wo der Rang von M =0 ist, d. h.

o
oxioxk

Mit diesem Fall beschiftigt sich [2].
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Untersuchen wir jetzt den Fall, wenn der Rang von M gleich 1 ist.

Ohne der Beschriankung der Allgemeinheit, k6nnen wir annehmen, dall Fii32 =0;
somit bekommt man nach der Annahme iiber den Rang von M, ferner nach der
dritten Formel von (4.1), daB

(4.5) Fise=0.
Aus den Relationen (4.2) folgt somit:
X1E2_32E = (),
Daraus ergibt sich £*=g(x, x)x*. Die griechischen Indizes bedeuten jetzt, und im
folgenden immer die Zahlen 1, 2. Auf Grund (2.4) erhilt man somit:
(4.6) )2 = o(x, X)xe,
4.7) Bx)x = 2;(x)x,

wo 4;(x) eine nur von X' abhingige Funktion ist.
Von (4.6) bekommt man, nach einer partiellen Ableitung nach x':

g e .
(4.8) 2(x) = a—f* X%+ 007,

Nach einer Uberschiebung mit x¢ ergibt sich aus (4.8) fir =1

& 0 s ;
11 d — iyl 1
AH(x) X PR + oxl.
In Hinsicht aaf (4.6) gilt fiir a=1, daB
op i
7 Sk

bestehen muB, d. h. g(x, X) ist homogen von nuliter Dimension in den x'. Wir
bilden nun die particlle Ableitung nach x* der Relation (4.8), somit wird:

P ., 00
o T o0

Wihlen wir in (4.9) x=1 und i=2 bzw. i=3; nachher «=2 und i=I;
somit folgt, daB3

(4.10)

(4.9) =0 (x=1,2).

J 0o

woraus erhilt man, daB entweder

=0, (i =1, 2$ 3)s

4.11) P o(x),
oder moglicherweise

900 _
4.12) Froe 0

10 D
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sein mub. % ist aber wegen der Homogenitit nullter Dimension von ¢ in den
xf, homogen von (—1)-ter Dimension, und deshalb kann (4.11) nicht gelten; somit
folgt von (4.12) fir ¢:

(4.13) o = o(x, x3, x3, X1, x9).

In Hinsicht auf (4.13) bekommt man aus der Homogenitdt nullter Dimension
in den X* von g:

(4.14) deo da

Pk + x2=0.

Waihlen wir in (4.8) =1 und i=1, bzw. a=2 und i=2, so wird:
. do .

z.}(x) = —")F.’C] + o,

30) = 39

X O

Addieren wir diese Gleichungen, so wird im Hinblick auf (4.14)

(4.15) A(x)+13(x) = 20.

Von (4.15) sieht man offensichtlich, daB ¢ nur von x' abhingt, d. h. g=p(x).

Wenn wir das in (4.6), (4.7) beachten, so erhalten wir nach einer Ableitung
nach x*

(4.16) 4(x) = o(x)d, Ak(x) = A (x).
Unser Grundproblem gibt jetzt nach (2.2) und (4.5)

PF* . OF
el axow — OV G

was im Fall i=y, k=p sich auf die Form

O*F* 0*F

S X9 = ol )Bx” oxP

reduziert. Aus (4.5) kann man leicht sehen daB die Funktion F die folgende Form
haben muB:

(4.19) F = F(x, X)) +a(x)>3.
Von (4.5) und von (4.17) folgt offensichtlich

o e
(4.20) Frpri 0.
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Die Formeln (4.18), (4.5) und (4.20) kann man zusammenfassend in der folgenden
Form schreiben:

0*F* 0*F

oo = W Haam
woraus folgt

4.21) F* = o(x) F(x, ¥)+ a,(x) 3.
 Bemerkung: Wegen der Homogenitét erster Dimension kann F* kein nur von
x' abhéngiges Glied enthalten. —

Bestimmen wir jetzt die Form der Funktion F. Substituieren wir (4.21) in
(1.2), so bekommt man auf Grund von (4.16)

o OF s do oF _ d OF
o FHegadt—grom—e g3+
(4.22)
O O} o J O8O O8] el
k) =\ od " a3 A

In Hinsicht auf die Form von F, d. h. wegen (4.19) ferner unter Beachtung von

di(x)y da ., da
R g~ K

geht (4.22) in
. oF 0 .. oF -s]
3 90 (Fiax “)+edx353+gwx36,- —[076+5
(4.23) 7
Bl ) (2 a,)
o |G ¥ = g g ¥ 40

uber. Dividieren wir (4.23) in zwei Gleichungen, wo wir in die erste die x* enthalten-
den Glieder, und in die zweite die X* nicht enthaltenden Glieder nehmen. Es wird

im ersten Falle:
dag oda; _

do a5 do OF 1+

($.24) ox* VT o TV oxt T 9x®

wo wir noch die Relation
()Q ()Q (3 3
o = o ot axs %

beniitzt haben. (4.24) ist fiir /=3 identisch Null. Wenn i=f gesetzt wird, so erhilt
man:
4.25) do . do OF " dag  da,

py K v i T e it ol

10*
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woraus nach einer Kontraktion mit x#, ergibt sich im Falle =£0 wegen der

dx3
Homogenitiit erster Dimension von F in den x* fiir F:

wo  Fe2e) [ et ) ] 2

Verweden wir jetzt die Bezeichnung:

dget | D0 oo . das day,
Al = [63:3] [8.\'3 o axP oxt)’
so bekommt man statt (4.26)

(4.27) F(x,%*) = b,(x)x",

Betrachten wir jetzt in (4.23) die %* nicht enthaltenden Glieder:

dQ ~ 8F dQ : dF ~ 3] ()& ~x 53
0 FJ— dxi*o ax’.\' [): 6 F¢Y6i+
(4.28)
da, oa; 0
+ (G- g = [T Pt
Auf Grund von (4.27) geht (4.28) wegen der Willkiirlichkeit von x!, x* in die Formeln
de ab; 5_ 00 3 _, 08
B‘b()+ o] — 'c(b +ady}) Qa?6+
(4.29)

L 3a;=[0b %),
T o = o oW

liber. Unsere bisherige Resultate kann man im folgenden Satz zusammenfassen:
Satz 3. Werm im dreidimensionalen Raum der Rang von M in (4.3) gleich 1

ist, ferner —= ;xéO so kann die Relation (1.2) dann und nur dann bestehen, wenn die

ox®
Funktionen F(x,x) und F*(x,X) die Formen (4.19) und (4.21) haben, wo F(x, x*)
durch (4.26) bestimmt ist; die Funktionen d(x), 2;(x), o(x) und a;(x) miissen dem
Differentialgleichungssystem (4.29) geniigen.

Wegen der Kompliziertheit des Differentialgleichungssystems (4.29), werden
wir im folgenden einige notwendige, aber nicht hinreichende Bedingungen ableiten,
welche leichter {ibersichtbar sind.

Wiihlen wir in (4.28) erstens /=7y, nachher i=3. So wird:

oF oda .
[3;?—5%"”]%

39 e Bg x’aF dag; da, o

0 o | oxr "o 1

bzw. im Falle i=3:
do F  do . aa . (da, 6a3] [aﬁ‘ a . ]
— 40 a—p =+ Xt = v

ol B~ Ll ~ L g
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Von (4.30) wird nach einer Kontraktion mit %7, in Hinsicht auf die Homogenitit
erster Ordnung von Fin x*:

oF oa 2] 5 o
(432) [F—W\ ]/.;,(x).\f = 0.
Diese Relation kann dann und nur dann gelten, wenn entweder
oF o2 ,
e Erialr =
oder
(4.34) Ay (x) X7 = 0.

Statt (4.33) bekommt man nach einer partiellen Ableitung nach x*, in Hinsicht auf
die Form von F, d. h. wegen (4.26):

0 do ) M do . da, oda, 0a _
e e [[ t)x3] [ o Wt g — 5 ]] & ke

Aus (4.34) folgt offensichlich, daB £,(x)=0.
Substituieren wir jetzt in (4.31) in dem ersten Glied statt F(x, x*) die in (4.26)
gegebene Form. Nach den méglichen Umformungen ergibt sich:

g—fa—-i% t”] (e(x)—23(x)) = 0.

(4.36)

So kann man leicht sehen, daB entweder gilt (4.35), oder o(x)=4;(x).
Auf Grund unseren Untersuchungen kann man den folgenden Satz behaupten:

Satz 4. Wenn im dreidimensionalen Raum die Relation (1.2) gelten, und der
Rang von M in (4.3) gleich 1 ist, so besteht entweder (4.35), oder es ist 1,(x)=0.
Wenn aber in (4.32)

oF  oa

eI e LA BB
e~ Rl
so gelten wegen (4.32) und (4.36) 4,(x)=0 und o(x)=23(x).

Wenn der Rang von M gleich 2 ist, so bekommen wir denselben Fall, wie in § 2.
Deshalb gilt hier das Korollar 1. und somit auch (2.12) und (2.13); die Indizes bedeu-
ten aber jetzt 1, 2, 3.
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