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1. Einleitung

Die klassische Kurosch—Amitsur-Radikaltheoriec fir Ringe, Algebren,
Multioperatorgruppen und Halbgruppen wurde von HOEHNKE in [7] auf universale
Algebren erweitert. Allerdings bilden die Hoehnke—Radikale im allgemeinen eine
umfassendere Klasse als die Kurosch-—Amitsur-Radikale und haben obendrein
den Nachteil, durch Angabe der Klasse aller radikalen Algebren nicht eindeutig
bestimmt zu sein.

In der vorliegenden Arbeit wird nun eine allgemeine Radikaltheorie fiir univer-
sale Algebren eingefiihrt, die fiir Multioperatorgruppen mit der Kurosch—Amitsur-
Theorie iibereinstimmt (s. etwa DiviNsky [3]): die hier definierten Radikale werden
deshalb im Folgenden kurz KA4-Radikale genannt. Da bei der allgemeinen Definition
jedoch ein KA-Radikal einer Algebra nicht unbedingt alle radikalen idealartigen
Unterstrukturen auf ein Element zusammenzieht, erscheint es zweckmiBig, in
manchen Fillen die Definition etwas einzuschrinken und nur ,kontrahierende*
KA-Radikale zu betrachten. In allen Varietiten von Multioperatorgruppen ist
jedes KA-Radikal kontrahierend; dasselbe gilt fiir alle Varietiten, dic den von
F. A. SzAsz und R. WIEGANDT in [11] angegebenen Bedingungen gentigen: die
KA-Radikale stimmen dort mit den in [11] definierten iberein. Fiir Halbgruppen
mit Null ist ebenfalls jedes KA-Radikal kontrahierend; die KA-Radikale in
dieser Varietiit sind Spezialfille der von CLIFFORD in [2] angefiihrten; sic sind den
von F. A. SzAsz in [10], R. WIEGANDT in [12] bzw. EQBAL AHMED und WIEGANDT
in [5] angegebenen Radikalen sehr dhnlich. In der Varietiit aller Halbgruppen dhneln
dic KA-Radikale den von Hoehnke in [7). S. 368 definierten; sie stimmen jedoch
nicht mit diesen iiberein, da die von Hoehnke verwendete Relation M nur eine
Teilrelation der hier gebrauchten ist. Sowohl fiir die allgemeinen als auch fiir die
kontrahierenden KA-Radikale werden dic KA-halbeinfachen und die KA-
radikalen Klassen charakterisiert (eine Algebra A heiBt R-halbeinfach fiir ein
Radikal R, wenn R(A4)=0, d. h. die Nullrelation ist; A4 heilt R-radikal, wenn
R(A)=1, d.h. die Allrelation ist.). Die Anwendung einer in Arbeiten von WIEGANDT
[13] bzw. FrieD und WIEGANDT [6] angegebenen allgemeinen Dualitéitstheorie ergibt
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eine Galoisverbindung zwischen den homomorph abgeschlossenen und den her-
editiren Teilklassen der betrachteten Varietit ¥, bei der unter gewissen Ein-
schrankungen iber ¥~ die abgeschlossenen Klassen genau die radikalen bzw.
halbeinfachen Klassen beziiglich der hereditiren KA-Radikale auf ¥~ sind. Im
letzten Abschnitt werden in Verallgemeinerung einer Arbeit von ANDRUNAKIEVIC
und RIJABUCHIN [1] jene Modulklassen tiber universalen Algebren beschrieben, die
K A-Radikale definieren.

2. Definition de KA-Radikale in belicbigen Varietiten

Im Folgenden bezeichne ¥~ ecine Varietdt universaler Algebren, €(4) den
Kongruenzverband der Algebra A, A> das cartesische Produkt von A mit sich
selbst.

2.1 Definition. Sei pc%€(A); ecine Teilalgecbra T von A heiBle maximale
o-Algebra in A, wenn T maximale, in einer g-Kongruenzklasse enthaltene Teil-
algebra von A ist (d. h. maximal beziiglich der Eigenschaft 7°< p); T heille
ausgezeichnet, wenn es in %(A) ein p gibt, fir das 7 maximale g-Algebra in
A 1st.

Wie leicht zu tberpriifen ist, sind die ausgezeichneten Teilalgebren in einer
beliebigen Varietit von Multioperatorgruppen bzw. von Halbgruppen mit Null
genau die Ideale, in der Varietit der distributiven Verbidnde genau die konvexen
Teilverbande. Die Frage nach der Existenz ausgezeichneter Teilalgebren in belie-
bigen Varietiiten beantwortet das folgende Lemma.

2.2 Lemma. Sei ¥~ eine beliebige Varietdt universaler Algebren. A eine Algebra
aus V" und o ein Element von €(A). Notwendig und hinreichend fiir die Existenz
einer maximalen p-Algebra in A ist, daf mindestens eine der o-Kongruenzklassen
von A eine Teilalgebra von A enthiilt.

Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist trivial. Sei also @ eine g-Kon-
gruenzklasse von A, die mindestens eine Teilalgebra von A enthdlt. Ist K eine
beziiglich der Inklusion geordnete Kette von Teilalgebren B; (i€/) von A mit
B;—a fir alle i€/ und st B die von den B; erzeugte Teilalgebra von 4, so
liegt auch B in a, wie man leicht zeigen kann, wenn man beriicksichtigt, dal3
jedes Element aus B ein Wort endlicher Linge mit Buchstaben aus den B; ist.
Das Lemma von Zorn liefert nun den Rest des Beweises.

2.3 Folgerung. 1. Jede Algebra, die mindestens eine einelementige Teilalgebra
enthdlt, besitzt zu jeder ihrer Kongruenzen o mindestens eine maximale g-Algebra.

2. Jede ¢o-Kongruenzklasse, die eine maximale g-Algebra in A einer Algebra
A enthdlt, muf mit dieser iibereinstimmen. In einer halbausgearteten Varietit
mit mehreren nullstelligen Operationen gibt es also, wie etwa die Beispicle der
Ringe mit Einselement und der Verbdnde mit 0 und 1 zeigen, im allgemeinen nicht
zu jeder Kongruenz ¢ aus %(A) ecine maximale p-Algebra in A.

Es erscheint nun natiirlich, eine Verallgemeinerung der KA-Radikale von
Multioperatorgruppen auf universale Algebren dadurch zu versuchen, daB man
anstelle der Ideale ausgezeichnete Teilalgebren und die zugehdrigen Kongruenzen
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verwendet. Je nachdem, ob man dabei die Rolle der Ideale als Kerne der Kon-
gruenzen oder als ausgezeichnete Teilalgebren hervorhebt, ergeben sich dabei ver-
schiedene Definitionen. Die zunichst am natiirlichsten erseheinende, sich aber bald
als im allgemeinen zu stark erweisende Definition ist die folgende:

2.4 Definition. Sei R eine Abbildung, die jeder Algebra A4 der Varietit ¥~
eine Kongruenz R(A) aus %(A) zuordnet. R heiBe eine starke KA-Radikal-
definition auf ¥~ und R(A) ein starkes KA-Radikal von A, wenn R die fol-
genden vier Bedingungen erfuillt:

1. pR(A)S R(pA) fiir jeden auf A4 definierten Homomorphismus ¢ (dabei

sei ¢ auf A® komponentenweise definiert);

2. R(A/R(A))=0;

3. es existiert eine maximale R(A) -Algebra T in 4 mit R(7T)=1;

4. gibt es zu p€%(A4) eine maximale gp-Algebra T in 4 mit R(7T)=1, so

liegt ¢ in R(A).
(Die Bedingungen 1. und 2. sind dabei genau Hoehnkes Radikaldefinition aus [7].)

Wie sich herausstellt, haben jedoch die starken KA-Radikale den Nachteil,
daB jede beziiglich eines solchen Radikals halbeinfache Algebra mindestens eine
einelementige Teilalgebra besitzen muBl, woraus wiederum folgt. daB3 es fiir beliebige
Algebren der betrachteten Varietit mindestens eine R(A)-Kongruenzklasse
geben muB, die Teilalgebra von A ist: es wiren also etwa alle einfachen Algebren
ohne einelementige Teilalgebra radikal. Daher erscheint es giinstiger, die Ver-
allgemeinerung auf dem Weg iiber die von Hoehnke definierten M-Radikale zu
suchen.

2.5 Definition. (Siehe [7], S. 365) Sei M eine auf der Varietit ¥  erklirte
bindre Relation; fiir jede Teilklasse % von ¥" bezeichne %" die Klasse jener
Algebren aus ¥7, die kein nichteinelementiges homomorphes Bild in % besitzen.
Eine Teilklasse .# von ¥~ heiBlt M-Klasse, wenn gilt:

A genau dann, wenn B¢ .#" fiir alle By mit (4, B)EM.

Ein Radikal R auf ¥ heiB3t ein M-Radikal, wenn dic Klasse # (R) aller
R-halbeinfachen Algebren aus ¥~ eine M-Klasse ist (dabei bedeutet ,,Radikal*
ein Radikal im Sinn Hoehnkes).

Im Folgenden sei M auf ¥ so definiert: (A4, B)¢ M genau dann, wenn B
eine nicht einelementige ausgezeichnete Teilalgebra von A4 ist.

2.6 Definition. Ein Radikal R im Sinn Hoehnkes auf ¥~ heiBe ein KA-
Radikal, wenn R ein M-Radikal beziigiich der oben angegebenen Relation M ist.

Als M-Radikal ist nach [7], Satz 28 jedes KA-Radikal nicht nur durch Angabe
der Klasse aller R-halbeinfachen Algebren in ¥, sondern auch schon durch Angabe
der Klasse aller R-radikalen Algebren eindeutig bestimmt.

2.7 Satz. 1. Eine Abbildung R. die jeder Algebra A der Vorietdt ¥~ eine
Kongruenz R(A) aus €(A) zuordnet, definiert genau dann ein KA-Radikal auf ¥,
wenn gilt:

1. @R(A)S R(pA) fiir jeden auf A definierten Homomorphismus ¢;

2. R(A/R(A))=0;

3. R(A)=0 genau dann, wenn es in A keine nicht einelementige ausgezeichnete
Teilalgebra B gibt mit R(B)=1.
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IL. Eine Teilklasse F wvon ¥ ist genau dann die Klasse aller R-halbeinfachen
Algebren aus ¥~ fiir ein KA-Radikal R, wenn gilt:

a. F ist abgeschlossen gegeniiber subdirekten Produkten;
b. # ist eine M-Klasse.

II1. Eine Teilklasse F von ¥ ist genau dann die Klasse aller R-radikalen Algebren
aus ¥V~ fiir ein KA-Radikal R, wenn gilt:

A. 7 ist homomorph abgeschlossen;

B. gibt es zu jedem nicht einelementigen homomorphen Bildi @A von A ein B
aus T mit (pA, BYEM, so folgt AcT

C. die Klasse T'={Ac¥ [(A, B)¢ M= B¢ 7} ist abgeschlossen gegeniiber sub-
direkten Produkten.

Beweis. II. und III. folgen aus den allgemeinen Sitzen {iber M-Radikale aus
[7], S. 366 unter Beriicksichtigung der Reflexivitit von M; die Aquivalenz von 1.
und 2. mit a. gilt allgemein fiir Hoehnke-Radikale, die von 3. mit b. ist leicht zu
tiberpriifen.

Wie aus der Konstruktion ersichtlich ist, werden im Gegensatz zu [7] wie bei
der klassischen Radikaltheorie fiir Multioperatorgruppen die cinelementigen Algebren
sowohl zu den halbeinfachen als auch zu den radikalen Klassen gezihlt. Im klassi-
schen Fall der Multioperatorgruppengilt (4, B)¢ M genau dann, wenn B ein vom
Nullideal verschiedenes Ideal von A ist; man tberpriift leicht, daB in diesem Fall
die hier definierten KA-Radikale mit den klassischen Kurosch—Amitsur-Radikalen
libereinstimmen, deren Definition man etwa im Buch von DiviNsky [3] findet.

3. Kontrahierende KA-Radikale

Fiir jedes Kurosch—Amitsur-Radikal R tiber einer Varietit ¥~ von Multi-
operatorgruppen gilt, daB bei Faktorisierung einer Multioperatorgruppe G aus
4" nach R(G) alle R-radikalen Ideale von G auf das Nullideal abgebildet werden.
Da jedoch in beliebigen Varietiiten universaler Algebren nicht jeder auf einer Algebra
A definierte Homomorphismus ¢ jede ausgezeichnete Teilalgebra von A in eine
ausgezeichnete Teilalgebra von @A berfiihrt, wird im allgemeinen nicht jede
R-radikale ausgezeichnete Teilalgebra von A4 bei Faktorisierung nach R(A4) auf
ein Element zusammengezogen.

3.1 Definition. Ein KA-Radikal R auf einer Varietit ¥~ heil3t kontrahierend,
wenn fiiralle 4 aus ¥ bei Faktorisierung nach R(A) jede R-radikale ausgezeichnete
Teilalgebra auf eine (trivialerweise ausgezeichnete) einelementige Teilalgebra von
A[R(A) abgebildet wird.

3.2 Satz. 1. Eine Abbildung, die jeder Algebra A einer Varietit ¥~ eine Kon-
gruez R(A) aus €(A) zuordnet, definiert genau dann ein kontrahierendes KA-
Radikal auf ¥, wenn gilt:

1. @R(A)S R(A) fiir jeden auf A definierten Homomorphismus ¢;
2. R(A/R(A))=0:
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3. gibt es keine nicht einelementige ausgezeichnete Teilalgebra B in A mit
R(B)=1, so gilt R(A)=0;

4.ist B eine ausgezeichnete Teilalgebra von A mit R(B)=1, so liegt B*
in R(A).

I1. Eine Teilklasse & von ¥~ ist genau dann die Klasse aller R-halbeinfachen Algebren
aus ¥V fiir ein kontrahierendes KA-Radikal R, wenn gilt:

a. F ist abgeschlossen gegeniiber subdirekten Produkten;

b. liegt keine ausgezeichnete Teilalgebra von A in F', so liegt A in F:

C.ist BEF" eine ausgezeichnete Teilalbegra von A, so ist @B einelementig
Siir jeden Homomorphismus ¢, der A auf eine Algebra @A aus F abbildet.

IIl. Eine Teilklasse F von ¥ ist genau dann die Klasse aller R-radikalen Algebren
aus ¥~ fiir ein kontrahierendes KA-Radikal R, wenn gilt:

A. 7 ist homomorph abgeschlossen;

B. gibt es zu jedem nicht einelementigen homomorphen Bild @A von A ein
B aus 7 mit (A, B)EM, so folgt AT ;

C.ist B€7 eine ausgezeichnete Teilalgebra von A, so folgt, daff @B ein-
elementig ist, fiir jeden Homomorphismus ¢, der A auf ein Element von
F I abbildet.

BEwEIS. I. ist direkt aus der Definition der kontrahierenden KA-Radikale
abzuleiten; 1. und 2. ist wie in 2.7 zu a. dquivalent, die Aquivalenz von 3. mit b.
und 4. mit c. ist klar. Es bleibt somit nur mehr IIl. zu zeigen. Sei .7 eine beliebige
Klasse in ¥, die A., B. und C. geniigt; ferner sei P subdirektes Produkt der
Algebren P; aus 7/ und Q eine ausgezeichnete Teilalgebra von P mit Q€7 .
Unter diesen Voraussetzungen folgt laut C., daB alle Projektionen von Q ein-
elementig sind und daher Q selbst einelementig sein muB. P liegt daher in 7/
und 7/ ist subdirekt abgeschlossen; wegen A. und B. definiert also jede solche
Klasse 7 als Klasse aller R-radikalen Algebren aus ¥~ ein KA-Radikal auf ¥~
und es bleibt nur zu zeigen, dal3 die gegeniiber 2.7 verschirften Bedingungen c.
und C. einander entsprechen, was leicht einzusehen ist, wenn man beriicksichtigt,
daB fir die radikale Klasse 7 und die halbeinfache Klasse # eines jeden M-
Radikals gilt: 7 =%" und F =77 (siche [7)).

Natiirlich ist jedes starke KA-Radikal kontrahierend; die Bedingungen fir
kontrahierende KA-Radikale sind im allgemeinen jedoch wesentlich schwicher
als die fiir die starken KA-Radikale, was man zum Beispiel daran erkennt, daB eine
einfache Algebra ohne einelementige Teilalgebren beziiglich eines kontrahierenden
KA-Radikals auch halbeinfach sein kann. Andererseits sind die Bedingungen fiir
kontrahierende KA-Radikale noch stark genug, um gewisse Erweiterungseigen-
schaften nach sich zu ziehen:

3.3 Definition. Sei B eine ausgezeichnete Teilalgebra von A und sei p der
Durchscnitt aller Kongruenzen © von A, fiirdie B eine maximale t-Algebra in
A ist. Gilt dann A4/¢=C, so heiBt A4 die minimale Erweiterung von C durch B.

3.4 Satz. Die radikalen Klassen beziiglich der kontrahierenden KA-Radikale
sind abgeschlossen gegeniiber minimalen Erweiterungen; d. h.: ist A minimale Er-
weiterung von C durch B und liegen B und C in der radikalen Klasse beziiglich
eines kontrahierenden KA-Radikals, so ist auch A radikal beziiglich dieses Radikals.

9D
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BEwEIS. Sei .7 eine radikale Klasse beziiglich eines kontrahierenden KA-
Radikals, seien B und C aus 7 und A4 minimale Erweiterung von C durch
B, C=A/p. Wegen Bc7 ist @B einelementig fiir alle Homomorphismen o,
die A auf eine radikalfreie Algebra abbilden; B liegt also fiir jedes solche ¢ in
einer Kongruenzklasse beziiglich der zugehérigen Kongruenz ©,, woraus folgt,
daB B maximal in einer (O, g)-Klasse liegt. Daher ist ¢ in @, enthalten und
es gilt nach dem Isomorphiesatz daBl (4/¢)/(©,/¢) isomorph zu 4/@, ist. Wegen
Alp=Ce7 und der homomorphen Abgeschlossenheit von 7 folgt daraus., daB
@A in 7 liegt, was nur fir @,=4* moglich ist, da ¢A4 laut Voraussetzung in
77 liegen sollte. A ist daher Element von 7 =77".

In der Varietit der Halbgruppen bedeutet der eben gezeigte Satz, dal die
radikalen Klassen beziiglich der kontrahierenden KA-Radikale abgeschlossen
gegeniiber Rees—Erweiterungen sind.

4. Die Anwendung einer Galoisverbindung aus der allgemeinen
Radikaltheorie

4.1 Die folgende, in den Arbeiten [6] und [13] dargestellte allgemeine Theorie
gestattet uns die Konstruktion einer Galoisverbindung zwischen den homomorph
abgeschlossenen und gewissen, den M-Klassen #hnlichen Teilklassen von ¥ :
Sei .« eine Klasse von Objekten mit den Halbordnungen — und < : dann heiBe
eine Teilklasse 4 von o/

1. eine C-Klasse wenn gilt: A¢# genau dann, wenn es zu jedem B€.o/ mit
A—~B ein Cc# gibt mit C<B:
2. eine D-Klasse wenn die dazu duale Bedingung gilt: A¢Z# genau dann,
wenn es zu jedem Beo/ mit B<A ein C€A gibt mit B—~C;
3. hereditdr, wenn aus A2 und B <A folgt: BeA:
4. kohereditdr, wenn aus Ac# und A-~B folgt: BcA.
Fiir jede hereditire Klasse # sei €H# ={Acal/A—~B= B¢ x'}; fir jede koher-
editire Klasse 4" sei 24 ={Ac[B<A=B¢ X}.

Unter diesen Definitionen gilt: die Abbildungen # ~%# und X 24
bilden eine Galoisverbindung zwischen den hereditiren und den kohereditiren
Klassen in .o/ bei der die abgeschlossenen Elemente genau die C- bzw. D-Klassen
sind.

Da im allgemeinen nicht jedes KA-Radikal hereditir in dem Sinne ist, dal die
zugehorige halbeinfache Klasse mit einer Algebra A auch alle ausgezeichneten
Teilalgebren von A enthilt, wie etwa das Beispiel der nicht notwendigerweise
assoziativen Ringe zeigt (siche LeavirT—ARMENDARIZ [8]), darf im allgemeinen
nicht erwartet werden, daBl bei dieser Galoisverbindung alle KA-halbeinfachen und
alle KA-radikalen Klassen abgeschlossen sind, wie dies etwa bei den assoziativen
Ringen der Fall ist (siche [4]).

4.2 Definition. Eine Klasse % von Algebren aus ¥~ heiBe hereditdr, wenn aus
AcY und (A, B)eM folgt: Be<: ein KA-Radikal heiBe hereditdr, wenn die
zugehorige halbeinfache Klasse hereditdr ist. Die Relation M ™ sei auf ¥~ fol-
gendermaBen definiert: (4, B)éM* genau dann wenn es eine endliche Kette
A=U,, Uy, Uy, ..., U,=B mit (U;, U;,,)EM fiir i=0, ...,n—1 gibt.
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4.3 Ersetzt man nun in der bereits angefiihrten Konstruktion aus [6] bzw. [13]
,»A-B" durch ,,B ist ein nicht einelementiges homomorphes Bild von A4* und
wB—~<A* durch ,,(4 B)eM ™, so ist fiir ,,hereditir* die in 4.2 angegebene Definition
zu nehmen und ,,kohereditir* durch ,,homomorph abgeschlossen** zu ersetzen und
es ergibt sich eine Galoisverbindung (%, Z) zwischen den hereditiren und den
homomorph abgeschlossenen Teilklassen von ¥7, fir die gilt:

1. eine Teiklasse € von ¥ ist genau dann C-Klasse, also eine abgeschlossene
homomorph abgeschlossene Klasse, wenn gilt: Ac%€ genau dann, wenn es zu
jedem nicht einelementigen homomorphen Bild @A von A eine Algebra B
aus € gibt mit (pA, BYeM*;

2. eine Teilklasse & von ¥ ist genau dann D-Klasse, also eine abgeschlossene
hereditdre Klasse, wenn gilt: A€% genau dann, wenn fiir jede Algebra B mit
(A, BYEM ™ gilt: Bc2. Wie man leicht uberpriift, sind also die D-Klas-
sen genau die hereditiren M-Klassen.

4.4 Lemma. Fiir jede Varietit universaler Algebren gilt: jede beziiglich eines
hereditiren KA-Radikals halbeinfache Klasse in ¥~ ist eine D-Klasse, jede beziiglich
eines solchen Radikals radikale Klasse in ¥~ eine C-Klasse.

Beweis. Die Behauptung fiir die halbeinfachen Klassen folgt daraus, daB diese
hereditire M-Klassen sind. Ist 7 die radikale Klasse beziiglich eines hereditiren
KA-Radikals, so gilt .7 =" fir die entsprechende halbeinfache Klasse #, d. h.
T =€¢F fir die D-Klasse .#, wobei ¥ die eine Abbildung der Galoisverbindung
(¢, Z) bezeichnet; 7 ist daher abgeschlossen.

4.5 Satz. Genau dann stimmen in einer Varietdt V" die C-Klassen mit den radika-
len und die D-Klassen mit den halbeinfachen Klassen beziiglich der hereditdren KA-
Radikale auf ¥~ iiberein, wenn in ¥~ jede hereditidre M-Klasse abgeschlossen gegenii-
ber subdirekten Produkten ist.

Bewers. Unter den angegebenen Bedingungen ist klarerweise jede D-Klasse
eine hereditire KA-halbeinfache Klasse; gibt es jedoch in ¥~ eine hereditire M-
Klasse #, die nicht subdirekt abgeschlossen ist, so ist diese wohl eine D-Klasse,
jedoch keine KA-halbeinfache Klasse. Der Beweis fiir die radikalen Klassen ergibt
sich wieder aus der Beziehung %# =#" flir jede hereditire und 7 =#" fir
jede radikale Klasse.

4.6 Spezialfille. Fiihrt in einer Varietit ¥~ jeder auf einer beliebigen Algebra
A aus ¥ definierte Homomorphismus ¢ jede ausgezeichnete Teilalgebra von
A in eine ausgezeichnete Teilalgebra von @A liber, so zeigt man leicht, daB jede
M-Klasse in ¥  subdirekt abgeschlossen ist. Die angegebene Galoisverbindung
liefert daher genau die halbeinfachen und die radikalen Klassen beziiglich der her-
editiren KA-Radikale auf ¥". Das gilt also speziell in allen Varietiten von Multi-
operatorgruppen, von Halbgruppen mit Null oder von distributiven Verbinden.

G-
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5. Moduldarstellungen von KA-Radikalen

Legt man die folgenden, aus [9] entnommenen Definitionen zugrunde, so erhilt
man fiir KA-Radikale universaler Algebren eine Moduldarstellung, die jener von
Andrunakievi¢ und Rjabuchin fiir Ringe entspricht (siche [1]).

5.1 Definition. 1. Sei A eine universale Algebra der Varietit ¥'=v%"(Q’, A")
mit einem nicht nur aus null- und einstelligen Operationen bestehenden System
Q'; m sei eine beliebige (u+ 1)-stellige Operation aus Q" mit pu=0 Q=0" {r}.
A die Menge jener Gesetze aus A’, in denen = nicht auftritt. Eine Algebra M
aus ¥ =v7(Q, A) heiBt ein A-Linksmodul, wenn eine Operation w:AXM"*—~-M
definiert ist, die alle Gesetze (v, w) aus A\ A erfiillt, wenn man die Buchstaben
von v und w in sinnvoller Weise durch Elemente aus 4 und M ersetzt.

2. Die Kongruenz Ann, M, die aus allen jenen Paaren (a, b)€ A®> besteht, fiir
die gilt:

n(w(a, ay, ....a),my, ....m,) = n(w(b, ay, ...,a),my, ....,m,)

fir alle m,, ...,m,eM, alle a,, ...,a,6 A und alle Worter w, heiBt der A-Annul-
lator des A-Linksmoduls M.

3. Jeder Algebra Ac¥™ seieine Klasse K(A4) von nicht einelementigen A-
Linksmoduln zugeordnet; eine solche Auswahl 2 von Linksmoduln heiBt eine
allgemeine Modulklasse, wenn unter der Festsetzung n(a, my, ..., m,)=n(px, m, ...

o my)

a. jeder Linksmodul aus K(pA4) zu K(A) gehort fiir jeden auf A definierten
Homomorphismus ¢ und

b. jeder Linksmodul M aus K(A) zu K(¢@A) gehort fir jeden auf A definier-
ten Homomorphismus ¢, dessen zugehdrige Kongruenz in Ann, M liegt.

In [9], Satz 2.3 wurde gezeigt, daB fiir jede allgemeine Modulklasse " iiber
einer Varietit ¥ durch Ry (A)= ﬂ Ann,M ein Hochnke-Radikal auf ¥

definiert wird. Die KA-Radikale umer dlesen durch Moduln definierten Radikalen
konnen wie folgt charakterisiert werden:

5.2 Satz. Ein durch eine allgemeine Modulklasse X definiertes Hoehnke-
Radikal Ry auf der Varietdt ¥ ist genau dann ein KA-Radikal, wenn es die folgende
Bedingung erfiillt: Ry(A)=0 genau dann, wenn es zu jeder nicht einelementigen
ausgezeichneten Teilalgebra B von A einen B-Linksmodul P in K(B) gibt mit
Anng P=1.

Der Beweis ergibt sich leicht aus 2.7.1.3.

5.3 Folgerung. Da, wie in [9].5.11 gezeigt wurde, alle Hoehnke-Radikale fiir
— nicht notwendigerweise assoziative — Ringe durch allgemeine Modulklassen
definiert werden konnen, erhilt man durch die allgemeinen Modulklassen iiber der
Varietiit aller Ringe auch alle KA-Radikale tiber dieser Varietiit; die Resultate von
Andrunakievi¢ und Rjabuchin aus [1] bleiben also auch fiir nichtassoziative Ringe
giiltig. Sie gelten dariiber hinaus sogar fiir alle Halbgruppen und alle Verbinde,
wie sich ebenfalls aus Satz 5.2 und [9].5.11 ergibt.
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