Représentation des nombres entiers par des formes binaires

Par K. GYORY (Debrecen)

1. Sur la résolution en entiers rationnels des équations (1) et (5)

Considérons I'équation diophantienne
(H F(x,y) = agx"+a,x"'y+...+a,y" = m,

ou F(x, y)eZ[x, y] et 0<meZ. On peut supposer que F(x, y) soit irréductible
sur le corps Q des nombres rationnels. D’aprés un théoréme bien connu de A. THUE
[37] (1) n’admet qu’un nombre fini de solutions en entiers rationnels x, y, & condition
que n=3. De plus, d’aprés un célebre résultat de A. BAKER [4], on a

max (|x|,[y[) < exp {n**« | F|"*+(log |m|)"**}
pour toute solution (x, y)€Z* ou v=32n(n+2)* et |F|= max (|a;). Plus

0=j/=n

tard N. I. FELDMAN [15] a obtenu une majoration de la forme
(2 max (|x[, [y]) = ¢[m]e

avec des constantes ¢; et ¢, effectivement calculables qui ne dépendent que de »n et
| F|.* Voir encore A. BAKER [6]. Récemment, certaines variantes des majorations
antérieures ont été substantiellement améliorées par G. V. SPrRINDZUCK [33], H. M.
STARK [34], [35] et A. BAKER [7]. Tous ces résultats reposent sur les minorations
effectives des formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques.

En cas de certaines formes F(x, y) particulicres on peut obtenir de meil-
leures majorations pour max (/x|, |y¥]) que celles mentionnées plus haut. Anté-
rieurement, pour certaines formes particuliéres F(x, y) de la forme ax"+by",
(2) a été démontré par A. BAKER [1], [2]. [3] avec des constantes ¢, ¢, calculées
explicitement. Voir encore les travaux [13], [14] de N. I. FELDMAN, ou, pour des
formes particuliéres F(x, y), les valeurs de ¢, sont également explicitées. (Nous
remarquons que dans [1], [3], [13] et [14] ces résultats s’obtiennent des estimations
concernant des équations plus générales que (1)).

*) Note ajoutée aux épreuves. Dans notre travail "Effective estimates for the integer solutions of
norm form and discriminant form equations™ (a paraitre), fait en commun avec Z. Z. Parp, Corol-
lary 1.2 fournit (2) aves des constantes ¢,, ¢, calculées explicitement.
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Sila forme F(x, y) est définie, on peut facilement déduire (2) avec les constantes
e, . il
¢, = 2{n||F||max (|ao|,|a,)} * "-{max(laol,|a,)} ",ca=1/mn .

(cf L. J. MorpELL [22], p. 186, Theorem 2). Pour cela on n’a pas besoin de la
méthode de Baker. Ici ¢,=1/n est déja la meiileure possible, vu que (0, m'") est
solution de (1) lorsque a,=1 et m=m}, mcZ.

Soit en particulier F(x, y) une forme construite sur une extension quadratique
totalement imaginaire d’un corps de nombres algébriques totalement réel (c'est-a-
dire que le corps des racines de F(x, 1) soit un corps de nombres ayant cette propriété).
Dans ce cas, en utilisant une inégalité de norme (voir [19], Théoréme 3 ou [I8])
obtenue originairement (sous une forme moins générale) en collaboration avec
L. LovAsz [16], la constante ¢, ci-dessus peut étre améliorée davantage.

Théoréme 1. Soit F(x, y)=ayx"+a, X" 'y +...+a,V"€Z[x, y] produit de |=
Jormes irréductibles a coefficients entiers qui sont toutes construites sur extensions
quadratiques totalement imaginaires des corps de nombres totalement réels. Soit
m#=0 un nombre entier. Alors toute solution (x, y)€ Z* de (1) vérifie"

8= 1 =
3) x| = 2la,| " om|";|y|=2]ap] " <|m|".

Le cas ou F(x, 1) est le produit des polynémes cyclotomiques semble parti-
culiéerement intéressant.

L’équation (10,) montre que la majoration (3) est la meilleure possible. De
plus, notre résultat n’est pas vrai en général, pour des formes d’autre type. Si par
exemple F(x, y)=x(x—b,y)..(x—b,y)+)" avec des entiers 0=b <b,<...<b,
et m=mj, m€Z, alors (mb;, m;) (j=1, ..., n) sont les solutions de (1).

Comme il est bien connu, & partir d’une solution (x,, »,) de (1), on peut trans-
former (1) par une transformation unimodulaire dans une équation F'(x", y')=m
avec F’(1,0)=m, ou |y’|=2|m| pour toute solution entiére x’, y".

Corollaire 1. Soit F(x, yv)e Z|x, y] une forme de degré n avec la propriété indiquée
dans le Théoréme 1. Alors on a

“ [F(x, y)| = cz{max (|x],|y)}"

pour tout (x, Y)EZ?, ot c;=2"" {max (||, |a,|)}"+*-V,

Si un polynéme f(x)€Z[x] de degré n posséde / facteurs irréductibles dont les
corps des racines sont des extensions quadratiques totalement imaginaires des
corps de nombres totalement réels, alors du Théoréeme 1 il résulte que | f(x)|=c;/x|"
pour tout x¢Z avec ¢;=2""|f(0)|~"*3-1_ Le Théoréme 2 fournit une conséquence
de type similaire.

Considérons ensuite I'équation plus générale

&) F(x,y) = G(x,y),

1 Evidemment le cas /=1 se raméne au cas /=1. Cependant cet énoncé nous permet d’établir
le Corrollaire 2 avec I=1.
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ou F(x, y)eZ[x, y] est une forme de degré n=2 et G(x, y)€ Z[x, y] est un polynéme
de degié k-<=n. Si F(x,y) n'est pas puissance d'une forme irréductible, alors,
d’aprés un théoréme de C. RUNGE [26], (5) n'admet qu’'un nombre fini de solutions
en entiers rationnels x, y et les solutions eventuelles peuvent étre déterminées.
De plus, A. SCHINZEL [27] a démontré qu’ici il sufiit de supposer que F(x, y) ne
soit pas la puissance, & un facteur constant pres, d'une forme linéaire ou quadratique
indéfinie, mais sa démonstration n’est pas effective. Dans le cas de certaines formes
F(x, y) de la forme ax"+by", n=3, A. BAKER [1] a majoré explicitement les solu-
tions entiéres de (5), a condition que k=n—3.

Désignons par L(G) la longueur de G(x, y), c'est-a-dire la somme des valeurs
absolues de ses coefficients. Comme |G(x, y) =L(G){max (|x|, |y))}* pour tout
(x, ¥)€Z2 le Corollaire 1 implique le suivant.

Corollaire 2. Soit F(x, y)eZ]x, y] une forme de degré n avec la méme propriété
que dans le Théoréme 1 et soit G(x, y)eZ[x, y] un polynéme de degré k=n. Alors on a

1 n—(21-1)

© max (\x], [y)) = [2"L(G))"* - {max (ach la,D} "+
pour toute solution (x, y)EZ* de (5).

2. Sur la résolution en entiers algébriques totalement réels
de P'équation (7)

Soit K un corps de nombues algébriques de degré k et désignons par Zg I'anneau
des entiers de K. Soient «,, ..., 2,6 Zg n=3 nombres distincts et 0= fcZg. D'un
théoréme général de C. L. SieGEL [29] (voir encore W. J. LEVEQUE [38)) il résulte
que le nombre de solutions de I'équation

(7 (x—ay)...(x—a,y) = B
en x, y¢€Zg est fini, et, d’apreés un résultat de A. BAKER [4], [5] (voir encore A. BAKER
et J. Coates [8]), toute solution (x, y)EZg vérifie®

(8) max (h(x), h(y)) < exp {(kH )1},

ou H désigne le maximum des hauteurs de oy, ..., ,, f# et d’'un certain entier de
K qui engendrent K. Les minorations récentes des formes linéaires de logarithmes
de nombres algébriques permettent évidemment d’améliorer (8).

Nous démontrerons le théoréme suivant sans utiliser la méthode de Baker.

Théoréme 2. Soit K une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps
de nombres algébriques totalement réel avec degré [K:Ql=k. Soient a,, .... 2,¢ Zxg,
n=1, des nombres non tous réels et soit 0= pcZg tels que max h(x)=A, h(f)=B

1=j=n
et Nx,o(f)=N. Désignons par t, 1 =t=n, le nombre des éléments non réels de {,, ...
ey &} Alors on a
(9) h(x) = c,ABY", h(y) = c,BV"

pour toute solution de (7) en entiers réels x, y de K, our ¢;=2 (2*~ V" A}~ L Nk -t'm),

2 h(e) signifie le maximum des valeurs absolues des conjugués d’'un nombre algébrique =.
gebriq
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(9) est le meilleur possible en B. Dans (9) on peut évidemment choisir N=B*,
De plus, en ce qui concerne le corps K, les majorations (9) ne dépendent que du
degré de K. Comme H(x)=(2h(x))* et H(y)=(2h(»))*,® une conséquence immédiate
du Théoréme 2 est la suivante.

Corollaire. Soit k’=1 un nombre entier. Sous les hypothéses du Théoréme 2
I’équation (7) n’admet qu’un nombre fini de solutions en entiers algébriques totalement
réels x, y de degré =k’, et toutes les solutions x, y peuvent étre déterminées.

Soit dans (7) [Q(xy, ..., o, B): Ql=k,. Si n=k’/k,, ce corollaire ne reste
pas vrai en général, car (7) posséde une infinité de solutions en entiers algébriques

’ - .= ’ k 4)
x, y de degré =k’. Si a,, ..., 2, sont deux a deux distincts et n=k"? [s"+f'l +s]

1 : : > :
avec s= [-—2— Vank,+1— l], ce corollaire, sous une forme non effective, résulte d’'un

théoreme plus général de C. L. SiEGEL [29].

Pour illustrer le Théoréme 2 considérons un polynéme cyclotomique @(x)
et supposons que K contient le corps cyclotomique correspondant. Alors nous
avons h(x), h(y)=2* pour toute solution réelle (x, y)cZg de Iéquation

F(x, ) =1, ot F(x,y)=)"® [%] et n=deg®.

Le Théoréme 2 a des conséquences du méme type que le Théoréme 1 (voir
les Corollaires 1 et 2).

3. Sur la résolution de I’équation (1) lorsque m=1

Lagrange a ramené le probléme de la résolution de I’équation (1) en entiers rati=
onnels x, y a celui de la résolution de plusieurs équations de la forme (1) dans lesquel-
les m=1 (voir par ex. [23], [32] ou [22]). De plus, si (1) satisfait a ’hypothése du
Théoréme 1, alors les équations réduites également satisfont a cette hypothése.
Comme le Théoréme 3 ci-dessous le montre, dans le cas m=1, /=1, sous les autres
hypothéses du Théoréme 1, le Théoréme 1 peut étre précisé.

Dans le cas m=1 et sous certaines restrictions relatives a (1), de nombreux
résultats sont connus qui montrent que (1) n’admet que peu de solutions en entiers
rationnels x, y. Pour n=3 et 4 entre autres B. N. DELONE (DELAUNAY), T. NAGELL,
C. L. SieGer, D. K. FApDEEV, W. LJUNGGREN, V. A. DEMJANENKO ([12]) et pour
n=4 TH. SKOLEM, Y. DOMAR, A. EKENSTAM, S. HYYRO (voir par ex. les livres [23],
[32], [11] et [22]) et V. A. TARTAKOVSKIi [36] ont obtenu des résultats de ce type.
Evidemment, les théorémes généraux de K. MauLer [21], C. L. SieGeL [30], [31],
H. DavenporT et K. F. RotH [10], D. J. LEwis et K. MAHLER [20] et G. V. Cub-
NOVsKIT [9] sont également applicables au cas particulier m=1.

Notre Théoréme 3 se rattache a certains résultats de T. NAGELL [24], [25].
Soit m=1 dans (1) et désignons par M le nombre de solutions entiéres de (1). T. Nagell

M H(x) signifie la hauteur d’'un nombre algébrique =, c’est-a-dire le maximum des valeurs
absolues des coefficients du polyndme minimal de « sur Z.

O En utilisant un récent théoréme d’approximation de W. M. ScamipT [28)], ici il suffit de
supposer n=k"*(k"®+1).
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a démontré que M =8 pour les polynémes cyclotomiques F(x, 1) ([24], voir encore
[25], Théoréme 13), et M=6 pour les polyndémes F(x, 1) qui engendrent des p*-iémes
corps cyclotomiques (p=3 nombre premier) ([25], Théoréme 14). De plus, il a déter-
miné, pour tout M donné, toutes les formes F(x, y) de ce type pour lesquelles (1)
posséde exactement M solutions.

Deux formes a coefficients entiers seront briévement dites équivalentes quand
elles sont unimodulairement équivalentes.

Théoréme 3. Soit F(x, y)€Z|x, y] une forme irréductible construite sur une
extension quadratique totalement imaginaire d’un corps de nombres algébriques
totalement réel. Le nombre M de solutions de I’équation

(10) F(x,y) =1

en entiers rationnels x, y est pair et M=8. De plus:

1° Pour que (10) soit soluble, il faut et il suffit que F(x, y) soit équivalent a une
Jorme Nx,o(x+ay), ot K=Q(y), F(y, 1)=0, lorsque®
(10,) Nxo(x+ay) =1

admet les solutions (+1,0). Dans (10,) M =2 si et seulement si o—¢e<Z avec une
unité non réelle ¢ (quand (10,) est équivalent a (10,)) ou bien 2u+1=n avec une unité
imaginaire pure n (quand (10,) est équivalent a (10,)).

2° Etant donnée une unité imaginaire pure n telle que %EZK,

(10,) NK,Q[H";_" y] 23

posséde les solutions (£1,0), (1,2), (=1, —2). Dans (10,) M=4 si et seulement
N = :I:T;—C avec une racine de lunité { ayant la propriété indiquée dans 5° quand (10,)
est équivalent a (10;).

3° Etant donnée une unité non réelle ecZg, I'équation

(10,) Nio(x+ey) =1 5
admet les solutions (+1,0) (0,+1). Iei M=4 si et seulement si ¢ = + Cl_—z,l
17 82
avec des racines de l'unité (,,(, ayant la propriété donnée dans 4° quand (10,) est
équivalent a (10,).
4° Soit 9= ;I-_—g.l€2x, { ou chacun des {y, (o(# (1), {1/, est une racine primitive
517 52
p-iéme de l'unité avec le méme p* (p nombre premier) ou bien aucun d’eux n’est
racine primitive qP-iéme de I'unité (q nombre premier). (+1,0), (0, +1), (1, 1),
(=1, —1) sont solutions de

(10,) Nxio(x+8y) =1.

5 K est aussi une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps de nombres tota-
lement réel.
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M=6 si et seulementsi 3 =+(14+0)"",{ ou{+1, { étant une racine de I'unité avec
la propriété indiquée dans 5° quand (10,) est équivalent a (10;).

5% Si (€K est une racine primitive t-iéme de 'unité et t=p? 2p*, p nombre
premier, alors toutes les solutions de I’équation

(105) Nxo(x+Ly) =1

sont (+1,0), (0, =1), (£1, £1).

Donc, pour qu'on ait M =4 il faut que F(x, y) soit construit sur un t-iéme
corps cyclotomique avec t+2*. Le Théoréme 3 est donc une généralisation des
résultats mentionnés plus haut de T. NAGELL [24], [25]. L'une des conséquences
de notre théoréme est la suivante.

Corollaire (T. NAGELL, [24), [25]). Désignons par M le nombre de solutions de
I’équation
F(x,y) =1
en nombres entiers x, y ot F,(x,y) désigne la n-iéeme forme cyclotomique® avec
n=3. Alors, on a

1° pour n=p* et 2p*, p nombre premier, x=1, M =6;
2° pour n=2%, =2, M=4;
3% dans tous les autres cas M=8.%

Dans [25] NAGELL a démontré que M =8 pour toutes les formes biquadratiques
définies F(x, y), a condition que K=Q(x), ou F(a, 1)=0, ait au moins un sous-corps
quadratique. Il a déterminé toutes les formes pour lesquelles M =8 et M=6. Notre
Théoréeme 3 implique ce résultat de Nagell dans le cas particulier ou K posséde
un sous-corps quadratique réel.

Le Théoréme 3 ne reste pas vrai en général (pour cela voir I'exemple qui suit
le Théoréme 1).

En appliquant le procédé de Lagrange et le Théoréme 3, on peut explicitement
majorer, sous les hypothéses du Théoréme 1, le nombre de solutions primitives
de (1) par une borne ne dépendant que de n et du nombre des facteurs premiers
distincts de m.

4. Démonstrations des théorémes

La démonstration du Théoréme | sera basée sur le lemme suivant,

Lemme 1. Soit K une extension quadratique totalement imaginaire d’un corps
de nombres totalement réel avec k=[K:Q)]. Si xcK, alors Re o, i Im 2€K,

(11) {Nxo(@)}* = {Nko(Re 0)}* + { Nxso(i Im o) }¥',
s i et 42 0 : " Rea )*
et I’égalité a lieu si et seulement si Re a=0, i Im 2x=0 ou Tins €Q.

% Autrement dit, F,(x, 1) est le n-iéme polynome cyclotomique.

*) Note ajoutée aux épreuves. Monsieur le Professeur C. L. STEWART a bien voulu attirer mon
attention a un résultat de G. D. BirkHOFF et H. S. VANDIVER (Annals of Math. (2), 5§ (1904), pp.
173—180; Theorem V') qui implique max (/x/, [¥)=1 pour tout (x, y) ¢ Z* satisfaisant & F, (x,y)=1.
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Ce lemme est un cas particulier de notre Théoréme 3 dans [19] (voir encore [18]).
Comme nous I'avons mentionné, (11) a été obtenu (sous une forme moins générale)
en collaboration avec L. LovAsz [16].

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. Par hypothése a,a,=0. Considérons la
décomposition
]
(12) Feo) = I Fyx.9)
J‘

en facteurs irréductibles Fy(x, y)€Z[x, y].
Soit (x, y)€Z* une solution de (1). Posons

o
(13) Fj(x, y) = aojx"1+aljx“j_1y+...+a”‘rjy"-f = aoj ]Tl(x—ah}’) —

= dy; NKJ!Q(x" &, »),

ou les corps K;=Q(x;,) (j=1,...,/) sont des extensions quadratiques totalement
imaginaires des corps de nombres totalement réels. En vertu du Lemme 1 il résulte
de (1) et (13) que

im| = |F(x, y)| =

=

1
jHl ao; N (X —a;,¥)

-

] ]
= 11]1 ao; N (i Im oy, y)| = [y["+ ;‘gx a9 N (i Im ;)

Comme 2a,;-i Im a; =a,; (x;, —&;) est entier, on a

= . NKJIQ(ZQM' «iIm ah)
|aOJ[NK,fQ(' Im ah) = 215+ |ag|"s 1

= 2_"1 . |aoj["("f‘1).

Vu que n;=2 pour tout 1=/=j, on obtient

]
IT lag;|»= = |aof*~¢'=",
Je=1
ce qui implique
L 2-1 1
Iyl =2lag] " «|m|"

Le majoration pour |x| s’obtient de la méme fagon.

DEMONSTRATION DU THEOREME 2. Considérons une solution réelle (x, y)€Zg
de (7). Le cas xy=0 étant trivial, nous supposons xy 0.
Posons

(14) x—ajyzﬁj, i =l, ooy ",

ou f;|p pour tout j. Désignons par J I'ensemble des indices j pour lesquels les x; ne
sont pas réels. Avec la notation f;=¢;;, (14) entraine

(]5) x—"&j}'z Qjﬁj, fEJ

11D
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(14) et (15) impliquent

Bi(1—0y) .
16 - ETRE . ey
(16) y @—2,) 1€
et
(17) - Y

Soit j,€J un indice fixé. Si 1<=n, de (14) et (17) on obtient

(%= 25) + @54 (2%— 25,

(18) Bj=x—a;y=1y Tobi
pour tout j4 J. Ainsi, de (7), (16) et (18) on déduit
(19)

"= p(l—g;)"" (- o) {1l (&J—“j)}_l {11 (CTRE-DE L TRCTELTH) | S
jedJ jed i€¢J

Comme (B)®)=p% pour tout conjugué (B)® de B, on a [o%|=|p%¥/p =1
pour tout conjugué of* de ¢;, 1=s=k, jcJ. Désignons par b, le coefficient dominant
du polynéme minimal de ¢, sur Z, j¢J. Vu que

Nxo(B) H (x—o)eZ[x]

et f;|8, on obtient
bj = NK.’Q(ﬁj) = Nx;Q(ﬁ) = N.

I N b‘,o(ﬁje—a})+bhgh(o:1—ah)ézu pour tout j‘i J, d’ou

h [~;—] = h*Y(a;) = (4AN)Y, j¢J.
i
De plus, on a

h( : ]éh"-l(&,—~aj)é(2A)*‘1, JeJ.

Q“._,—IIJ

Dongc, (19) entraine
h(y) = ¢, B'"

avec C‘=2(22_'!":‘!)i_1Nt(1_"r”’.
De (14), (15) et (17) on obtient de la méme maniére que

x" = B(@;,—a;,0;)" " jg(ﬁr jaj){jg(ij_ D)X

X {J_H (CTR N R TR (TR TH) |

d’ou
h(x) = c,AB"*,

Pour démontrer le Théoréme 3 nous aurons encore besoin de deux lemmes.



Représentation des nombres entiers par des formes binaires 371

Lemme 2. Les unités non réelles &,, &, d’une extension quadratique totalement
imaginaire d’un corps de nombres totalement réel satisfont a I'équation

g+e =1
si et seulement si
A l‘Cz s ‘:1_1
SR T S e O

ou chacun des (y, {5 (#(y), (/{s est une racine primitive p*-iéme de I'unité avec le
méme p* (p nombre premier) ou bien aucun d’eux n'est racine primitive q*-iéme de
lunité (g nombre premier).

DEMONSTRATION: voir [17] ou [18)].

Lemme 3. Pour que les unités non réelles €,, e, d’une extension quadratique
totalement imaginaire d’un corps de nombres totalement réel soient solutions de
I’équation

g +e =2,
il faut et il suffit qu’on ait

31=1—“C= 52=1+C,
ou { est une racine primitive 1-iéme de I'unité telle que t+p*, 2p* (p nombre premier).
DEMONSTRATION: voir [17] ou [18].

DEMONSTRATION DU THEOREME 3. Soit y l'une des racines de F(x, 1)=0.
D’aprés I'hypothése K=Q(y) est une extension quadratique totalement imaginaire
d’un corps de nombres totalement réel.

Supposons que (10) est soluble en entiers rationnels x, y et soit x,, y, une
solution de (10). Il existe des entiers rationnels k et / tels que x,/—y,k=1. La trans-
formation unimodulaire

x=XX'+ky’, y=yoxX'+1ly
entraine
F(x, y) = F(xox"+ky’, yox'+1y’) = F*(x', '),

ou F*(1,0)=F(xy, yo)=1, et ainsi F*(x’, y')=Nk,o(x"+ay’) avec un entier non
réel acK.

Done, pour que M soit positif il faut et il suffit que (10) soit équivalent & une
équation de la forme (10,) qui admet toujours les solutions triviales (+1, 0). M est
évidemment pair.

Supposons M =2, c’est-a-dire que (10,) posséde une solution X, y; telle que
»1#0. Alors, d’aprés le Théoréme 1 on a |y;|=2. On peut supposer que y,=0.

Considérons d’abord le cas ou y;=1. x; +x=¢ est une unité non réelle dans K.
Par la transformation unimodulaire

X'=x=xy, y=y

I'équation (10,) sera transformée en une équation de la forme (10;), qui posséde
les solutions (+1, 0), (0, +1).

11*
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Supposons que (10,) a une autre solution Xx,, y, avec x,=0 lorsque M=4.
Alors, du Théoréme 1 on déduit |x,/=2 et y,=1 ou 2. Soit d’abord y,=1, lorsque
(20) Xg+e=2¢

1-4,

avec une unité non réelle ¢’€K. Si x,=1, du Lemme 2 il résulte que s=c—cT, 1,82
162

étant des racines de I'unité avec la propriété indiquée dans le Lemme 2. Par con-

séquent, nous sommes parvenu a I’équation (10,) qui admet les six solutions figurant

-4, et (10,)

. Cl —Cz
est équivalent a (10,).
Soit ensuite y,=1 et x,=2 ou —2. Dans ce cas (20) et le Lemme 3 impliquent

dans le théoréme. Si x,=—1, on a, d’une maniére analogue, e= —
2 ’ ’

1—(+()?
(L) =(2L)

avec une racine de I'unité { ayant la propriété donnée dans le Lemme 3. Donc,
(104) est également équivalent a (10,) (voire a (10)).

Enfin, soit dans (10;) y,=2, lorsque on a nécessairement x,=1 ou —1. D’aprés
le Lemme 1 on obtient

1 = {Nxo(£1+2Ree)’"+ {Nxo(2ilme)P", n=[K:Q],

d’ol, 2i Im g0 étant un entier dans K, il résulte que

e={t1=%F

g+é=2Ree=7FIl.
1-1,
GG

de I'unité {;, {, ayant la méme propriété que plus haut et ainsi (10;) est équivalent

avec des racines

En appliquant de nouveau le Lemme 2, on en conclut ¢ = +

s . 1 2 :
a (10y). Dans ce cas on peut aisément voir que = im, {, étant une racine de
2
I'unité avec la propriété indiquée dans 5°.
Supposons maintenant que dans (10)) M=6. Soit x;, y; une solution autre

que les six solutions données dans le théoréme. Comme nous I'avons prouvé plus

haut, y;=+2 implique 3=+ HI—C avec le {, précédent et ainsi (10,) est équi-
2
valent a (10;). Si (x3, y5)=(1, —1) ou (—1, 1), alors
—149 et 149

sont des unités non réelles. Ainsi, en conséquence du Lemme 3, 3={ avec une
racine de I'unité { ayant la propriété indiquée dans le Lemme 3. Dans ce cas (10,)
est également équivalent a (10;). Si (x5, y3)=(2, 1) ou (=2, —1), 2+ 9 et 3 étant des
unités non réelles, on obtient 3={—1 avec une racine de I'unité { figurant dans le
Lemme 3 et (10,) est équivalent a (10;). Enfin, si (x3, y3)=(2, —1) ou (—2,1), on
obtient de la méme fagon que 3={+1.

Considérons ensuite I'équation (10;) qui posséde évidemment les solutions
(£1,0),(0, £1), (£1, £1). On peut aisément voir que (10;) a exactement ces
huit solutions. En effet, en supposant que x,, y, est une solution avec max (|x,/,
'¥4))=2, d’apres le Théoréme 1 nous avons max (|x,/, |yy)=2. Il suffit de considérer
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le cas ou y,=2 et x, =+1. Mais, comme nous I’avons vu plus haut (dans le cas
Va P

de I'équation (10,)), il en résulte que { =+ avec une racine de I'unité {, ayant

1+,
la méme propriété que plus haut, ce qui entraine une contradiction.

Il nous faut encore tenir compte de la possibilit¢ quand dans (10,) y,=2 et
x;=1 ou —1. On obtient de (10,), par la méme raisonnement que plus haut dans
le cas de (10,), que x;+2 Re =0, c’est-a-dire x,+2x=pn est une unité imaginaire
pure. Donc, dans ce cas (10,) est équivalent a (10,) qui admet évidemment les solu-
tions (+1,0), (1,2) et (=1, —2).

Si (10,) a une solution x;, y; différente de celles ci-dessus, on obtient nécessaire-
ment y;=+1 ou (x;, ¥5)=(0, £2). Si x;=0, ys3=2 ou —2, alors n—1 et n sont
GHi—1
GG
{1, (s qui possédent la propriété indiquée dans le Lemme 2. On a ij={,n et ij= —n,

g N Cl = ] = ] ]
d’ou {y=-—1, q_§,+l et TSl 7 2
de I'unité avec = p*, 2p*, p nombre premier. Dans ce cas (10,) est équivalent a (10;).

Supposons ensuite que y;=1, lorsque

avecdesracines de I'unité

des unités non réelles. Ainsi, d’aprés le Lemme 2, n=

, {; étant une racine primitive r-iéme

?‘,'-—l_ ”

(21) X+ g

avec une unité non réelle ¢”<K. Dans ce cas, de (21) il résulte

A
2

X5+ = ("

avec une racine de I'unité {=¢"/¢”. On en déduit
(22) 2:—1=¢"(1+(0) et n=2"(1-)).
Si |2x;—1|=3, alors

3" = Nxig(2x5—1) = Ngio (1+0) = 27,
ce qui est impossible. Par conséquent 2x,— 1= + 1, et, d’aprés (22), "

_]_—’ c
2 1+

avec une racine de 'unité { qui posséde la propriété donnée dans 5°

il "

(10,) est équivalent dans les deux cas a (10;).
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