Eine Abschiitzung fiir das Infimum des Spektrums
des Hillschen Differentialoperators

Von E. MULLER-PFEIFFER (Erfurt)

Uber die Koeffizienten der quadratischen Form

+ oo
1) Ay, yl= [ (@Y +e@yP)dx, yeD[Ag = Ci (-, +), )

werden folgende Voraussetzungen gemacht:

1.) p(x) und g(x) sind auf der x-Achse reelle Funktionen, die die Periode  besitzen.
2.) p(x) ist stetig und nicht negativ. ¢g(x) ist nach unten beschrinkt und auf (0, )
summierbar ?). p~1(x) ist auf (0, w) ebenfalls summierbar.

Der durch die abschlieBbare Form A,[y, y] eindeutig definierte selbstadjungierte
Operator wird mit 4 bezeichnet. Im folgenden wird das Infimum A4, des Spektrums
des nach unten halbbeschrinkten Operators A abgeschiatzt. Was bekannte Ab-
schitzungen dieser Art betrifft, so sei auf diejenige von T. KAToO fiir p(x)=1 (vergl.
(2], [1, S. 90])

(2) —%U‘ ]q(x)—;u!a‘x]z*é =p p= 'c—:;' f q(x) dx,

und fiir variables p(x) auf diejenige von EAstHAM [1, S. 90]

&) p—1err ([ 4@ —mldx)' = o= p, M = inf p(x)

hingewiesen. Diese Abschitzungen sind solchen Funktionen p(x) und g(x) gut
angepaBt, bei denen die Subtrahenden auf der linken Seite ,,klein*‘ ausfallen. Es
ist unser Anliegen, die Abschiatzungen (2) und (3) durch eine Abschitzung zu er-
ginzen, die im gegenteiligen Falle (insbesondere fiir kleine M und M=0) vor-
teilhafter ist.

1) C5(—e=, +==) ist die Menge der auf der x-Achse beliebig oft differenzierbaren (komplex-
wertigen) Funktionen mit kompaktem Triger.

%) In der Bemerkung 2 wird darauf hingewiesen, daB man auch Funktionen g(x) betrachten
kann, die nicht nach unten beschrinkt sind.
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Lemma. Die Form (1) ist abschliefar.

BeEwels. Wir bezeichnen mit ||| und ||-|, die Normen des HILBERTraumes
L,(—e=, +<=) bzw. des durch die Form (1) definierten HILBERTraumes H,,

4 e
II&= [ (@Y E+@E)—g+D]y[B)dx, go= infg(x).

Im folgenden wird gezeigt, daB - eine [ -|,-Fundamentalfolge {y,},-1.s .
y,€D[A,], die | «|-Nullfolge ist, sich auch als | « | ,-Nullfolge erweist [3, S. 315).
Es gelte also ||y,—y,ll4,—~0 fiir v, v"~ec. Wenn dann fiir ein g, 0<¢g<1,

G, = {x|]e < p(x)}
gesetzt wird ®), folgt aus der Abschidtzung

Ileo=_ [ @y P+@)—go+ Dy[?) dx = "Gf y'I2dx,

daB {y},=1,s .. in L,(G,) eine Fundamentalfolge ist. Da {y,},.1,. .. In Ly(G))
eine Nullfolge ist, folgt aus

ftp-y:dx =— fq_:’y,,dx, v=1,2 ..,
G‘ G&

wobei der Triger von ¢(x)€Cs°(—<, +0) in eine beliebige Komponente der
offenen Menge G, gelegt wird, daB y| fiir v~ in L,(G,) gegen das Nullelement
strebt. Mit

G, = {x|e¢ < p(x) und g(x)—go+1<z"7}
folgt dann, wenn supp(x)<g ' gilt,
(4) i@y = e[ fUnk+Indx] ~0, v e
G.

Nimmt man im Sinne eines indirekten Beweises an, daB eine Teilfolge {y,};_y . .
derart existiert, daB3

]IyVJIIJE(s}Os j=],2,-..,

gilt, so folgt wegen (4), wenn w,=(—oo, +)\ G, gesetzt wird,

AR
(5) ".""v‘,".al.(m‘) = 59 = fl(a)'

fiir ein hinreichend groBes j,(£). In der Abschitzung

(6) " yv‘," A, (o) = “ yvllrj. (w,) ™ l! Yvi— J'\»,-H A (o)

ist der Subtrahend unabhiingig von & nicht gréBer als §/4, wenn i, j= j2(8) gewihlt

%) G, ist im Falle e<sup p(x) Vereinigung von abzihlbar vielen offenen Intervallen.
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werden. Wird schlieBlich i=max (j;, j,) gesetzt, so folgt aus (6) in Verbindung
mit (5), daB unabhidngig von & die Abschitzung

" e T
(7 1yvla @0 =7 =709

gilt. Die Abschitzung (7) fiihrt mit einer festen Funktion y, , j=/,(6), zum Wider-
spruch, wenn &—0 strebt. So liegt der Triger der Funktion y, auf einem end-
lichen Intervall J, wo nach Voraussetzung p~*(x) und ¢(x) summierbar sind, womit
schlieBlich folgt, daB |y, |4 @, mit é~0 gegen Null strebt im Widerspruch zur
Abschitzung (7).

Durch AbschlieBung von A,[y, y], D[A4,], entstehe die Form A[y, y], D[A4],
welche den HiLischen Differentialoperator A, D(A), definiert [3, S. 322]. Wir setzen
zundchst voraus, dal3
® GiL 4D
gilt. Das Infimum 4, des Spektrums von A ist dann nicht negativ. Es gilt nun fol-
gender

Satz 1. Mit den Bezeichnungen
{+w f {4+

Ak B - g X~ (+o—x
9) #-aﬁfﬂx)dx. n—umf max[ef mdx, af de] ‘

S=t<w

und unter der Voraussetzung (8) gilt fiir das Infimum 1, des Spektrums des HiLLschen
Operators die Abschitzung

B N
(10) i Ao = M

BEwEss. Besitzt die reelle Funktion ¢(x)€C;°(—co, +o0) bei x,€[¢, E+w]
eine Nullstelle, so folgt mit Hilfe der ScHwARZschen Ungleichung

x x 4w
1y  e@=(fooa)=|f ;“;—) [ Ol OPdr, xelE, ¢+al
Mit 4 E :
el = & _ = (e tiro—x =
g x{}’(—‘)dx—gf ) a‘x+::f e =

% x—¢ et to—x
= max [ —Z dx. —_— dx] =
,,f p(x) gf p(x) e
folgt aus (11)
{to [l

[ o@dx=n, [ p@)e’ @) dx.
¢ ¢

Ist {€[0, w) diejenige Stelle, wo 7, minimal ist, so gilt
4w 4o

[ e*@dx=n [ p)le')Pdx.
< s
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Bezeichnet nun y, denjenigen Wert der komplexwertigen Funktion y(x)=¢(x)+
+iY (x)ECs>(— o=, +<=), fir welchen |y |=|y(x)| auf [&, £+ o] gilt, so folgt mit

o o

[ y@=-yldx=n [ ply(ldx
$ £

und 6*>0 die Abschidtzung

¢+ao

, 1
[ (e@yP+e@)|y)dx = —II.v-—yollig.gm,+,ulfyo!|?¢,¢+m) -
s

R
= s [Z a5 sl A+t

Setzt man &°=nu und benutzt die Ungleichung

A+ Ny —yolle. e+ + A+ yol G e+ = 1T 24010
so ergibt sich

(12)

4w

T et = f (1Y P+qlyP) dx.

Wird schlieBlich (=<, +<) als Vereinigung von Intervallen dargestellt, die aus

dem Intervall [&, £+®) durch Translation entstehen und die paarweise disjunkt
sind, so folgt aus (12) durch Summation

(13) [} [ — f @1y E+qly®dx, yeCF (- o, +=).

1+mu

Die Abschitzung (13) gilt auch fiir Funktionen aus H,. Aus

l+rw I¥I* = ALy, y1 = (4y,y), yeD(A),

folgt dann der eine Teil der Behauptung (10). Der andere Teil A,=u folgt aus

Pegy 1 Aly, y]

Tyl
wenn man Funktionen yy(x) verwendet, die aus den Funktionen

L, |x]=N

Kylo) = {0, x| = N

durch Mittelung mit einem festen Mittelungsradius ¢ entstehen [S], und den Grenz-
ibergang N-+<= ausfiihrt. Der Satz ist bewiesen.
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Durch Zerlegung der Periodenintervalle in Teilintervalle besteht die Moglich-
keit, die untere Schranke fiir 4, in (10) zu vergréBern. Mit

§V+l

x—&y $vir—X ]
y = max _dx’ ————dx . - . n=¢tw,
" [ﬁf e S s Emti<fi<.< b=t

1 av+l ﬂ

y T r—— x)dx, 6,=——, v=0,1,...,n—1,
# §v+l_§v gf q( ) l+"v#v
5(,3) = min a,, §=sups(, 3.,
0svsn—1 ©.3,)

wobei 3, die Zerlegung 3,={{=&,, &y, .0y =8+ w} bezeichnet, gilt offenbar
auch S=4,. Beispiel: Da g(x) die Periode w besitzt, gibt es Teilpunkte ¢=¢,,
E,=¢+w/2 und &=E¢+w, so daB py=p,=p gilt. Mit

@

« w
-t PET g dtm—x tro X—5—— t+o
x—¢ 2 2 E+w—x ]
- o I e TSR WS ™ =20y
s [gf P gf 76 i > P 7 +~£ 7 R
gilt dann X :
(14) W

1 +Au

2 2
In dem Spezialfall p(x)=1 ist ﬁ:%. Ein besseres 7 ist ?:—, welches die Ab-

schitzung

«

o 2 > ¥
— [ yPdx= [ |yPdx, y(0) =0,
o0 0

]

liefert. Damit erhidlt man den

Satz 2. Im Falle p(x)=1 und unter der Voraussetzung (8) gilt die Abschdtzung

(15) —— =l =L

Bemerkung 1: Ist p(x)=1, q(x) stetig und u=0 und ersetzt man g(x) durch xq(x),
wobei % ein positiver Parameter ist, so strebt die untere Schranke in (2) fiir x—e

mit dem Quadrat von » gegen —<-, dagegen verhilt sich die Schranke, die sich
2

aus der Formel (15) ergibt, asymptotisch nur wie xqo-f-%.

Bemerkung 2: Eine andere Moglichkeit der Verbesserung der unteren Schranke
von A, ergibt sich, wenn man die Voraussetzung (8) fallen 1iBt und g(x) gemaB

9(x) = ¢, (¥)+¢-(x), ¢4+ =max(g(x),0), ¢-(x)=min(g(x),0)
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zerlegt, entsprechend wird

= ;lf +)dx, u_= ;lof g-(x)dx
gesetzt. Die Zerlegung
oo +eo
Aol = [ (E2yere.@bi)dcs [ (22 1yp4g o) x,

11
?+Fh—l’ a,b=0,

der Form fiihrt in entsprechender Weise zu der Abschitzung (vergl. [4])

p’+ p— = - b -1e=1
l+an#+ l+bqﬂ_ )'o—au! o~ !#—I ’1 -

Die optimale Wahl der Parameter @ und b ergibt als untere Schranke den Wert

p—Aanpu, |u_|
(16) T

der fiir inf g(x)=0, d. h. fiir [u_|=0 mit der unteren Schranke in (10) zusammen-
fallt. Im Falle p(x)=1 wihlen wir wieder A=w?/n% so daB dann die Abschitzung

& 1
bl e

nu—4ou, |p_| e n?
n2+wg; = ’10 =W, l#—f = min /g, _2? .

(17)
gilt,

Die zuletzt angegebene Methode gestattet es, auch Funktionen zu beriick-
sichtigen, die nicht nach unten beschrinkt sind.

Zum SchluB bringen wir ein Beispiel: Wir wihlen p(x)=1, g(x)=sin x, w=2n.
Die Formel (2) liefert fiir die untere Schranke den Wert —1. Um die Formel (15)
anwenden zu konnen, wihlt man zundchst §(x)=sinx+1 wund berechnet fiir
diese Funktion die untere Schranke zu 0,2. Fiir die Funktion g(x)=sin x erhilt
man dann —0,8 als untere Schranke von 4,. Ein besseres Resultat liefert die Formel
(17), wenn man, um sie sinnvoll anzuwenden, z. B. §(x)=sin x+1/2 wihlt. Fiir die
urspriingliche Funktion g(x)=sin x erhilt man so eine untere Schranke fiir A,,
die bei —0,69 liegt. Das Infimum 4, liegt erst bei —0,36.
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