Bemerkungen zu einem Teilerproblem
Von A. SCHIERWAGEN (Jena)

1. Ausgehend von den bekannten Teilerfunktionen wurden in [3] die fiir natiir-
liche Zahlen a, b und reelle Zahlen v, u erklarten Funktionen

dy,.(a, b; k) = ‘Z Jl:n“"m"" (n, méN™)

und ihre summatorischen Funktionen

Dv.u(as b; x) = dv.n(a, b; k)

1=k=x

eingefiihrt. Hier soll speziell die Funktion d(a,b;k)=d,,(a, b; k) hinsichtlich
ihrer durchschnittlichen GréBenordnung untersucht werden.
Zur Abschiitzung von

D(a,b;x) = 2 d(a,b; k)

1skEx
ist folgendes zu bemerken: Fiir groBe x gilt

D(a, b; x) = h(a, b; x)+0(x%=b)

by al 1
‘:[—]x’-}"C[—]x" fir a#b
h(a,b; x) =1 \a b
xlogx+(2C—-1)x fir a=b=1.1%

Auf elementarem Wege ergibt sich 3(a, b)éa—_ll_—:

mit

Fir a#b und mit —l—=A ist

a+b
Dabh;x)= N = 3 14 I 1=
1=n°mb=x 1=nmb=x 1=n"mb=x
msxA m>=xA
1
x )
-2z oz -
m=x n=x e
x"-:mi['—‘]'

') a=b=1 liefert gegeniiber a=b=1 nichts Neues. C sei die Eulersche Konstante.
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- 2.16)

AR Ik

Loxr (2] x:"+b—f;x“+c[%]x:'—xu+0(x‘) -
- C[%]x;+{(%] & 40 ().

Entsprechendes gilt im Fall a=b=1. Die Bestimmung des Exponenten 3(1, 1)
ist als Dirichletsches Teilerproblem bekannt, worauf hier nicht weiter eingegangen
werden soll. Von RicHERT [6] wurde fliir a<b

2 "
—3-(-5—:5)— fir b=2a
3(a, b) = )
W fur b=2a

bewiesen, wobei fiir b=2a im Restglied der Faktor log x angebracht werden muB.
Fiir den Spezialfall a=1, b=2, der fiir die Bestimmung der mittleren Anzahl
der nichtisomorphen abelschen Gruppen gegebener Ordnung von Bedeutung ist,
sind schon Verbesserungen des Richertschen Ergebnisses bekannt ?).

Setzen wir fir a#b

D(a, b; x) = C[%]x:-+<:[%]x%+d(a, b; x),

so zeigte KRATZEL hinsichtlich der Abschidtzung von 3 (a, b) nach unten in [3]

1
(1) A(a, b; %) ¥ o(x"**"7),
also 3(a, b)%z(a—:_b), was fiir a=b=1 schon lange bekannt ist ([5]). Unter

Verwendung einer auf ScHMIDT [9], LANDAU [4] und HARDY [1] zuriickgehenden
Methode habe ich (1) in der Arbeit [7] durch

) A(a, b; x) = Q+(x**P)

verscharfen kénnen. In [8] wurde das Resultat (2) mit einer von SKEWES [10] bzw.
INGHAM (2] herriihrenden Methode durch

A(a, b; x)

xl/2(a+b) T i

4(a, b; x)

lim lnf‘-xliz(a_-l-b) =—

X == o0

3) lim sup

X == oo

%) Siche z. B. KRATZEL [3], wo einige Arbeiten iiber diesen Spezialfall zitiert sind.
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prézisiert. Mehr noch, in [8] wurde gezeigt, daB sich die erste Abschidtzung in (3)
durch

4 A(a, b; x) = 2, ((xlog x)"/***» Jog log x)

ersetzen ldBt, allerdings unter der unangenehmen Einschrdnkung —§-<-;:-<%.
Demgegeniiber gelten (1), (2), (3) fiir beliebige natiirliche Zahlen a, b.

Der Beweis von (4) erfolgte in [8] wesentlich unter Verwendung einer modi-
fizierten Form eines bekannten Satzes von Phragmén—Lindel6f. Der Gegenstand
dieser Note ist nun, einen Beweis von (4) anzugeben, der ohne die erwihnte Modi-
fikation des Satzes von Phragmén—Lindel6f auskommt. An ihre Stelle tritt ein
Argument, das den Fejér—Kern enthilt, in der Form, wie es schon beim Beweis
von (3) verwendet wurde. Damit wird es gleichzeitig mdéglich, die oben ange-
fiihrte Einschrinkung fiir die Parameter a, b fallenzulassen. Das Ziel der vorliegen-
den Note 1aBt sich demnach formulieren als

Satz. In der Darstellung
b) : a) ¥
D(a, b; x) = C(?]x" + [-B-]xb +4(a, b; x)
gilt fiir beliebige positive ganze Zahlen a#b die Abschitzung

(5) A(a, b; x) = 2, ((xlog x)"*=+" Jog log x).

2. Fiir den Beweis des Satzes werden drei Lemmata bendtigt, die im folgenden
bereitgestellt werden. Dabei setzen wir im weiteren gelegentlich zur Abkiirzung
1

A=a+b .
Lemma 1. Fir o=2n>1, Xn***=1 und mit
A(a, b; u*+?)

'[(u) = _._I;TJE._

gilt
1
(6) sup  t(u) = Ty(w)+0 [L]—I-O(X_z("“’)n“-log X),
w—n=u=w+n w
wobei
1
a+b . L
(?) Tx(a)) e l_ 2 [l _[Tj‘;f_]‘] dl—l;'a,l-l}bga’ b, k) Sil'l (2nh1k“+bw+%]
th, 1sk=<X kl—m

mit

b b a

= 7w T

sein soll.
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Beim Beweis®) wird maBgeblich eine von KRATZEL [3] stammende Identitidt
fiir das Restglied 4(a, b; x) verwendet, die — im Gegensatz zu der beim Beweis
von (4) in [8] gebrauchten — ohne Einschrinkungen fiir die Parameter a, b giiltig
ist. Daneben ist hier die Anwendung des Fejér—Kerns

sin y/2)*
y/2

k0 =
von besonderer Bedeutung.
Lemma 2. Sei fir X=1, 1=k<X und q=4 (gEN)

1
(8) WX, q) = {o: |hk**'o| < -é-(mod D}.
Dann gilt fir alle e W(X, q)
&)
I k "'H' di—1/a1- m;(ﬂ b; k) 2n
Ty(w) = =< 1=§=x[] _[Y] ] - -E- = Tx(0)- co*:-q—.
2 k 8(¢+b)

Zum Beweis ist nur zu bemerken, daBl nach (8)

! -~ 1 2n
cos 2nh, k*** 0 > — cos —

sin [2nh k"—"'_ba)+£] e —
‘ 4" y2 2. 1
fiir g=>4 ist. Gehen wir damit in (7), so folgt unmittelbar (9).
Lemma 3. Fiir X—e gilt

3abn } iﬁ;

Der Beweis erfolgt mittels partieller Summation, wobei die Darstellung

1
XmologX.

1 1
D;_1/a,1-16(a, b; X) = Exlogx-}—O(x) —bxlog x+r(x) Y

verwendet wird. Damit ergibt sich aus (7)

e | dy_1/a,1- m(a b; k) [ a+a]
Tx(0) = nV2h, "%I‘x Ty 2(c+b) [ ]

ol f"' 1—(1/X)*
g ab.n lszz \ !1—4”2
= —l[—l+2(a+b)+

abn }/2_}1,
das ist (10).

d(tlogt+r(1)+0(1) =
1_2—(3“"'—!’)] XAlog X+ O(XA™),

4) Vegl. [3], S. 166, Hilfssatz 8.
%) Vel [8], S. 153, Satz 1.
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3. Bevor wir jetzt den Satz (5) beweisen, bemerken wir, daf aus (6) von Lemma 1
(11) limsup t(u) = IiQ sup Tx(w)
fir X=1 folgt, falls n=n(w)—<. Dabei zeigen die Voraussetzungen von Lemma
1, dal mit @w auch w wichst und
(12) logu ~ logw

gilt.

Sei nun ¢=>4 eine natiirliche Zahl. Aus dem Dirichletschen Satz {iber dio-
phantische Approximation folgt dann, daB es zu jedem X=1 e¢in €W (X, q)
gibt, das der Bedingung

(13) l<ow=gF
geniigt. Aus (13) ergibt sich sofort
(14) logw ~ X-log g

fir w—+< bzw. X+,
Lemma 2 und (14) zeigen, da

(15) li{'p_'sup Tx(w) = cos 2—;li|}1*sup Tx(0)

gilt, und aus (11) und (15) 1dBt sich

4
cos —
S S e )
(logu)*loglogu — 2(logg)** x-=" X42loglog X
ableiten, wenn man beachtet, daB nach (12) und (14) logu~X-loggq fir u—<
bzw. X-oo gilt. Mit Lemma 3 folgt schlielich aus (16)

: A(a, b; x) §
(17 h?ﬁ?p (x log x)V/*@+b) Jog log x skl

(16) lim sup
oo

wobei die in Lemma 1 gegebene Definition von 7(«) angewandt wurde. (17) schlief3t
nun zweifellos die Beziehung (5) ein, so daB der Satz bewiesen ist.
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