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Eine Butlergruppe mit Regulatorkette der Lange 2

Von STEPHAN LEHRMANN (Wiirzburg)
und OTTO MUTZBAUER (Wiirzburg)

Abstract. The intersection of all regulating subgroups of a Butler group is called
regulator. It is a subgroup of finite index, i.e. itself again a Butler group. In the class
of the almost completely decomposable groups, an important subclass of the class of
Butler groups, the regulator is completely decomposable, i.e. it is its own regulator,
and in this subclass the regulator plays the dominant role. It is an open question if
there is a comparable regulator concept in the class of Butler groups. Certainly Butler
groups have a priori a chain of iterated regulators. It is very natural to ask if there are
Butler groups with a regulator chain of length bigger than one. This paper gives a first
example of a Butler group with a regulator chain of length two. The rank of this group
is 9 and the cardinality of the critical typeset is 15. Both, the rank and the critical
typeset are probably not minimal.

1. Einleitung

Butlergruppen sind torsionsfreie homomorphe Bilder von vollstandig
zerlegbaren Gruppen endlichen Ranges. In der Arbeit [3] wurde die Frage
gestellt, ob Butlergruppen grundsatzlich endliche Regulatorketten besitzen.
Allerdings war bislang noch kein Beispiel einer Butlergruppe bekannt mit
einer Regulatorkette der Lange grofler als 1. In dieser Arbeit wird eine
Butlergruppe mit Regulatorkette der Lange 2 angegeben. Diese Gruppe
hat Rang 9 und eine kritische Typenmenge der Machtigkeit 15.

Die verwendeten Bezeichnungen beziehen sich weitgehend auf
L. Fucas [1] und D. M. ARNOLD [2]. Gelegentlich werden jedoch ak-
tualisierte Notationen benutzt, die dann an entsprechender Stelle explizit
eingefiithrt werden.

Sei A eine torsionsfreie abelsche Gruppe und a ein Element aus A.
Dann bezeichnet ¢(a) = ta(a) den Typ von a in A, und die Typenmenge
von A ist definiert als T'(A) = {ta(a) | 0 # a € A}. Fiir jeden Typ ¢
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setzt man A(t) = {a € A | ta(a) > t}, A*(t) = ({a € A | ta(a) > t})
und A%(t) = A*(t)., die man die Typen-Untergruppen von A beziiglich
Typ t nennt. A(t) und AF(¢) sind rein in A, und es gelten die Inklusionen
A*(t) C A%(t) C A(t). Fiir eine torsionsfreie abelsche Gruppe A beze-
ichnet Ty,.(A) = {t € T(A) | A(t) # A%t)} die kritische Typenmenge
von A. Untergruppen A; von A(t) heilen Typen-Komplemente von A(t),
wenn sie die Butler-Gleichung A(t) = A%(t) @ A; losen. Weiter nennt
man Untergruppen der Form U = ZteTk,.( A) Ay regulierende Untergrup-
pen von A. Dabei beachte man, daf3 A; nur bis auf Isomorphie eindeutig
ist. Die Menge aller regulierenden Untergruppen von A wird mit Regg(A)
bezeichnet. Ist sogar A € Regg(A), so nennt man A selbstregulierend.
Fiir eine Butlergruppe A bezeichnet R(A) = ([{B | B € Regg(A)} den
Regulator von A. Fiir n € N setzt man weiter R"T(4) = R(R"(A))
mit R'(A) = R(A) und definiert dadurch eine Folge von iterierten Regula-
toren, die sogenannte Regulatorkette von A. Der Schnitt aller Regulatoren,
R>*(A) = N{R"(A) | n € N}, heiBt Hyporegulator von A. Gibt es ein min-
imales m € N mit R™"(A4) = R™(A), so hat A eine Regulatorkette der
Lange m. Gilt bereits R(A) = A, dann nennt man A regulatorgleich.

2. Praliminarien

Im folgenden wird jede torsionsfreie abelsche Gruppe G grundséatzlich
als Untergruppe ihrer divisiblen Hiille QG aufgefaflt.

Lemma 2.1. Ist A eine Butlergruppe mit R(A) € Regg(A), dann ist
R(A) regulatorgleich.

BEwEIs. Wegen R(A) € Regg(A) ist jede regulierende Untergruppe
U von R(A) nach [2, Proposition 3.1 (b)] auch eine regulierende Unter-
gruppe von A. Also gilt U C R(A) € U mit Gleichheit, und R(A) ist
regulatorgleich. O

Die Umkehrung ist bereits fiir die fast vollstandig zerlegbaren Grup-
pen falsch.

Lemma 2.2. Sei A eine rationale Gruppe mit 1 € A C Q, fiir eine
Primzahl p. Dann gilt A = (pA,1).

BEWEIS. Sowieso ist (pA,1) € A. Sei nun a = oL ein beliebiges
Element aus A mit a1, s € Z, ag # 0 und ggT (p, as) = 1. Nach Bézout

gibt es dann l1,ls € Z mit l1p + laas = 1, so dal a = (I1p + lban)a =
lipa + laaq € (pA,1) ist. Also gilt auch A C (pA,1). O
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Korollar 2.3. Fiir eine Primzahl p und eine rationale Gruppe A C Q,,
gilt (A, 1) = (pA,1).

Lemma 2.4. Sei A eine rationale Gruppe, und sei G = A(a +b) + S

eine torsionsfreie abelsche Gruppe mit Untergruppe S und Ab C S. Dann
ist G=Aa+S.

Bewigs. Die Behauptung folgt sofort aus

G=A(a+b)+5SCAa+ Ab +S=Aa+ S
<~
cs
:A(a+b—b)—|—S§A(a+b)+<4,lz/+S:A(a+b)+S:G. O
cs

Lemma 2.5. Sei A eine rationale Gruppe mit A C Q,, fiir eine Prim-
zahl p. Sei G = A(a + b) + S eine torsionsfreie abelsche Gruppe mit
Untergruppe S, Apb C S und a+ b € S. Dann ist G = Apa + S.

BEWEIS. Sowieso gilt Ap(a+b) C Apa+ Apb C Apa + S. Mit Korol-
lar 2.3 folgt damit

G =  Ala+b+S={(Ala+b),a+b)+S5=(A1)(a+b)+S
(a+b)+5=(Ala+b),atb)+S5=(A1)(a+b)+
es
Korollar 2.3

= Ap, 1 -
(Ap,1)(a +b) + S = (Ap(a+b),a+b
CApa+S €s
= Alpla+b)—pbl+S C A(a+b) + Apb+S
~—~

cs

)+ S C Apa+ S

Also gilt die behauptete Gleichheit. O

Lemma 2.6. Sei A eine rationale Gruppe, und sei € Q. Sei G =
A(a + Bb) + S eine torsionsfreie abelsche Gruppe mit Untergruppe S und
sei p eine Primzahl mit # € Q, und ABpb C S. Dann existiert ein k € Z,
so daB gilt G = A(a + kb) + S.

BEwEIS. Wegen 3 € Q, gibt es 51,82 € Z, 2 # 0 mit 5 = % und
geT(p, B2) = 1. Nach Bézout lassen sich lj,ly € Z wieder so wihlen, dafl
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die Gleichung l1p + o8, = 1 erfiillt ist. Setzt man nun k = l33; € Z, so
erhélt man 8 = (I1p + l2032)58 = lipB + l261 = l1pB + k. Damit folgt nun

G=A(a+pb)+S = Ala+ lipBb+ kb) + S C A(a + kb) + ABpb+S
——

cs
= A(a+kb)+S = A(a+ Bb—l1pBb) + S C A(a + Bb) + ABpb+S
——
cs
=Ala+pb)+ S =G
mit Gleichheit, und die Behauptung ist gezeigt. g

Lemma 2.7. Sei A eine rationale Gruppe mit 1 € A C Q, fiir eine
Primzahl p. Fiir k € Z sei G = A(a + kb) + S eine torsionsfreie abelsche
Gruppe mit Untergruppe S, Apb C S und a +b € S. Dann gilt

Apa+ S fir k=,1
Aa+ S  fir k#,1

BEWwWEIS. Wegen Apb C S geniigt es nach Lemma 2.4 die Falle
k = 1,...,p zu untersuchen. Fir k = 1 liefert bereits Lemma 2.5 das
gewiinschte Ergebnis G = Apa+S. Fir k € {2,... ,p} ist wegen (a+kb)—
(a+0b) = (k—1)b, pb € G nach Bézout auch b € G. Mit Lemma 2.2 folgt
Ab = (Apb,b) C G, und mit Lemma 2.4 fiir Akb C Ab C S + Ab erhalt
man zunichst G = A(a + kb) + (S + Ab) = Aa + (S + Ab). Weiter ist
wegen b = (a+b) —a € Aa+ S und Apb C S nach Lemma 2.2 auch
Ab = (Apb,b) C Aa+ S. Also gilt sogar G = Aa + S. O

Das nachste Lemma wurde in einer allgemeineren Form bereits von
MADER, MUTZBAUER und RANGASWAMY [4, Lemma 2.2] formuliert. Es
wird spéter bei der Bestimmung von Typen-Komplementen einer Butler-
gruppe benutzt und ist dort ein Kriterium fiir die Vollstdndigkeit bei der
Konstruktion von regulierenden Untergruppen.

Lemma 2.8. Fiir 8 € Q und rationale Gruppen A und B ist Aa®Bb =
A(a + b) @ Bb, genau dann wenn AS C B ist.

BEWEIS. Aa® Bb = A(a+ (b) ® Bb impliziert ABb = A(a+pb—a) C
A(a+ Bb) + Aa C Aa @ Bb. Also ist ABb C Bb und damit A C B. Die
Umkehrung gilt nach Lemma 2.4. O

Die folgende Aussage vereinfacht die Berechnung des Regulators einer
Butlergruppe, wenn dabei der Schnitt aller regulierenden Untergruppen zu
bilden ist.
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Lemma 2.9. Sei A eine rationale Gruppe mit 1 € A. Sei G =
N {A(a+ kb) + S | k € Z} der Schnitt von torsionsfreien abelschen Grup-
pen mit Untergruppe S. Fiir eine Primzahl p gelte Apb C S, und es gebe
einl € Z prim zu p mit b ¢ A(a+ (b) +S. Dann ist G = Apa + S.

BEWEIS. Fiir jedes k € Z gilt

Apa+ S = Alp(a+kb) —pkb]+ S C Ap(a+ kb) + Apb +S C A(a+ kb) + S.

—

cs
Also ist Apa+ S C (" {A(a+kb)+ S | k € Z} = G. Andererseits gilt mit
k = 0 sowieso G C Aa—+ .S und damit Apa+S C G C Aa+S. Nimmt man
nun an, da G = Aa+ S ist, so folgt Aa+S C A(a+kb)+ S fir alle k € Z.
Daraus erhélt man fiir £ = [ aber [b = (a 4+ 1b) —a € A(a +1b) + Aa C
A(a + 1b) + S. Nach Bézout gilt wegen ggT(l,p) = 1 und pb € S auch

b e A(a+1b)+ S im Widerspruch zur Voraussetzung. Also ist G C Aa+ S
und damit G = Apa + S. O

3. Eine Regulatorkette der Lange 2

Proposition 3.1. Es gibt eine Butlergruppe des Ranges 9 mit einer
kritischen Typenmenge der Maéchtigkeit 15, die eine Regulatorkette der
Lange 2 besitzt.

BEWEIS. Seien A, Bl, BQ, Cl, CQ, D, E‘7 F, G, V, W, Xl, XQ, Yi,
Ys € Q, fir eine Primzahl p. Die Gruppen Bs, Co, E, F, G, V, W, Xy,
Xo, Y7, Y5 mogen ein starres System bilden und es gelte
ZgAgBlmCh B17 ClngmCQ,
7Z<CDCENF, Z=NNM
fiir N7M € {B27C27E7F7G7‘/7WX17X27Y15Y2}7 N 7& M und {N7M} ¢
{{B2,C>2},{E, F}}. Insbesondere ist die 1 damit in allen rationalen Grup-

pen A, By,...,Y5 enthalten.
Nun definiert man die Butlergruppe

H C Qa® Qb; ® Qb ® Qcy & Qcz ® Qd ® Qe ® Qf & Qg
wie folgt:
H = Aa + Bipby + Ciper + X1(pa + pb1 + pd) + Y1 (per — pd)
+ Baopby + Copca + Xo(pby + by + g) + Ya(ca — g)
+ Dpd + Epe + Fpf + Gpg+V(pd+e+g) + W(f —g).

H hat Rang 9 und eine kritische Typenmenge der Méchtigkeit 15 bestehend
aus den Typen der oben angegebenen 15 rationalen Gruppen.
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Schritt 1. Die Gruppe H ist damit als Summe von reinen Untergrup-
pen dargestellt. Um dies nachzupriifen ist es notwendig fiir jeden Sum-
manden nacheinander &hnliche Gleichungssysteme zu analysieren. Exem-
plarisch wird gezeigt, daf§ Aa eine reine Untergruppe von H ist. Denn man
erhalt fiir ein Element qa € H mit ¢ € Q eine Darstellung der Form

qa = aa + B1pby + y1per + §1(pa + pby + pd) + v1(per — pd)
+ Bapba + Yapca + E2(pbi + ba + g) + va(ca — g)
+ 0pd + epe + opf +npg +v(pd + e+ g) +w(f —9),
mitOéEA,ﬁlEBl,BQEBQ,’yl601,72602,(5€D,€€E,<,0€F,

neGrveV,weW, & € Xy, & € Xo, v € Y] und vy € Yy, Durch
Umsortieren nach Basiselementen folgt daraus

ga = (a+&p)a+ (81 + & + &2)pb1 + (Bap + £2)b2 + (71 + v1)pes
+ (vap+va)ea+ (0 +& —v1 +v)pd+ (ep+v)e+ (pf +w)f
+ (p+ & —ve + v —w)g.

Ein Vergleich der Koeffizienten von a, pb; und by liefert ¢ = a + &1p,
0=01+& +& und 0 = FBaop + &. Folglich ist —& = (2p und damit
51 = ng—ﬁl S leBg = 7Z. Also gllt qa = Oz—l-&p S A+pZ = A,
so dafl man insgesamt H N Qa = Aa erhélt. Damit ist Aa aber eine reine
Untergruppe von H.

Schritt 2. Zur Bestimmung aller regulierenden Untergruppen, die
durch die Summe von Typen-Komplementen zu kritischen Typen definiert
sind, untersucht man fiir jeden kritischen Typ von H die Butler-Gleichung.
Dazu setzt man nun t4 = t(A), tp, = t(B1),... ,ty, = t(Y2). Bis auf t4,
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tp,, tc, und tp sind alle kritischen Typen maximal. Stellvertretend fiir
die maximalen Typen gilt beispielsweise H;, = H(tp,) = Bapba. Man
fafit die Typen-Komplemente aller maximalen Typen von H zusammen
und setzt

R= Y H= > H#

teTy, (H) teTy,(H)
t maximal t maximal

= Xi(pa + pby + pd) + Yi(pc1 — pd) + Bapbs + Capes
+ Xo(pby + b2 + g) + Ya(c2 — g) + Epe + Fpf + Gpg
+Vipd+e+g)+W(f—g).

Damit ist R in jeder regulierenden Untergruppe von H enthalten, und man
erhalt die Darstellung H = Aa+ Bipb; +Cipci + Dpd+ R. Fiir die Typen
ta, tp,, tc, und tp gilt dagegen
H(tp,) = H'(tc,) =  (Bapbs, Capca).
= Bopby + Capca + (ba + c2)
= Bapby+Capcy + (B2 N Ca)p(batecz), batca)
(

Lemma 2.2

= ""Baopbs + Copca + (Ba N Ca)(ba + ¢2),
H(ta) = (Bipby,Cipey, H¥ (tp,))s

= Bipby + Cipcy + Bapbs + Capes

+ (BQ ﬂ Cg)(bg + Cg),

H'tp) = (Epe, Fpf).

=  Epe+ Fpf+(e+ f)«

= Epe+Fpf+{(EnF)ple+f)e+f)

Rt 22 Bpe 1 Fpf + (BN F)(e + f).

Somit treten in den Butler-Gleichungen der nicht-maximalen kritischen
Typen nach Lemma 2.8 genau die folgenden Typen-Komplemente auf

H(ta) = H*(ta) ® A(a + Bipby + y1per + Bapba + yapes +ia(be + c2))
fir B;,vi,ia € Q,AB; C B, Ay; C Cy, Aiyg € BoNCy
und i € {1,2},

H(tp,) = H¥(tp,) ® Bi(pby + Bapbs + Fapca + ip, (bs + ¢2))
fiir Bzﬁz,iBl €Q,Bi1b; C By, B172 C Oy, Brip, € Ba N Oy,
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H(tc,) = H*(te,) @ Ci(per + Bapbs + Fopes + icy (by + ¢2))
fiir B2, %, ic, € Q,C1fB2 C B, C1732 C Cs, Chic, C B2 N Cy,
H(tp) = H*(tp) ® D(pd + epe + ¢pf +ip(e + f))
fir e, p,ip € Q,De C E,Dp C F,Dip C ENF.
Da man nun alle moglichen Typen-Komplemente von kritischen Typen

von H beschreiben kann, 148t sich jetzt die in der Definition angegebene
allgemeine Form der regulierenden Untergruppen von H angeben.

Hyy+Hyy + Hyo, + Hyp + R
= A(a + pipb1 + miper + Bapbz + vopes + ia (b2 + c2))
+ B1(pb1 + Bapba + Fapes + i, (b2 4 c2))
+ Cy(pe1 + B2pb2 + Yapea +ic, (ba + ¢2))
+ D(pd +epe + opf +iple+ f)) + R
(1) mit Apfy C By, Ay1 C Cy, Aia, Brip,,Cric, € By N Cy,
Dip CENF,
(2) ABs, B1 32, C1 B2 C Ba, Aya, Bi3a, C172 C Cs,
DeCE,DpCF
fir 1, Ba, Bas Boy 11,12, 25 A25 €5 s iy s iy ip € Q.

Schritt 3. Diese Darstellung der regulierenden Untergruppen von H
wird nun vereinfacht, um Gleichheiten festzustellen.

Nach (2) gilt ABopbs, Ayopca, BiBapba, Bijapca, CiBapba, Ci7apes,
Depe, Dppf C R. Somit erhdlt man mit Lemma 2.4

A(a + Bipby + yiper + Bapba + yapea +ia(be + c2))
+B1(pby + Bapbs + Fapea +ip, (b + ¢2))
+C1 (pc1 + Bapby + Fapes + icy (ba + c2))

+D(pd +epe+ ppf +iple+f)) + R

e 2 A+ Bupby +yaper +ia(be + ) + Bi(pby +ip, (ba + c2))

+Ci(per +ic, (b + c2)) + D(pd +ip(e + f)) + R.

Weiter folgt aus (1) insbesondere auch AfS;(pby + ip,(ba + c2))CBi(pbi+
’L'B1 (bg + 62)) und A’}/l (pCl + icl (b2 + 02)) - Cl (pCl + Z.Cl (bg + 62)). Also
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148t sich Lemma 2.4 ein weiteres Mal anwenden, und es gilt

A(a + B1pby + yiper +ia(bs + ¢2)) + By (pby +ip, (b2 + ¢2))

+ Ci(per +io, (bo+¢2)) + D(pd+ip(e+ f)) + R

emma 24 0 (0. + (i — Brip, — Yric, ) (ba + c2))

+ Bi(pby +ip, (ba + c2)) + C1(pcr + ic, (b2 + ¢2))
+D(pd+ip(e+ f)) + R.

Man setzt nun @ = ig4 — f1ip, — 71ic, € Q und betrachtet im folgenden
die regulierenden Untergruppen

U(iﬂ'Bl icysip) :A(a + i(bg + CQ)) + Bl (pbl + iBl (bg + 62))
+ Ci(pcr +ic, (ba+¢2))+ D(pd+iple+ f))+ R

unter den Voraussetzungen von (1).

Schritt 4. Aufgrund der Substitution von (1, v1 und ¢4 durch i sind
fiir die rationale Variable ¢ genau die Einschréankungen von (1) relevant,
die sich auf die Variablen (31, 71 und ¢4 beziehen. Fiir diese Bedingun-
gen wird eine aquivalente Aussage angegeben, die nur von ¢ abhéngt.
Anschlielend werden die Zulédssigkeitsbereiche aller relevanten Variablen
weiter eingeschrankt. Unter den Voraussetzungen fiir 51, 71 und ¢p,, ic
aus (1) ergeben sich aus der Definition von 4 die Beziehungen

1

Ai = A(ZA — /BliBl — ’yl’icl) AiA = A(Z + ﬂliBl + ’Ylicl)
C Aig + ApPrip, + Aviic, C Ai+ ABiip, + Amnic,
C Aig+ BliBl + Cl’icl C Ai+ BliBl + Clicl
C Aig + (BanCy), C Ai+ (ByNCy).

Also ist Aig C By N Cy dquivalent zu Ai C By N Cy, und U(i,isl,icl D)
ist genau dann eine regulierende Untergruppe von H, wenn die Bedin-
gungen Ai, Biig,,Cric, € BoNCy C Q, und Dip C ENF C Q, fiir
1,iB,,%0,,tp € Q erfiillt sind. Da die 1 in jeder der rationalen Gruppen A,
By, Ci und D enthalten ist, folgt dann insbesondere ,ip,,i¢c,,ip € Q,.
Nach Lemma 2.6 geniigt es deshalb bereits ¢,¢p,,%c,,ip € Z zu betrachten,
um alle regulierenden Untergruppen von H darzustellen. Man erhélt fiir
1,%B,,%0,,tp € Z auch ausschliefllich regulierende Untergruppen von H, da
in diesem Fall die Voraussetzungen Ai, Biip,,Ciic, € BoNCy und Dip C
E N F gelten. Folglich beschreibt auch {U(i,isl,icl,ip) | i,iB,,1cy,ip € Z}
die Menge aller regulierenden Untergruppen von H.
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Schritt 5. Von KRAPF [3, Theorem 1.1] und MADER [3, Theorem 1.2]
wurde gezeigt, dafl Butler-Gruppen nur endlich viele verschiedene reg-
ulierende Untergruppen besitzen. Jede der Variablen ¢, ip,, ic, und ip
kann folglich auf eine endliche Wertemenge beschrankt werden.

Es gilt nun

(3) pb1 + b + co = (pby + ba + g) + (c2 — g) € R,

so dafl mit Lemma 2.7, angewandt auf G = B;(pb; +ip, (b + c2)) + R mit
Blp(bg + 62) C R und pb; + (bg + 02) € R nach (3), folgt

1

Bip*by + R fiir iB, =p 1
Bipby + R fiir ip, #,1
Insbesondere ist damit U(i,isl,icl,ip) = U(z‘,O,z‘cl,iD) fir ip, #p 1.
Analog gilt wegen

(5) pd+e+f=((pd+e+g)+(f—9g) €R

und mit Lemma 2.7 fir G = D(pd + ip(e + f)) + R mit Dp(e+ f) C R
und pd + (e + f) € R nach (5) auch

(4)  Bi(pby +ip, (b +c2)) + R= {

Dp?d+ R fir ip=,1
Dpd+ R fiir ip#,1

Also erhélt man Utisig, vic, in) = Uliis, ic,,0) fUr ip Zp 1.
SchlieBlich 1at sich noch ein entsprechendes Resultat fiir i¢, formulieren.
Dazu verwendet man, daf} fiir alle ¢ € Z gilt

Apa = Ap(a +i(bgy + c2) —i(ba + ¢2))
C Ap(a +i(by + ¢2)) + Apbs + Apcs
C A(a +i(ba + c2)) + Bapbs + Copcs
C A(a+i(by +¢2)) + R.

Mit pa + pby 4+ pc1 = (pa+pb1 +pd) + (pc1 —pd) € R und pby +bs+co2 € R
nach (3) folgt somit fiir alle ¢ € Z auch

(8) pc1—bo—co = (pa+pby+pci)—pa—(pbi+be+ca) € A(a+i(ba+cz))+R.
Wiederum erhélt man nach Lemma 2.7, angewandt auf G = Ci(pc1 +

(—ic,)(—=ba—c2)) + S, wobei S = A(a+i(ba + ¢2)) + R ist mit Cyp(—by —
¢2) C S und pey 4+ (—by — ¢2) € S nach (8), fir allei € Z

(6) D(pd+iD(e+f))+R:{

(7)

01]9201 + S5 fir —ig, =,1
(9) Cr(per + (—ic,)(—bs — c2)) + 5 = N
Cipci +S  fir —ic #p1

Damit ist auch U(i,ial,icl ip) = U(i,iBI,O,iD) fiir ic, #p —1.
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Schritt 6. Bisher hat man jede der Variablen ip,, ic, und ip un-
abhingig voneinander betrachtet, und festgestellt, da} nur die Werte 0
und 1 fiir ip, und ¢p sowie 0 und —1 fiir ic, entscheidend sind. Nun
wird gezeigt, dafl durch die Belegung einer dieser Variablen mit 0 die re-
sultierende regulierende Untergruppe in jedem Fall gleich H ist.

Zuerst betrachtet man den Fall ip, = 0 beziiglich ¢ und i¢,. Wegen
A C (C; € BoNCy und i,icl € Z ist sowohl Al(bg +02) - (BQDCQ)(()Q—FCQ)
als auch Cic, (b2 + c2) C (B2 N Co)(ba + c2). Mit Lemma 2.2 erhélt man
weiter (Bz N Cy)(ba + c2) = (B2 N C2)p(ba + ¢2),b2 + ¢2). Da sowieso
(B2 N C2)p(ba 4 c2) C Bapby + Capea € R ist und be + co = (pby + be +
¢2) — pb1 € Bipby + R nach (3) gilt, folgt insgesamt

Ai(ba+ca), Cric, (ba+c2) C  (BaNCy)(ba+c2)

Lemma 2.2

(10) = (B2 Co)p(ba + c2),b2 + c2)
- Blpb1 + R

Setzt man G = A(a + i(bg + 62)) 4+ S und S = Bypb; + C’l(pcl +ic, (bg +
¢2))+ D(pd+ip(e+ f))+ R, so 1aBt sich jetzt Lemma 2.4 anwenden, denn
nach (10) ist Ai(by 4+ c2) C S erfiillt. Demnach erhélt man fiir beliebige
1,7, ,%D € L

(11) Utioic,in) = U0,0,ic, ip)-
Andererseits folgt wieder mit Lemma 2.4 fiir G = Cy(peq +ic, (ba+¢2))+S,

wobei nun S = A(a +i(by + ¢2)) + Bipb1 + D(pd +ip(e + f)) + R ist mit
Chic, (ba 4+ c2) € S nach (10), fir alle 4,i¢,,ip € Z auch

(12) Uti0,ic, in) = U(,0,0,ip)-

Als néchstes untersucht man die Auswirkungen von ic, = 0 auf ip. Hier
erhilt man wegen D C ENF und ip € Z C ENF nun Dip(e + f) C
(ENF)(e+ f). Mit Lemma 2.2 folgt wieder (E N F)(e + f) = (EN
F)p(e+ f),e+ f). Nach (5) ist pd + e+ f € R, und wegen pc; — pd € R
ist damit e + f = (pd + e + f) + (pc1 — pd) — pc1 € Cipcy + R. Mit
(ENF)ple+ f) € Epe+ Fpf C R gilt also

Dip(e+f) < (ENF)(e+f)

(13) LR 22BN FYple + f) e+ f)
- Clpcl + R.
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Fir G = D(pd+ip(e+f))+Sund S = A(a+i(ba+c2))+B1(pb1+ip, (ba+
¢2)) + Ciper + R mit Dip(e+ f) C S nach (13) liefert nun Lemma 2.4 fiir
alle 4,ip,,ip € Z

(14) Ui i, 0,ip) = Uliip, 0,0)-

Schliefllich kann man im Fall ¢p = 0 auch noch ein analoges Resultat in
Bezug auf ip, angeben. Aus By C By N Cy und ip, € Z folgt ndmlich
Biip,(ba 4+ c2) € (B2 N Cy)(ba + ¢2). Nun ist pe; — ba — ¢ € R nach (8),
und sowieso gilt pc; — pd € A(a + i(bs + c2)) + R. Also ist by + co =
(pc1 — pd) + pd — (pc1 — by — ¢2) € A(a+i(ba + ¢2)) + Dpd + R. Wegen
(B2 N Cy)p(be + ¢c2) C R gilt deshalb

Biig, (b +c2) C  (BaNCy)(by+ c2)
(15) bemime 2'2<(B2 N Cy)p(be + c2), by + c2)
C  A(a+i(by +c2)) + Dpd + R.

Damit folgt durch Anwenden von Lemma 2.4 auf G = By (pby + ip, (b2 +
¢2))+.S, wobei hier S = A(a+i(ba+c2))+Ci(pe1+ic, (ba+c2))+Dpd+ R
ist mit Byip, (b2 + c2) C S nach (15), fiir alle 4,ip,,ic, € Z

(16) Utiyis, ic,0) = Uioic, 0)-
Man fat nun die Teilergebnisse von (11), (12), (14) und (16) zusammen

und erhalt so fiir beliebige i,ip,,%c,,ip € Z

(11) (12) (14)

Ui0,ic, ip) =" Uwoojic,ir) = Uw©000p) =" U(0,0,0,0)s
(14) (16) (11)

Utiyig, 0,ip) =" U,ip, 00 =" U(,0,0,0) =" U0,0,0,0)s
(16) (11) (11)

Utiyip,ic, .00 = Ui0ic,,0) =" Uwoo,ic,00 = Uw0,000-

Schritt 7. Damit lassen sich nun alle paarweise verschiedene regulie-
rende Untergruppen von H angeben. Denn nach (4), (6) und (9) geniigt
es ip,,—ic,,ip € {0,1} zu betrachten. Wie oben gezeigt wurde, erhalt
man aber fiir 0 € {ip,, —ic,,ip} in jedem Fall U ,0,0). Folglich gibt es
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in H nur die regulierenden Untergruppen
U(0,0,0,00 = Aa + Bipby + Ciper + Dpd + R = H,

Ugii,—1,1) = A(a +i(ba + ¢c2)) + Bi(pb1 + b2 + c2)
+Ci(pc1 — by —c2) + D(pd+e+ f)+ R

4 .
@ A(a+i(be + ¢2)) + Blp2b1 + C1(pcy — by — c2)
+D(pd+e+ f)+R

&) Aa +i(by + ¢2)) + Bip°by + Cip’cy
+D(pd+e+ f)+R

® A(a +i(by + c2)) + B1p*by + C1p*ci + Dp*d + R

fiir i € Z. Nach Lemma 2.4 reicht es wegen Ap(by+c3) C Bopbs + Caopea C
R aber aus, i € {0,...,p — 1} zu betrachten. Im folgenden wird nun
gezeigt, dal diese p+1 regulierenden Untergruppen von H sogar paarweise
verschieden sind.

Fiir beliebiges i € Z ist pby ¢ U(;1,—1,1) und U 1,—1,1) damit eine
echte Untergruppe von U g 9,0,0) = H. Denn nimmt man an, dafl es eine
Darstellung von pby in U; 1,—1,1) gibt, somuBB es o € A, 31 € By, B2 € Bo,
y1EC,wely,deD eccE peF,neG,veV, weW, & e Xy,
& € Xo, v1 €Y und vy € Yy geben mit

pby = afa +i(by 4 ¢)) + B1p°by + 11pc1
+ &1(pa + pby + pd) + vi(per — pd)
+ Bapby + yapca + E2(pby + b2 + g) + v2(c2 — g)
+0p*d + epe + opf +npg + v(pd + e + g) + w(f — g).

Man sortiert nun nach den Basiselementen und erhalt durch einen Koef-
fizientenvergleich die Gleichungen

(a) 0=a+&p, (b1) 1=0Bip+& + &,
(d) 0=dp+& —vr+v, (b2) 0= i+ faop+ &,
(e (
( (
(

~— —

f) 0=pp+uw,
c2) 0=ai+yp—uvs,

~—

0=¢ep—+v,
c1) 0=yp+wv,
g) O=mp+&L—vtv—w.

Aus (cq) folgt sofort v1 € Y1 NpCy = pZ, und aus (e) erhélt man ebenso
leicht v € V N pE = pZ. Also ist nach (d) auch & € X1 N (pD + pZ) =
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pZ. Nach Substitution von « in (bg) mit Hilfe von (a) gilt somit & =
&1pi — Pop € Xo N (p?Z + pBsy) = pZ wegen i € Z. Setzt man nun diese
Ergebnisse in (by) ein, so erhilt man 1 — 81p € pZ und damit 3; € p~'Z
im Widerspruch zu 81 € By € Q. Also ist U 1,—1,1) S U0,0,0,0) = H fiir
beliebiges i € {0,... ,p —1}.

Auflerdem sind alle regulierenden Untergruppen der Form U 1,1 1)
fiir 0 < ¢ < p paarweise verschieden. Denn nimmt man an, dafl Uy 1, —1,1)=
Uua,—1,1) ist fiir gewisse k,1 € {0,...,p — 1}, so liegt auch [a + k(bz +
c2)] = [a+1(ba + c2)] = (k —1)(ba + ¢2) in dieser Untergruppe. Da sowieso
auch p(by + c2) € R enthalten ist, wéren fiir k¥ # [ und damit k #, [
nach Bézout auch by + ¢o und nach (3) sogar pby = (pby + be + ¢3) —
(ba + c2) Elemente dieser Untergruppe. Dies widerspricht jedoch obiger
Feststellung, dafl pby ¢ U 1,—1,1) ist fiir beliebiges i € {0,...,p — 1}.
Insgesamt gibt es also genau p + 1 paarweise verschiedene regulierende
Untergruppen von H.

Schritt 8. Nun kann man den Regulator von H leicht bestimmen und
erhalt mit Lemma 2.9

R(H) = ﬂ U(z‘,l,—l,l) = m U(i,l,—l,l)
0<i<p €L
(18) = m (A(a+i(b2+62))+31p2b1—|—01p261+Dp2d—|—R)
1EZ

Lemma 2’gApa + B1p?by + C1p*c1 + Dp*d + R.

Die Voraussetzungen von Lemma 2.9 sind erfiillt. Sowieso gilt Ap(by +
c2) € Bapbs + Caopea € R. Und wegen pby & Ui 1,—1,1) aber pby +by+c2 €
Ui,1,—1,1) nach (3) ist auch by + co & Uy 1,-1,1) fiir jedes beliebige i € Z.

Schritt 9. Als Abkiirzung fiir den Regulator verwendet man im fol-
genden I = R(H). Um nun alle regulierenden Untergruppen von I zu
bestimmen, miissen prinzipiell die gleichen Schritte wie oben durchgefiihrt
werden. Also betrachtet man insbesondere fiir jeden nicht-maximalen kri-
tischen Typ von I die zugehorige Butler-Gleichung.

Es gilt

I*(tg,) = I*(tc,) = (Bapba, Capea) s = Bapby + Copea,
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I¥(ta) = (Bipby, Crp*er, I (tp,))
= B1p*b1 + Cip*er + Bapba + Copea + (pby + per).
= B1p?by + Cip*cy + Bapby + Capes

+ ((B1 N C1)(p*by + p*c1), pb1 + per)

Lemma 2.2

= B1p?by + C1p*cy + Bapby + Capey
+ (B1 N C1)(pb1 + per),

I*(tp) = (Epe, Fpf), = Epe + Fpf.

Nach Lemma 2.8 gibt es zu diesen Typen genau die folgenden Typen-
Komplemente

I(ta) = I*(t 4)DA(pa+B1p*by+y1p% c1+B2pba+y2pea+j (pbi+pet )
fﬁI‘ ﬂ“,.)/“] S QaA/B’L g BzaA% g CMA] g Bl N Cl
und 7 € {1,2},

I(tg,) =I*(tp,) ® Bi(p*b1 + Bapby + Japcs)
fiir 32,72 € Q, B1 2 C By, B17» C Cs,

I(te,) =1%(tc,) ® C1(p%c1 + Bopbs + Y2pc2)
fiir 82,72 € Q,C132 € By, C13, C Cs,
I(tp) =I*(tp) ® D(p°d + epe + opf)
fire,p € Q,De C E,Dp C F.

Damit 148t sich wieder die allgemeine Form einer regulierenden Un-
tergruppe von I aufstellen, und man erhalt

Ly+ 1y + Do + 1, +R
= A(pa + B1p°b1 + y1p’c1 + Bapbs + Y2pca + j(pby + pei))
+ By (p*by + Bapbs + Fopes)
+ Cy(pPer + Bapba + Fapea)
+ D(p*d + epe + ¢pf) + R
(19) mit ApB; € By, Ay € C1,Aj € Bin(h,
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(20) ABa, B1B2, C132 € By, Ay, B192, C172 C Cs,
DeCE,DpCF

fiir 617ﬁ2aﬁ2>§2771772aﬁ2a?7¥2767907j € Q

Schritt 10. Man vereinfacht diese Darstellung nun mehrmals mit
Lemma 2.4. Denn nach (20) sind ABapba, Ayapca, BifBapbe, Bi7yapcs,
C1B2pb2, C17y2pca, Depe, Dppf C R, so daB gilt

A(pa + Bipbi + yiper + Bapba + vyapea + j(pbr + pei))
+B; (P251 + 321752 + Yapez) + Cy (p201 + B2pb2 + Y2pcs2)

+D(p*d + epe + opf) + R

Lemma 2.4 .
MR T A(pa + Bipbr + viper + 3(pbi + per))

+B1p?by + Cip*c1 + Dp*d + R.

Aus (19) folgt insbesondere auch AB1p?b; C Bip?by und Avyip?c; C
Cip%ci1, und man erhilt weiter

A(pa + Bipb1 + yiper + j(pbi + per)) + Bip*by + Cip*er + Dp®d + R
Lemma 2.4 A(a + j(pby + per)) + Bip®by + Cipc1 + Dp*d + R = Vj.

Schritt 11. Somit ist V; genau dann eine regulierende Untergruppe
von I, wenn fiir j € Q die Bedingung Aj C B;NC; C Q,, erfiillt ist. Wegen
1 € A folgt insbesondere j € Q,, und nach Lemma 2.6 geniigt es damit
bereits j € Z zu betrachten. Umgekehrt ist fiir j € Z auch Aj C By N Cy
und V; damit regulierende Untergruppe von I. Man kann j sogar auf die
Werte 0 und 1 beschranken, um alle regulierenden Untergruppen von I zu
beschreiben. Denn es gilt

(21) pa + pby + pe1 = (pa + pby + pd) + (pc1 — pd) € R,

und mit Lemma 2.7, angewandt auf G = A(pa + j(pby + pc1)) + R mit
Ap(pby + pc1) € R und pa + (pby + pe1) € R nach (21), folgt

Ap?’a+ R fir j=, 1,
Apd+ R fir j#,1.

Das heifit V; = V; fiir ip =, 1 und V; = Vj = I fiir ip #, 1. Dabei ist V;
eine echte Untergruppe von I wegen pa ¢ V;. Nimmt man namlich an, dafl
pa € V7 ist, so existiert mit o € A, B1 € By, f2 € By, 11 € C1, 72 € Oy,

(22)  A(pa+j(pby +pc1)) + R = {
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(5€D,€€E,QD€F,T7€G,VEV,CUEW,fl€X1,§2€X2,'01€Y1
und ve € Y5 eine Darstellung der Form

pa = ap®a+ Bip®by +vip’cr + & (pa + pbi + pd) + vi(per — pd)
+ Bapba + yapca + E2(pb1 + ba + g) + va(c2 — g)
+ 8p2d + epe + opf +npg + v(pd + e + g) + w(f — g).

Nach Umsortierung und Vergleich der Koeffizienten von a, by und bs erhalt
man die Gleichungen 1 = ap + &1, 0 = Bip+ & + & und 0 = Fop + &o.
Durch Einsetzen der letzten beiden Gleichungen in die erste ergibt sich
mit 1 = (a + B2 — B1)p € pBy ein Widerspruch zu By C Q. Folglich
hat I genau die beiden verschiedenen regulierenden Gruppen I und V; mit
i ClI.

Damit gilt fiir den Regulator von [

R*(H)=R(I)=INnVi=W

= Ap*a + Bip*by + C1p*c1 + Dp*d + R
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= Ap*a + Bip*by + C1p*er + Xi(pa + pby + pd) + Yi(per — pd)
+ Bopbs + Caopea + Xo(pbi + by + g) + Ya(ca — g)
+ Dp*d+ Epe + Fpf + Gpg+ V(pd+ e+ g) + W(f — g).

Diese Gruppe ist nun nach Lemma 2.1 regulatorgleich, so daf§ man insge-
samt die Regulatorkette R*(H) € R(H) € H der Linge 2 erhilt. O

Als Ergidnzung werden nun noch alle Zwischengruppen der Regulator-
kette von H angegeben.

Bemerkung 3.2. Mit Lemma 2.2 folgt aus (17) sofort
<U(i’1’,171),pb1> = U(i,O,fl,l) fur jedes 3 € {0, .o ,D = 1} Wegen (11),
(12) und (14) ist demnach (U 1,-1,1),2b1) = U,0,0,0) = H. Da p?b; €
Ui1,—1,1) ist, gilt % >~ 7, fiir alle i € {0,... ,p—1}. Aus (7), (17)
und (18) erhélt man auflerdem

(7
Uin—1,1) = Apa+Ug;i -1,

U9 4 a4 by + e2) + R(H)

= A(a+i(ba+c2)) + (R(H),a+i(bs + c2)).

Also folgt mit Lemma 2.5 angewandt auf G = U 1,11y = A(a + (b2 +
c2)) + S, wobei hier S = (R(H),a + i(bs + c2)) ist mit Api(by + c2) C S
nach (10) und a +i(ba + c2) € S, fir alle i € {0,... ,p — 1}

Ugia,—1,1) = Apa + (R(H),a +i(bz + c2)).
Weiter ist Ugq1,-1,1) = Apa + (R(H),a + i(b2 + c2)) (L (R(H),a +

i(ba + c2)) ® (R(H),a — ipby) wegen R C R(H). Da p(a — ipby) €

R(H) € Uga,—1,1y ist, erhélt man nun auch % >~ 7, fiir jedes

i €{0,...,p—1}. Alsoist |[H : R(H)| = p? mit (R(H),a,pb1) = H

und % =~ Z, ® Z,. Deshalb enthalten die Gruppen H und R(H)

genau die p + 1 verschiedenen Zwischengruppen (R(H),a) = Ug1,-1,1)s
(R(H),a+pb1) = Up-1,1,-1,1)s--- » (R(H),a+(p—1)pb1) = Un,1,-1,1) und
(R(H),pby) = U. Wegen pb; € U und pa, pa+pby +pd, pc1 —pd € R(H) ist
sowohl pd = (pa+pb1+pd)—pa—pby € U als auch pe; = (pc1—pd)+pd € U.

Also folgt mit Lemma 2.2 sofort U= (R(H),pb1,pc1,pd) = Apa+ Bipby +

Cipcy + Dpd + R, und es gibt mit U eine echte Zwischengruppe von H
und R(H), die keine regulierende Untergruppe von H ist. Schlielich gilt
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noch R?(H) € (R*(H),pa) = R(H) und p?a € R*(H), so daf % >~ Zy
ist. Damit erhalt man fiir die Regulatorkette von H sowie alle Zwischen-
gruppen die obige Darstellung in Form eines Hassediagramms.
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