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1. Einleitung

In [2] wurden alle Integrititsbereiche mit Einselement bestimmt, die nur
noethersche Unterringe enthalten. Das analoge Problem wurde in [1] fiir beliebige
torsionsfreie Ringe behandelt. Wie die Struktur der Klasse aller der Ringe beschaffen
ist, deren simtliche Unterringe noethersch sind, ist bisher nicht bekannt.

In dieser Arbeit werden wir die Struktur der Klasse aller Ringe mit Einselement
angeben, fiir die jeder Unterring ein Hauptrechtsidealring ist, also einer ,,starken®
Maximalbedingung fiir seine Rechtsideale geniigt. Fiir den halbprimen Fall ergibt
sich, dal} diese Ringe gerade die endlichen direkten Summen von absolut algebrai-
schen Koérpern von Primzhalcharakteristik und hoéchstens eines Unterringes der
rationalen Zahlen sind (Satz 4). Wenn R nicht halbprim ist, so ist R eine endliche
direkte Summe von p;-Ringen, von denen jeder seinerseits wieder die direkte Summe
von absolut algebraischen Kdrpern und eines gewissen endlichen Ringes ist (siche
genauer Satz 7). Insbesondere bemerken wir, daB3 die betrachteten Ringe sich als
kommutativ herausstellen.

Fiir die gesamte Arbeit nehmen wir an, daBl R ein assoziativer Ring mit Eins-
element 1 ist, dessen Unterringe alle Hauptrechtsidealringe sind. Wir nennen einen
solchen Ring der Kiirze halber hier einen strengen Hauptrechtsidealring.

Wir bezeichnen mit R, den Ring aller n-reihigen Matrizen mit Elementen aus
dem Ring R; (R, +) sei die additive Gruppe des Ringes R und Z(p') die zyklische
Gruppe der Ordnung p'. & bzw. sollen stets eine gruppentheoretische bzw.
ringtheoretische direkte Summe bezeichnen. N(R) sei das obere Nilradikal von
R. Ferner vereibaren wir fiir den Ring der ganzen Zahlen bzw. fir den Korper
der rationalen Zahlen die festen Bezeichnungen I bzw. Q.

2. Halbprime strenge Hauptrechtsidealringe

Lemma 1. Ist R nuﬂ!ederfrﬂ und enthdilt R einen Primkaorper K. so ist R ein
Schiefkarper.

BEwEIs. Es sei 0=acR. Ist a®RMNK=(0), so folgt fiir ein réR a*r=k =0
mit k€K, also a*rk~'=1, d. h. a ist eine Einheit.
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Nun sei a*RMNK=(0). Da a*R ein Hauptrechtsidealring ist, gibt es ein a*x,
so daB fiir jedes r€ R ein b,€a*R und eine natiirliche Zahl », existiert mit

a*xr = a*xb,+a*xn,,

also wegen der Nullteilerfreiheit
r=b,+n,.
Daraus folgt

(1) R = a*R&K.

Ist nun aR=a*R, so folgt fiir ein y€R a=a®y, 1 =ay, a ist also Einheit. Ist
aRDa*R, so folgt wegen (1), daB es ein 0#k€K und ein réR gibt mit

ar = a*r’ +k,

d. h. a(r—ar’)k—*=1. Jedes Element =0 von R ist also eine Einheit, was zu zeigen
war.

Satz 2. Ist R nullteilerfrei mit Charakteristik =0, so ist R ein absolut algebrai-
scher Korper.

BeEwEls. Nach Lemma 1 ist R ein Schiefkorper. Es sei P der Primkérper von
R. Ist x€R, so erfiillt der Ring P[x] die Voraussetzungen von Lemma 1. Dann folgt
also, daB x algebraisch iiber P ist. Nach Theorem 2 auf Seite 183 von [4] ist R dann
auch kommutativ.

Satz 3. Ist R nullteilerfrei mit Charakteristik 0, so ist R ein Unterring von Q.

BewEels. Nach [1] besitzt R einen Quotientenschiefkdrper, der endliche Di-
mension iiber QO hat. Angenommen, v wire ein Element aus R, das iiber Q linear
unabhdngig von 1 ist. Da u algebraisch iiber Q ist, folgt

ey U4 tcutcg =0, ¢,€Q, k=>1.

Dies sei das Minimalpolynom fiir « iiber Q.
Es sei ¢;=a;/b; mit relativ primen a;, b,€ I; v das kleinste gemeinsame Vielfache
der b;. Es folgt

(vu)* +cp v (ou) 1+ ... ¢, * 1 (vu) + ¢, v* = 0.

Wir setzen vu=z, z€R, und z ist linear unabhéngig von 1 iiber Q. Es ist
(%) Fdy 2+ +dyz4+dy =0, di€l
Wir definieren
U={a,+a,pz+...+a,_,pz*"*|a;c 1, p feste Primzahl}.
U ist ein kommutativer Unterring von R mit dem Einselement 1.
J={aop+a,pz+... +a,_,pz* | a;c I}
ist ein Ideal von U. J miiBte Hauptideal von U sein, etwa
J=(bgp+bypz+...+b,_ypz*""), b,eL
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Dann gibe es ¢;, e; € I mit

2 p = (bop+bypz+...+by_1p2*"")(eo+ €1 pz+... + €41 pz*7Y),
(3) pz = (byp+bypz+...+ by, pz* ") (er + €1 pz+ ... + €, pz* 7).
Aus (2) folgt

1 = byey+px, x€I
also p{b,. Aus (3) folgt
0 = boes+py, yEI

also p|b,e, und wegen p{b, p|e,. Damit folgt dann weiter aus (3) (durch Vergleich
der Koeffizienten von z)

p = p*a, acl.

Dies ist ein Widerspruch. Also hat R den Quotientenschiefkérper Q, d. h. R ist
ein Unterring von Q.
Jetzt formulieren wir unser erstes Hauptergebnis:

Satz 4. Die halbprimen Ringe mit Einselement, deren samtliche Unterringe
Hauptrechtsidealringe sind, sind die endlichen direkten Summen von absolut algebrai-
schen Korpern mit Primzhalcharakteristik und hdéchstens eines Unterringes (mit
Einselement) des Korpers der rationalen Zahlen.

Bewels. Nach [3], Theoreme A und B ist R endliche direkte Summe von vollen
Matrizenringen D{? iiber nullteilerfreien Ringen D (i=1,...,n). Da D{") einen
zu D'V isomorphen Unterring enthilt, sind die D‘? also nullteilerfreie strenge Haupt-
idealringe, nach den Sitzen 2 und 3 also absolut algebraische K&rper mit Prim-
zahlcharakteristik oder Unterringe von Q.

Ein solcher Unterring D von Q enthélt / als Unterring, und fiir n=1 enthilt
D, 2I[+121 als Unterring. Wir zeigen, daB 2/[+]2] kein Hauptidealring ist. Anderen-
falls muBte es ganze Zahlen i, j, k, I, m derart geben, daB gilt:

(2,0) = (2i, 2j)(21, 2k)+ (2mi, 2mj),
d. h.
2 = 4il+2mi, 0 = 4jk+2mj.

Aus j=0 wiirde 2|m folgen im Widerspruch zur ersten Gleichung. Also miiBte
j=0 gelten. Analog kénnte man auf i=0 schliefen, und das ist nicht moglich.
Es kommt also héchstens ein Unterring von Q unter den D{? vor. -
Es sei D ein Korper. Dann ist
0D
[0 D

ein Unterring von D, falls n=1 ist. Aber g g] ist kein Hauptrechtsidealring:

Angenommen [g g] wiirde von [g ﬂ erzeugt. Dann gidbe es a, b€ D, me ] mit

[Ox_{]x 0a'+0mx]
0 0] |0 y]lO &) [0 my)’
das heil3t

x=xb+mx, 0=yb+my.
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Hieraus folgt, daB wenigstens eines der Elemente x, y Null sein mull. Wire x=0,
so miiBte es ¢, de D, nel geben mit

01]_[00 0c]+00
0 0] |0 yJ|O d] " |0 ny|’

was nicht moéglich ist. Analog folgt y=0.
Es bleibt zu zeigen, daB ein Ring R der Form

(#) R = KVH...[HK™EHD,

wobei K@ (i=1,...,n) absolut algebraische Korper von Primzahlcharakteristik
sind und D ein Unterring von Q ist, ein strenger Hauptidealring ist. Zundchst zwei
Bemerkungen:

a) Jeder Unterring D von Q hat die Form

k

D= {I _—

Ppn..

n,, k€l, I, feste natiirliche Zahl relativ prim zu allen p,-GMp} und wird folglich als
Ideal von /, erzeugt, ist also ein strenger Hauptidealring.

b) Jeder Unterring U eines absolut algebraischen Korpers K mit Primzahl-
charakteristik ist ein Unterkorper, falls U=(0): Ist nimlich P der Primkérper
von K,O0=ucU, so ist P(u) wegen der Voraussetzungen iiber K ein Galoisfeld,
seine multiplikative Gruppe also zyklisch, also enthilt U das Einselement und «
ein Inverses in U.

Wir beweisen nun die zweite Teilbehauptung mit Induktion nach der Anzahl
n der in (%) vorkommenden Ko&rper mit Primzahlcharakteristik.

Fiir n=0 ist die Behauptung nach a) richtig.

Es sei U ein Unterring von R in (3), 7 die Einschrinkung der Projektion von
R auf K®[F...[FK™FD auf U. n(U) ist nach Induktionsvoraussetzung ein Haupt-
idealring. Ist Ker n=(0), so gilt U=n(U); die Behauptung ist dann also richtig.
Es sei Ker n#(0). Nach b) ist Ker n zu einem Unterkérper L von K isomorph,
und man hat daher

P15 ..., P, € Primzahlmenge My, n,, ...,

U = L#=(U).
Also ist U ein Hauptidealring.

3. Der nicht halbprime Fall

Unter einem priméren Ring R verstehen wir einen Ring mit Einselement,
so daB N(R) nilpotent und R/N(R) ein voller Matrizenring liber einem Schief-
korper ist.

Lemma 5. Ein strenger Hauptrechtsidealring R ist direkte Summe eines halb-
primen strengen Hauptrechtsidealringes und endlich vieler primdrer strenger Haupt-
rechtsidealringe.

Bewels. Nach dem Satz von Levitzki ist N(R) nilpotent. Da N(R) Haupt-
rechtsidealring sein soll, geniigt N(R) der Maximalbedingung fiir Rechtsideale,
also (wegen der Nilpotenz von N(R)) (N(R), +) der Maximalbedingung fiir Unter-
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gruppen; insbesondere ist N(R) daher auch linksnoethersch. R/N(R) ist nach Satz 4
kommutativ, also auch linksnoethersch. Daher ist R linksnoethersch, und die
Behauptung folgt nach [3], Theorem C.

Lemma 6. Ein primdrer nicht primer strenger Hauptrechtsidealring R hat eine
der folgenden Formen:

@) 7/, k=1
(i) I[x)/(p, x*)
(iii) 7I[x]/(p? px, x*+mp), pim

(iv) I[x)/(p, x*)
mit einer Unbestimmten x.

BEWEIS. k sei der Nilpotenzgrad von N(R). N(R)*~! ist ein Zeroring und wegen
N(R)*=(0) auch ein unitirer R/N(R)-Modul. Nach Lemma 5 und nach Satz 4
ist R/N(R) ein Kérper. Da N(R)*~! ein Hauptidealring sein soll, muB (N(R)*~?, +)
eine zyklische Gruppe sein. Da N(R)*~' auch R/N(R)-Vektorraum ist, ist
(N(R)*-%, +) eine zyklische Gruppe Z(p) der Primzahlordnung p. Dann folgt
auch R/N(R)=1/(p).

Ebenso folgt (N(R)*~%/N(R)*-%, +)=Z(p) usw., also |R|=p*.

Wir nehmen jetzt an, daB (N(R)*="*!, +) zyklisch (von der Ordnung p"~?')

wire. Wire nun (N(R)*~", +) nicht zyklisch, so miite gelten

(N(R)k_”, +) P (N(R k—n+1’ +)®Z(p)
= (a) e ().

N(R)*-" ist Hauptrechtsidealring, wird also insbesondere als Rechtsideal selbst
von einem Element erzeugt und zwar ohne Beschrinkung der Allgemeinheit fiir
k—n=>1 von a+b. (Ist a,+b, erzeugendes Element, so sind namlich a, bzw. b,
erzeugende Elemente der Gruppen (N(R)*~"*!, 4) bzw. Z(p). Fiir b, ist das klar.
Wire a, nicht erzeugendes Element, d.h. q,é N(R)*~"*%, so wire wegen
B2EN(R)*-*C N(R)*-**2? (fir k—n=>1) a,+b, nicht erzeugendes Element von
N(R)*-1). Es gibt also ganze Zahlen /, f, g mit

(C))

b=1I1(a+b)+(a+b)(fa+gb) =la+Ib+y,

wobei yEN(R)*-*. Fir k—n=1 folgt daher aus (4) einerseits

I=1 (mod p),
andererseits
=0 (mod p).

Also ist (N(R)*~", +) zyklisch, wenn k—n=1, folglich ist (N(R)3, +) zyklisch.
Da das Einselement 1 von R maximale additive Ordnung hat, folgt fiir den von
1 erzeugten Unterring 4 von R |A|=p*-2
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Wir zeigen zunichst weiter, daB N(R) kommutativ ist. Ist (N(R), +) zyklisch,
so ist das klar. Anderenfalls ist

(N(R), +) = (N(R)%, +)&Z(p)
= (a) @& (b).

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daB b?=a gilt, also
ab=b*=ba. N(R) ist also kommutativ. Es sei N(R)=cR. Im folgenden unter-
scheiden wir 3 Fille:

1. Fall: |A|=p*. Dann ist R=1I/(p*), k=1, also gilt (i).

2. Fall: |[A|=p*-'. Da dann (R, +)=(4, )& Z(p) gilt, ist R kommutativ.

Aus
pAS pRS N(R), |N(R)|=p*, (pR)}*=(0), |p4|=p*~?
pA = pR = N(R)) und p?4 = N(R).

folgt

Da N(R)*=c®R gilt, ist c¢*=mp (ptmel). Aus N(R)*=p*A folgt pcep®A, also
p*m = pc*€picA S p*A.
Folglich hat man p*=pc=c*=0. Demnach ist nur mdoglich
a) k=2, d.h. ¢*=p=0, und es folgt (ii).

b) k=3, also (iii).
3. Fall: |A|=p*~% Wie oben folgt

pA = pR = N(R)%.
Dann ist (R, +) = (N(R? +)@Z(p)®Z(p)
= (N(R), +)®Z(p) mit Z(p) = (b).
Man kann annehmen, daB gilt
1=s5+b (scN(R)),
also b=1-s, und fiir beliebige ry, 7,€ R hat man (mit s, s,€ N(R), ny, ny€1)
riry = (5+ny b)(s3+ngb) = ((5;—ny8)+ny)((ss—nas)+ny) = ryry,

weil N(R) kommutativ ist. R ist also kommutativ. Dann hat man N(R)*=c*R
und *=mp (pfmel). Wie im zweiten Fall folgt p*=pc=c*=0.
Ist ¢3=0, so folgt p=0, also (iv).
Wire c¢*#0, so wire (p, ¢®) ein Zeroring mit nicht zyklischer Gruppe, was nicht
sein kann. Damit ist das Lemma bewiesen.

Nun haben wir:

Satz 7. R ist genau dann ein nicht halbprimer strenger Hauptrechechtsidealring
mit Einselement wenn R endliche direkte Summe von zu verschiedenen Primzahlen
P gehdrenden p;-Ringen ist, von denen jeder endliche direkte Summe absolut al-
gebraischer Korper und hochstens eines Ringes der Form wie in Lemma 6 ist. Mindestens
fiir ein p; kommt so ein Ring vor.
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BEwEls. Nach Lemma 5 und Lemma 6 ist R direkte Summe eines halbprimen
Ringes S und eines endlichen Ringes, der fiir eine Primzahl p den Zeroring R,
iiber Z(p)=(a) enthdlt. Wir zeigen, daB S keinen Unterring von Q enthalten
kann: Dann wére namlich

R [Hp!

Unterring von R, der aber nicht (als Ideal) von einem Element erzeugt werden
kann: Erzeugendes Element miiBite a+p sein. Aber

p=n(a+p)+(a+p)ka+lp), n, k1€l

= na+(np+1p*
fiihrt auf
n=0 (modp) und 1 =n+pl,

was nicht méglich ist. Also zerfillt R als Torsionsring in endlich viele p;-Ringe.
Nach Lemma 5, Satz 2 und Lemma 6 folgt die Behauptung, wenn man bedenkt,
daB fiir ein festes p nur ein primdrer nicht primer Summand vorkommen kann,
da anderenfalls der Zeroring iiber Z(p)® Z(p) als Unterring vorkdme.

Fiir die Umkehrung verifiziert man zundchst leicht, daB die Ringe in (i) bis
(iv) strenge Hauptidealringe sind. Dann kann man den Beweis genauso wie bei
Satz 4 fihren.

Wir formulieren noch besonders

Folgerung 8. Die strengen Hauptrechtsidealringe mit Einselement sind kom-
mutativ.
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