Hyperflichen mit Riemannscher MaBbestimmung
im Finslerschen Raum II

Von ENDRE SZOLCSANYI (Budapest)

In einer meiner vorigen Arbeiten') habe ich folgendes gezeigt: wenn zu jedem
Linienelement (x, y) des Finschlerschen Raumes F, wenigstens vier Hyperflichen
mit Riemannscher MaBbestimmung existieren, welche zu zweien orthogonal sind,
dann ist auch der Raum F, ein Riemannscher Raum. In dieser Arbeit werden wir
zeigen, wenn zu jedem Linienelement (x, y) des Raumes F, mindestens eine tangen-
tiale Hyperfliche mit Riemannscher MaBbestimmung existiert, dann ist auch der
Raum F, ein Riemannscher Raum.

§ 1. Der Finslersche Raum. Die Hyperflichen.

Unter einem Finslerschen Raum F, (eine Punktmannigfaltigkeit) versteht man
in der Cartanschen Theorie der Finslerschen Raume eine 2rn—1 dimensionale
Linienelementmannigfaltigkeit®), auf dem eine Grundfunktion Z(x, y) definiert ist,
welche zu einem reguldren Variationsproblem fiihrt. Die Grundfunktion sei mindes-
tens viermal stetig differenzierbar und es sei in der Verinderlichen y in erster Ord-
nung positiv homogen. (Hier sind x=(x!, ...,x") und y=()',...,»").) Es ist
bekannt®), daB die partielle Derivation nach den Verdnderlichen y* zum Tensor
einen Tensor anordnet, und die Ordnung der Homogenitidt vermindert sich um 1.

Der metrische Grundtensor?), ®) ist

(1.1) g = ';1_,-—()25:5;1 2

Die Funktionen g;=gu(x,y) sind in der y in O-ter Ordnung homogen, und es gilt
(1.2) 8ij = 8ij-

Der Torsionstensor des Raumes ist

(1.3) Aijk = gcm,

1) E. SzoLcsANYI [3].

) E. CARTAN [1].

%) H. Ru~p [2] S. 15.

1) Siehe E. CARTAN [1] und H. Runp [2]

%) Die lateinschen Indizes laufen von 1 bis n, die griechischen von 1 bis n—1,
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wo

__lagu _lf}sgsx-.'r’)
(1) Cin = 2 9y 4 0y oylayt
1st.

Es ist klar, daB C;j und 4,; vollstindig symmetrisch sind. Wenn / den Einheits-
vektor bezeichnet, der im Linienelement (x, y) definiert ist und zu y parallel ist,
dann gilt

1.5 e
(1.5) ! 7
und
o0&
(1.6) L= Frd
Es bestehen noch auch die Beziehungen:
(1.7) Cm" = Cip V= C;‘jifk =0,
(1-8) Aljkli=AUilJ =A”kfl=0.
Der Raum F, ist dann und nur dann Riemannscher Raum, wenn die Bedingungen
(1.9) Cijt =0,
(1-10) Aiji - 0
und
(1.11) A4;=0,

welche miteinander dquivalent sind, gelten. Hier ist

(1.]2) AI = ZAiJf‘
Jj=1

Wir nehmen an, daB die Hyperfliche F,_, des Raumes F, durch die parametrische
Form

(1.13) ¥ =20 )
oder kurz®)
(1.14) x' = x'(u)

gegeben werden kann. Wir bezeichen das Linienelement mit (u, v), wenn es zur
Hyperfliche F,_, gehort. Das Linienelement (v, v) der Hyperfliche fillt mit dem
Linienelement (x, y) des Raumes zusammen, wenn

(1.15) x = x(u®
und
(1.16) y = e
erfiillt sind, wo

gtz ox'
(1.17) A 7

%) S. die FuBnote ®).
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ist. Wir nehmen an, daB
(1.18) rang || x;| = n—1

ist. Aus der Formel (1.16) folgt, daB

| R
(1.19) 2 = k.
Es ist natiirlich daB

0x;
(1.20) = 0

ist. Bezeichnet ¢, den Vektor (xI,...,x"), dann spannen diese Vektoren den
Tangentialraum T, F,_, auf. Sie bilden eine Basis in T(,) F,_,. Wenn n der Normal-
einheitsvektor der Hyperfliche in (u) ist, der im Linienelement (u, v) definiert wird,
d. h. gelten die Beziehungen

(1.21) Gl
(1.22) (n, &) =0,

dann bilden &,, ..., ,_,, n eine Basis von T, F,, wo das Symbol {,) das innere
Produkt im Raum F, bezeichnet. Wir bendétigen noch die zur Basis &;, ..., &, 7
duale Basis. Wir werden diese mit &** (x=1,...,n—1) und mit »* bezeichen.
Natiirlich gelten die Relationen:

(1.23) (&ar €*F) = O,
(1.24) (& n*) =0,
(1.25) (n, &™) =0,
(1.26) oLn”) =1,
Aus den Formeln (1.21)—(1.26) folgen?)

(1.27) xexf = 6f
und

(1.28) xyxj = 85—n'n;.

Dann ist &**=(x{, ..., x%).
Der metrische Grundtensor®) g der Hyperfliche

(1.29) g =prg
ist. Deshalb gilt

(1.30) . = XaX} 8ij-
Ahnlich bestehen die Relationen:

(1.31) C=prC,
(1.32) A =prA,

), *) E. SzoLcsAnyi [3] und O. Varaga [4].
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d. h.

(1.33) C.py = XeXpx3Cijps
(1.34) Ay, = XeXh X5 Ay

Es gilt noch

(135) A:ﬂ? = LC:I.’?‘

WO

(1.36) L(u, v) := ZL(x(u), y(u, v))

ist. Die Darstellung?) des Tensors C ist in Basis (£*', ..., "1 n*):
C = Cpy "R QRET+ Copyt* @, RE 7+ Cppy £ ON* QL7+
(1.37) + Copn ™ @ @N* + Cppyn* O @7+ C,p n* @ EP @n* +
+Comn N @n*+C,yn*@n*@n™,

Damit ist die Darstellung des Tensors A vollstindig analog. Endlich besteht auch
die Beziehung

(1.38) gi; = xixfg.p+nn;.

§ 2. Finslersche Réumen, in welchen zu allen Linienelementen tangentiale
Hyperfliche mit Riemannscher MaBbestimmung existiert.

Sei (x, y) ein beliebiges Linienelement im Raum F, und F,_, eine Hyperfliche
mit Riemannscher MaBbestimmung, welche das Linienelement beriihrt. Wir
bezeichen mit g;; bzw. mit g,; des Grundtensors des Raumes F, bzw. der Hyper-
fliche F,_, im Linienelement (x, y)=(u, v) GemdilB der Formel (1.38) gilt es

Das erste Glied der Gleichung (2.1) ist von v unabhingig. Aus (2.1) und (1.4) folgt
(2.2) 2Ci = ngn;+nng,
WO
on;
(23) ma = o
ist.

Vertauschen wir die Indizes 7, k¥ und bilden wir die Differenz 2C;;,—2C,;;. Zufolge
der Symmetrie des Tensors C bekommen wir, daB

(2.4/a) (n—m)n;+nmny—mn; =0

ist. Vollstindig &dhnlicherweise bekommen wir (mit dem Vertauschen der In-
dizes j, k):
(2.4/b) (nﬂ—nu)n;-i-ﬂjﬁu——nknu = 0.

%) S. E. SzoLcsANY1[3](2.21) und O. VARGA [4] (2.11)
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Die Differenz von (2.4/a) und (2.4/b) ist
(2.5) NgiMi— Ny = 0
gleich.

Lemma 1. Es sei (x, y) ein beliebiges Linienelement des Raumes F,. Wir nehmen
die Existenz einer Hyperfliche mit Riemannscher Mapbestimmung an, die das
Linienelement (x,y) berithrt. Wenn t€ T, F,_, gilt, dann folgt

(2.6) #Ciu=0
wo t=te; ist.
BeEweEls. Zufolge unserer Bedingung ist (r,n)=0. Aus (2.5) folgt
(nki t‘)nj == 0.

Wenn wir mit »n; diese Formel iiberschieben, dann bekommen wir aus (1.26) die
Beziehung

(2.7) nﬁ Ii = 0.

Dies iiberschieben wir mit #*, dann besteht nach (2.7) die Relation
2Cb(tth - (nu‘t)nj‘l-n[(njktk) - 0.

Aus dieser Relation — zufolge der Symmetrie des Tensors C — folgt

(2.8) Cipt' = Cpt! = Cipt* = 0.
Anmerkungen: 1°. Zufolge (1.3) gilt es

(2.9 Apt = At = Apyt* =0

2° Es ist klar, daB noch auch

(2.10) CipXe = Cipxp = Cipxy =0,

(2.11) AipXe = Aipxh = Ajpxy =0

gelten.

3°. Die Formel (2.10) bedeutet: wenn 7€ T, F,_, ein beliebiger Vektor ist, dann
ist die Verjiingung des Tensors :
Cdt

(nebst zwei beliebigen Indizes) gleich 0.

Lemma II. Nehmen wir an, daf zu einem Linienelement (x, y) des Finslerschen
Raumes F, mindestens eine tangentiale Hyperfliche F,_, mit Riemannscher Map-
bestimmung existiert. Dann ist

(2.12) C=Cn*'®n*®n".
Anmerkung: Wenn wir die Vargasche Konvention einfiihren

(2.13) Cx x = Cpoun®rirt,
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dann kann die Formel (2.12) in der Form

’ Cl'jt = C,( X % u,-n,nk
geschrieben'®) werden.

BEWEIS. Betrachten wir die Darstellung (1.37) des Tensors C. In diesem Falle
ist der Wert der Form

$:®n ®‘f?
auf dem Tensor C nach (1.23)—(1.26)

0 = Cay
gleich. Da @ und 7 beliebig sind, deshalb ist
(2.14/a) Cany = 0.
Ahnlich bekommen wir mit der Verwendung des Tensors

n®¢pRE; bzw. R,

daB

(2.14/b) Cope = Cogn =0

ist. Da der Raum F,_, Riemannscher ist, deshalb gilt
(2.14/c) Cesy =0.

Wir bekommen, dal
C=Cuyn*"®n* Q&7+ Cop,n* QL Q0™ +
+Conl™*@n*@n*+C,,,n*@n*@n*

ist. Mit der Hilfe der Methode, die wir in Anfang des Beweises angewandt
haben, aber mit den Anwendungen der Tensoren n®@n®¢&;; n®&;@n und ;@n®n
bekommen wir:
(2.16) Cuny = Copn = Conn = 0.
Aus (2.15) und (2.16) folgt schon unsere Behauptung.

Anwendung: Die Gleichung C,;,=0 kann man mit der obigen Methode,
mit Hilfe der Anwendung des Tensors {;®¢;®¢&;, bekommen. Deshalb ist es

geniigend im Lemma II. anzunehmen, dal3 die Relation (2.6) gilt, und die Hyper-
fliche mit Riemannscher MaBbestimmung unnétig ist.

Lemma III. Sei F,_, eine Hyperfliche mit Riemannscher Mapbestimmung,
und nehmen wir (x)=(x', ..., x")€F,_, an. Wir betrachten die Menge der Linien-
elementen (x, y) mit Zentrum (x), die die Hyperfidche F, _, beriihrt. Die Koordinaten
Cijx des Tensors C sind im ganzen Raume Funktionen der Linienelementen, d. h.
Cijx=Ciu(x,y) ist. Bezeichnen wir mit O jx die Beschrdnkung der Funktion Cij
auf die obige Linienelementmenge. In diesem Falle ist Cij=C;j;(v). Wir behaupten

(2.17)
ist.

19) S. O. VARGA [4] bzw. E. SzoLcsANyr [3].
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Beweis. Es gilt in allen Linienelementen der Hyperfliche F,_, nach (1.16)
(2.18) y = xlo~

Mit der Anwendung der Formel (1.19) bekommen wir

aCj o aCy 8y _ ACi }

2 o* 3y I 9y
Zufolge (1.4) ist

3Cm‘ o ac;ﬂ‘
(2.20) Jp == X
Aus (1.20) folgt

0 oC;;,
(2.21) W(C:‘jkx:) = —aJ{—*xi
Die F,_, ist ein Riemannscher Raum und (x}, ..., x2)€ T(F,-1, deswegen gilt
nach dem Lemma L

dC;;
L] ijk =)

(2.22) S-x=0

Aus (2.22) und (2.19) folgt bereits die Behauptung des Lemmas.

Lemma IV. Wenn zu dem Linienelement (x, y)€ F, zwei orthogonale beriihrende
Hyperflachen mit Riemannscher Mapbestimmung existieren, dann ist

(2.23) Cij(x,y) = 0.

BEwess. Im Punkt (x) des Raumes F, wihlen wir das Koordinatensystem
folgendermaBen: wir betrachten eine der Hyperflichen mit Riemannscher MaB-
bestimmung, die das Linienelement (x, y) beriihrt. Diese Hyperfliche bezeichnen
wir mit F}_, und, wir nehmen an, daB die Tangentialvektoren der Parameterlinien
dieser Hyperfliche &,, ..., ,_, im Punkt (x) sind. Man kann annehmen, daB} diese
Vektoren eine orthonormierte Basis des Raumes 7, F}_, bilden. (Dies kann man
mit einer Koordinatentransformation erreichen.) Sei n der Normaleinheitsvektor
der Hyperfliche F}_, im (x). In diesem Falle bilden die Vektoren &, ..., &,—y, 1
eine orthonormierte Basis des Raumes 7,,F,. Wir bezeichnen mit F2_, die andere
Hyperfliche mit Riemannscher MaBbestimmung, die das Linienelement (x,y)
enthdlt. Man kann leicht mit einer neueren Koordinatentransformation erreichen
daB der Vektor &, im Punkt (x) der Normaleinheitsvektor der Hyperfliche F:_,
sei. In diesem Falle wird der Raum T, F?_, durch die Vektoren &,, ..., & _,,
Ck41s +oos Cuo n aufgespannt. Wir parametrisieren die F;_, so, daB die Tangenten
der Parameterlinien die obigen Basisvektoren des Raumes Ti,, F;_, seien. Dann gilt
die Darstellung (1.37) des Tensors C. Dem Lemma IL zufolge ((2.12)) ist

(2.24/a) C=C.n*"@n*@n".
Wenn wir das Lemma II. auf die F?_, anwenden, bekommen wir:
(2.24/b) C = Cuu*RE*QE™, k #n.

2D
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Deshalb folgt aus (2.24/a) und (2.24/b), daB

(2.25) C=0
ist.
Endlich beweisen wir den folgenden

Satz. Wenn zu jedem Linielement (x,y) des Finslerschen Raumes F, mindestens
eine Hyperfliche mit Riemannscher Mapbestimmung existiert, die dieses Linien-
element beriihrt, dann ist der Raum F, ein Riemannscher Raum.

BeEwels. Sei (x,y) ein beliebiges Linienelement, und F)_, eine tangentiale
Hyperfliche mit Riemannscher MalBbestimmung. Wir bezeichen mit » den Normal-
einheitsvektor der Hyperfliche F}_, in (x). Zufolge des Lemmas III. ist der Tensor
C auf der Menge der Linienelementen mit gemeinsamem Zentrum (x) eine Kon-
stante, d.h.

(2.26) C(x, y) = const

ist.

Jetzt betrachten wir das Linienelement (x,n). Nach unserer Bedingung existiert
eine Hyperfliche F?_, mit Riemannscher MaBbestimmung, die das Linienelement
(x,n) berithrt. Natiirlich enthdlt der T, (F,_,)\T(y(F;_,) irgendeines Linien-
element (x,y’). Diesem Linienelement passen sich wenigstens zwei orthogonale

Hyperflichen mit Riemannscher MaBbestimmung an: wir haben sie mit F!_, und
F?_, bezeichnet. Nun folgt aus dem Lemma IV. ((2.23)) daB

(2.27) C(x,y)=0.

ist. Aus den Formeln (2.26) und (2.27) folgt unsere Behauptung, weil C(x, y)=
=C(x,y) im Definitionsbereich des Tensors C ist.

Bemerkung: Im Beweis benutzen wir natiirlich, da n=3 ist.
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