Uber Berwaldsche Riume I

Von TUNDE VARGA (Debrecen)

Einfithrung

Diese Arbeit beschiftigt sich mit Berwaldschen Raumen (I) und mit der Unter-
suchung von Hyperflichen, die in Berwaldsche Riume eingebettet sind (II).

Berwaldsche Rédume sind spezielle Finslersche Rdume. Der Begriff des Ber-
waldschen Raumes taucht zuerst in der Arbeit [1] von L. BERWALD auf.*

E. CARTAN fiihrt in seiner Arbeit ([4] XIV. 41.) spezielle Finslersche Riume
ein, in denen der Tensor A4, verschwindet. Er weist auch darauf hin, daB diese
Ridume mit denjenigen Berwa‘dschen affin-zusammenhidngenden Rdumen identisch
sind, bei denen die Objekte G% vom Support des Linienelementes unabhingig
sind.

L. Berwald zeigte, daB in diesen Finslerschen Riumen der Cartansche 2.
Kriimmungstensor verschwindet ([2]). Die Bezeichnung ,,Berwaldscher Raum®*
stammt von V. WAGNER, der in seiner Arbeit [11] bewies, daB die Bestimmung
der Berwaldschen Riume mit dem Problem der Angabe derjenigen Hyperflichen
zusammenhdngt, zu denen eine transitive Untergruppe der affinen Mittelpunkts-
transformationen gehort.

Eine weitere Untersuchung der Berwaldschen Rdume wird durch deren geo-
metrische Eigenschaften gerechtfertigt. Die Berwaldschen Riume stellen einerseits
eine Verallgemeinerung der Riemannschen Ridume dar, andererseits sind sie aber
auch metrische Bahnrdume mit einem Grundtensor der Gestalt g;;(x, v).

Es ist bekannt, daB das Differentialgleichungssystem der geoditischen Linien
eines Riemannschen Raumes folgendermaBen aussieht:

(1 ¥+ Gh(x)X* =0 (i,j,k=1,2,...,n).

Im Bahnraum hat das Differentialgleichungssystem der geoditischen Linien die
Gestalt:

) ¥ 4+2Gi(x, ¥) =0,

wobei G'(x, %) eine in %X homogene Funktion zweiter Ordnung ist. Ist dagegen
in einem Bahnraum G'(x, X) eine in X quadratische Form, so kann das Differential-
gleichungssystem in der Gestalt

3) R4+ Gl (x) /5% =0

* _Wenn die I} bloBe Ortsfunktionen sind, die Paralleliibertragung also von der Wahl des
ausgezeichneten Linienelementes unabhiéingig ist, so ist der allgemeine Raum affin-zusammenhiin-
gend im Sinn von H. Weyl.** ([1], S. 47).
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geschrieben werden; dieses stimmt aber mit (1) nur formell iiberein. Es ist nimlich
nicht gesichert, dal in dem untersuchten Bahnraum eine Riemannsche Metrik
vorliegt; auf Grund von ([3] 1.) ist aber der Bahnraum stets ein Berwaldscher Raum.
Deswegen ist es auBerordentlich wichtig, Berwaldsche Rdume zu untersuchen.
Nur so kann man nidmlich herausfinden, wann bei quadratischem G'(x, X) eine
Riemannsche Metrik und wann eine allgemeine Finslersche Metrik vorliegt.

In dieser Arbeit zeigen wir folgendes: Gilt in einem Berwaldschen Raum in
einem Koordinatensystem der Zusammenhang

@ CinTig % =0,

so ist der Raum ein Riemannscher Raum. Gleichzeitig stellt (4) eine Integrations-
bedingung des Differentialgleichungssystems (3) dar.

1. Berwaldsche Riume

Definition. Diejenigen Finslerschen Rdume, in denen die Zusammenhangs-
koeffizienten I'j} lediglich Funktionen des Ortes sind, heiBen Berwaldsche Riume.

Satz 1. Ein Finslerscher Raume ist dann und nur dann ein Berwaldscher Raums
wenn Cm,"‘:o.

BeEweis. Nach Cartan ([4] 17.) gilt

ar*h s
(L1) 3—‘,‘," = Cloi+Citj— 8™ Cipjs—(Chi » Cirpu+ Cli Clou— Cl Cirp) 3*.

Wir bilden die Ableitung der Kovariante

(1.2) Cin = 8"Cju.
Wegen 8i=0 hat man
(1.3) C}m = gﬂcﬁhlk-

Aus (1.3) folgt Cjyx=0 falls Cj,;,=0 und umgekehrt.
*h
Also ergibt sich aus (1.1) im Falle von C;j,=0 die Beziehung %‘%T:O.

Nach Cartan ([4] 17.) besteht zwischen den Verschiebungskoeffizienten der
Berwaldschen und der Finslerschen Riume der folgende Zusammenhang:

(1.4) Gy = r?u‘f‘cmmi'k
o o DEE
.| g
Ist der Finslersche Raum ein Berwaldscher Raum, so gilt ) \:I: = 0. Dieses

in (1.5) eingesetzt ergibt
(1.6) Gy =r.
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Kontrahiert man jetzt (1.6) mit g, so ergibt sich

(1.7) Gij = iy -
Wegen (1.7) folgt aus (1.4) die Beziehung
(1-8) Cl‘h”ki‘k = 0.

Nach [5] Satz 1. ist aber (1.7) dquivalent mit der Bedingung, daB
(1.9) Cinjir 1n jedem seiner Indizes symmetrisch ist.

Unter Beriicksichtigung von (1.3), (1.8) und (1.9) kénnen wir jetzt (1.1) unformen

e
(1.10) T:’L — C}'r|t+ci'r'|;—gucsrj|k = gn(cjkr[1+citr|j_cirjlh) = 8“Cjtr|f = Cfr[i-

*

h
Aus (1.10) ist ersichtlich, daB mit %ﬁf =0 auch Cj,;=0 gilt.

Folgerungen. 1. In Berwaldschen Rédumen stimmen die Berwaldschen und
die Finslerschen Verschiebungskoeffizienten iiberein, das heiBt

(1.11) rii(x) = Gj(x)
(1.12) Ii(x, X) = G(x, X).

2. Wenn CM}II‘:O! dann Aih}|k= F- C“Jlt=0’ beZiehungSWCisc A;lk|r=0

Daher folgt auf Grund von Satz 1, dal die Berwaldschen Rdume identisch
sind mit denjenigen speziellen Finslerschen Rdumen Cartans, die durch das Ver-
schwinden des Tensors A4, charakterisiert sind.

In Finslerschen Rdumen hingen bei der Parallelverschiebung von Vektoren
die Verschiebungskoeffizienten im allgemeinen von dem Linienelement (x, v) ab, das
heit vom Zentrum x und vom Support v des Linienelements. Unter Beachtung
der Charakterisierung ([4] XIV. 41.) von Cartan kénnen wir feststellen, daB die
Bedeutung der Berwaldschen Rdume gerade darin besteht, daB in ihnen die
Parallelverschiebung eines Vektors (im Cartanschen Sinne) unabhingig ist vom
Anfangssupportelement, falls das Supportelement parallel zu sich selbst vom Punkt
(x*) in den Punkt (x*+dx*) uiberfithrt wird.

Berwaldsche Riume verhalten sich wie affin-zusammenhingende Riume, deren
metrischer Grundtensor die Gestalt g;;(x, v) hat.

Nach Berwald ([3] 1). ist das Verschwinden des Tensors

ef 86‘
(1.13) | Glu = a;tk

eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB G'(x, %) eine in X quadrati-
sche Form ist und daB das Objekt Gj lediglich eine Funktion des Ortes ist. In
diesem Fall gilt

(1.14) G'(x, x) = -;—G}k(x)xf.i'*.
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Also hat das Differentialgleichungssystem der geoditischen Linien eines Ber-
waldschen Raumes die Gestalt:

d!
ds?

wobei s der ausgezeichnete Parameter ist.

(1.15) +G‘,‘(x)tfx* =0

Satz 2. Gilt in einem Berwaldschen Raum in einem Koordinatensystem der
Zusammenhang

(1.16) CjIruxt =0,
dann ist der Raum ein Riemannscher Raum; dabei ist die Metrik durch denjenigen

metrischen Tensor g;;(x, c) bestimmt, der aus dem metrischen Tensor g;;(x,v) des
Berwaldschen Raumes gebildet worden ist (c¢' sind Konstanten).

Bewels. In Berwaldschen Rdumen gilt ebenso wie in Finslerschen Rdumen
gemil ([4] VI. 12.)
(1.17) rii(x) =ri;—ChI*.

Ist (1.16) in einem Koordinatensystem giiltig, dann ist in diesem Koordinaten-
system
(1.18) r{j(x) =ri;
(1.19) Iipj = Ly

Da die Bedmgung C;Gi=0 mit der Bedingung C%,I'i!x"=0 dquivalent
ist, erhalten wir nach ([4] XI.)

(1.20) Lyi; = Y= CjinGi+ Cepn G
Aus (1.20) folgt unter Beachtung von (1.18) und (1.19)
(1.21) Ty = Yy = Iyj-

(1.21) wird nun mit g™ kontrahiert und wir erhalten
(1.22) h(x) '}’u,

wobei yi; dasjenige Riemann—Christoffelsche Symbol zwc:ter Art bezeichnet, das
mit Hilfe der Tensoren g;;(x,v) gebildet worden ist. Da F nur eine Funktion
des Ortes ist, erhalten wir

: | s U i\ XS : » 0
12) )= Lo ag,éi.: 0 ag:)g v) _ ag%gf b)].

Die linke Seite von (1.23) ist unabhingig von ' und deswegen kann man das
Supportelement (¢!, ¢2, ..., v") beliebig wihlen. Sei (¢!, ¢ ..., 0")=(c% ¢, ..., c")
wobei ¢, ¢?, ..., ¢" festgewihlte konstante Werte seien. Es ergibt sich

(128 Yal) = 5r 028G 28al50) dauind)),

wobei die Tensoren g;;(x, ¢) lediglich Funktionen des Ortes sind.



Uber Berwaldsche Riume 1 217

Aus (1.24) kann der Tensor g;;(x, ¢) bestimmt werden, denn die Grundfunktion
F(x, v) des Berwaldschen Raumes ist bekannt. Durch die mit Hilfe dieses Tensors

gij(x, ¢) gebildete Grundfunktion L=YVg;(x,c)x"x” wird eine Riemannsehe
Metrik bestimmt.

Folgerung.

Satz 2 hat eine wichtige geometrische Bedeutung, da die Bedingung (1.16)
Integrationsbedingung fiir (1.15) darstellt.

2. Kovariante Ableitungen

Cartan hat in Finslerschen Ridumen zweierlei kovarlante Ableitungen definiert:
die eine mit Hilfe der Zusammenhangskoeffizienten I'j{ und die andere mit Hilfe

des Torsionstensors A.
Z.B. sieht die Cartanschc 1. kovariante Ableitung in bezug auf einen Tensor

T;; folgendermallen aus:
gt OTy;  OT,; OG*
el T = 50 = 2% 9

Die Cartansche 2. kovariante Ableitung in bezug auf einen Tensor T;; hat
die Gestalt:

— Ty Tiv—TaT 4.

ef . OT,
2.2) T & Feood — Ty Al —Tu Al

Berwald hat mit Hilfe der Objekte G¥, eine affine kovariante Ableitung ein-
gefiihrt.

Die Berwaldsche affine kovariante Ableitung z. B. in bezug auf einen Tensor
T;; ist

st OT;; 0T, IG*
(=) Wiy = 50— 53t o9

Folgerung. In Berwaldschen Rdumen ist die Berwaldsche affine kovariante
Ableitung mit der Cartanschen 1. kovarianten Ableitung identisch.

Tl'_; Grk T‘lk G_;ﬁ

Satz 3. In Berwaldschen Rdumen kann die Reihenfolge der partiellen Ableitung
nach x und der Cartanschen 1. kovarianten Ableitung vertauscht werden, das heifit

)TJI‘“JTI " ,
2.4) [((;T‘],‘ 2 st
Bewgis. Auf Grund von ([7] S. 99) gilt
()Th_._""- 0 aTh J‘, o *j,
ax" ke ]k_ai-ﬁ (Th-_. J-’|t) = _()L.I_."_ CM|? \" Z T{l.“{:-—IQJg-ﬁl o ]+
31‘
2.5) + ZT;I. gl [ el

=



218 Tiinde Varga

In Berwaldschen Ridumen verschwindet die rechte Seiten von (2.5) womit die
Richtigkeit von Satz 3 nachgewiesen ist.

Satz 4. In Berwaldschen Rdumen ist die Reihenfolge der Cartanschen 1. ko-
varianten Ableitung und der Operationen ||; & F e vertauschbar.

Bewels. Der Einfachheit halber fiilhren wir den Beweis in bezug auf einen
Tensor T;;; fiir beliebige andere Tensoren verlduft der Beweis dhnlich.
Wegen (2.4) und F,=0 gilt

3 &] s [33‘"@] _ 5.9y _
eo  @uon=(r5E) = (5 = F-FE = @
3. Die Kriimmungstensoren der Berwaldschen Riume

Der affine Kriimmungstensor Ky,
GemaB ([3] (2.10)) haben wir

i . BG}'I BGE* r i e r i r i
(3.1) Ky (x, xX) = = o + GG — G G+ G Grj — G Gy .-

In Berwaldschen Rdumen gilt Gj,;=0; dieses in (3.1) eingesetzt liefert

ar*i r*i < <
) OTRD | rt () P09~ P T ().

3.2) Kjih.k (x) =

Hieraus folgt der
Satz 5. In Berwaldschen Riumen ist der affine Kriimmungstensor Kj'y, lediglich
eine Funktion des Ortes.
Die Cartanschen Kriimmungstensoren

Nach der Theorie von Cartan unterscheidet man in Finslerschen Riumen
drei Kriimmungstensoren, welche wir mit S;%,, P;', und R/, bezeichnen wollen;
diese kénnen wir aus den Vertauschungsformeln fiir die Cartanschen ersten und
zweiten kovarianten Ableitungen herleiten. ([7] IV. 1§. 2°).

Der Cartansche 1. Kriimmungstensor Sy,

(3.3) Sj‘u(xs X) = Air ;’l_'Aii'er;ks
beziehungsweise
(3.4) S;ju. = gerirkl'

Satz 6. In Berwaldschen Rdumen verschwindet die Cartansche 1. kovariante
Ableitung des Kriimmungstensors Sjy,.
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Bewels. Wir bilden die kovariante Ableitung von (3.3)
(3~5) Sjikhls = Alkr|sA;k+A Ajhis ArﬁjsAjk_A::hA;HS'

Wegen Am,,—O erhalten wir S;%;,=0 w.z b.w.
In Finslerschen Rdumen kénnen Winkel auf zweierlei Arten erkliart werden:
a) als Winkel von Vektoren mit identischem Linienelement
b) als Winkel benachbarter Linienelemente mit identischem Zentrum.

Sind im Falle a) ¢'(x, v) und n'(x, v) die beiden Vektoren, so ist

- 5;'1
(3.6) cos (&, ) = ———
VEE Y

Im Falle b) gilt fiir den Winkel de der Linienelemente (x, v) und (x, v+dv) die
Relation

3.7) dp? = I m

F o oF O

Auf Grund von [9] erhédlt man fiir das KriimmungsmaB der Winkelmetrik:

(gm Sik— i 8jn— i J..t)P'JP“‘
3.8 Ko, T, p¥ J 4
(.8) ( P (2in &jx— g &n) P/ P

wobei p ein Bivektor und p™/,=0 ist.

Satz 7. In Berwaldschen Rdumen ist das Kriimmungsmaf der Winkelmetrik
invariant gegeniiber Parallelverschiebungen.

Beweis. Notwendig und hinreichend fiir die Invariaz des KriimmungsmabBes
der Winkelmetrik gegeniiber von Paralellelverschiebungen ist das Verschwinden der
1. kovarianten Ableitung des Tensors S, ([8]).

In Berwaldschen Rédumen gilt S;;,,=0, da aus

_ ' Sijn = 8rjSi'kn
die Bezichung

S:’j.kMs = grjse"uis =0

folgt.
Der Cartansche 2. Kriimmungstensor Pjy,.
; : BF
(3.9) Pjun(x, X) = ?’c" +A;mAu|o Afpk-

Aus (3.9) folgt auf Grund von Satz 1, daB in Berwaldschen Riumen der Kriimmungs-
tensor Py, verschwindet ([2]).

Folgerung:
(3.10) P = 8 Plw = 0.

Der Cartansche 3. Kriimmungstensor Ry,
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In Berwaldschen Rdumen gilt

(3.11) Rjiu (x, X) = Kjink(x)'f'A}m Ko™k »
beziehungsweise
(3.12) Rjiﬁk (x, X) = Kjihl(x)"'A}m Ry" k.-

(3.11) und (3.12) wurden aus den sick auf Finslersche Ridume beziehenden Formeln
gewonnen. b
de

In Finslerschen Rédumen ist der affine Kriimmungstensor K = g,;K{j in
allgemeinen in den Indizes i, j nicht schiefsymmetrisch.
Wir nehmen an, dal} in einem Berwaldschen Raum die Beziehung

(3.13) Kijkl(xs X) = —Kjp(x, X)
gilt. Wegen ([3] (11.7)) haben wir aber

1
(3.14) 3 (Kiju+ Kjird) = Aijijop— Aijijore— ATj Roma -

Unter Benutzung von (3.13) erhalten wir damit

(3.15) A'I"}RONIH = 0.
Ahnlich erhidlt man auf Grund von ([3] (11.7))

1
(3-16) ‘E(Kuu‘*Kjiu) == Rt'jkl+A:'?¢.0Amﬂ|0_A?;0 4mﬂt|o.

und deswegen gilt in Berwaldschen Rédumen

1
(3.17) —Z‘(KUM‘KJIM) = Riu-

Aus (3.13), (3.14), (3.15) und (3.17) folgt

(3.18) Kiju = Riju-

(3.18) wird nun mit g™ kontrahiert und es ergibt sich
(3.19) K™"u(x) = R™.

Damit haben wir folgenden Satz bewiesen:

Satz 8. Gilt in einem Berwaldschen Raum K, (x, X)= —K;,(x, X) so folgt
OR™y 0Ky
R
eine Funktion des Ortes und er stimmt mit dem affinen Kriimmungstensor K™y

iiberein.

=0, das heifit, der Cartansche 3. Kriimmungstensor R;™; ist lediglich
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4. Der Riccische Tensor eines Berwaldschen Raumes und
seine Hauptrichtung

Definition. Der Riccische Tensor eines Finslerschen Raumes ist

(4.1) Ky & Kl

Folgerung. Der Riccische Tensor eines Berwaldschen Raumes ist lediglich
eine Funktion des Ortes.

Definition. Unter der Riccischen Hauptrichtung eines Finslerschen Raumes
im Punkt P(x*) verstehen wir die Richtung x* falls

(4.2) K (x, %)« X' = kg (x, %)’

gilt, wobei k ein Skalar ist.
Es sei nun ein Berwaldscher Raum gegeben. Es sei weiter in einem Punkt
Py(x*) jede Richtung eine Riccische Hauptrichtung. Dann gilt

(43) Kik(?,‘) = k(';x» ):’.)gu(.}, x)x.‘

in einer beliebigen Richtung x'.

Wir differenzieren (4.3) nach x/, benutzen weiter die Bezichung -‘;‘%" =0 und
erhalten

ok %
(4.4) Kjl = a-? g,-kx' + kgﬁ;‘
(4.4) mit x* kontrahiert ergibt

k ,
(4-5) Kjka\?k = Edf_j ggk.f'i’k-i—kgjki‘*.
Wegen (4.3) folgt aus (4.5)

: ok o :

(4.6) Kj*xk —_ d? gkaj-\‘k+Kkj.Y‘.

Wir wihlen jetzt X' und %/ so, daB g;;x'x/=1 ist. Wir wollen weiter voraussetzen,
daB der Riccische Tensor im Punkt P,(x) symmetrisch ist, das heiBt:

4.7) Kiu(¥) = Kij ().
Dann haben wir

ey B .
(48) Wg.—,,x X = a? =)

das heiBt, in P,(x’) ist der Skalar k(x, X) lediglich eine Funktion des Ortes. Der
Riccische Tensor hat also die folgende Gestalt:

(4.9) Ki;j(¥) = k(X)gi;(x, X).

Wir leiten (4.9) nach %' ab und erhalten

(4.10) k-%‘%{- =0.
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Aus (4.10) folgt entweder k(x)=0, aber in diesem Falle ist K, (x)=0, oder
i‘g%b‘i——} 0 in jeder beliebigen Richtung x'.
Aus dem obigen folgt

Satz 9. Ist in einem Punkt P,(x) eines Berwaldschen Raumes jede Richtung
x! eine Riccische Hauptrichtung und ist in diesem Punkte der Riccische Tensor sym-

metrisch, so gilt entweder K;(x)=0, oder "glkT(xrﬁ—o

5. Spezielle Berwaldsche Riiume

Wir untersuchen die Berwaldschen Ridume mit skalarer und mit konstanter
Kriimmung.

Satz 10. Ein Berwaldscher Raum mit skalarer Kriimmung ist ebenenprojektiv.

BeweEis. Nach ([3] (5.15)) ist das Verschwinden des Douglas-Tensors

(5.1) Dy = Ghu— (Gluméi Glem O+ Gim 05 + Gl X°)
und des projektiven Biegungstensors
g N P l dKﬁ ()K
R =5 RN Pact DR S N X
(5.2 Wy = K] —Kdj {r)x" ) X

eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB ein n-dimensionaler (n=2)
Finslerscher Raum ebenenprojektiv ist.*

In Berwaldschen Raumen gilt wegen Gj; =0 auch Dj;=0. Dagegen gilt
in jedem Finslerschen Raum mit skalarer Kriimmung: ([6] (1.14))

1 (BK' ()K]
n+1Lox" ox*

Auf diese Weise erhalten wir aus (5.2) die Beziehung Wj/=0, q.e.d.

Ki = K& +—

Satz 11. Ein Berwaldscher Raum mit konstanter Kriimmung R (R#=0) ist ein
Riemannscher Raum.

Bewels. In einem Finslerschen Raum mit konstanter Kriimmung gilt nach

(131 (13.11))

(5.3) Ki(x, X) = (n—1)+ Rgy(x, X) (n=>2).
L ¥ a ‘ 86' i r i r
) K,, (x, X) - Zﬁ—ﬁx ZGJ,.G G,GJ

ist der affine Biegungstensor, und K = K der affine Kriimmungsskalar.

n-
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Hat ein Berwaldscher Raum konstante Kriimmung, dann gilt
(5.4) Ky (x) = (n—1) - Rgy(x, ).
Wir leiten (5.4) nach x' ab und erhalten

0Ky i
5 bt by =
0k

woraus W=0 folgt, das heiBt, die Tensoren g sind lediglich Ortsfunktionen;

(5.5)

daher verschwindet der Torsionstensor A%, also ist der Raum ein Riemannscher
Raum.

Behauptung. Berwaldsche Réume, in denen der affine Kriimmungstensor
Ky verschwindet, sind Minkowskische Réume.

Beweis. Die Behauptung folgt auf Grund von ([10], S. 162) sofort aus den
Beziechungen Kj=0 und Aj,=0.

Riemannsche Ridume und Minkowskische Rdume sind zwei triviale Beispiele
fir Berwaldsche Ridume. Es existieren auch nichttriviale Berwaldsche Rdume. Fiir
die Dimension n=2 gibt es drei nichttriviale Klassen von Berwaldschen Rdumen.
Mit ihrer Untersuchung hat sich V. WAGNER beschaftigt ([11]).
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