Uber die Einfiihrung der komplexen Zahlen
mittels Funktionalgleichungen*®

Von E. VINCZE (Miskolc)

Dem Andenken von Professor Andor Kertész gewidmet

1. Es sei R die Menge der reellen Zahlen. Weiter bezeichne R* die Menge der
reellen (geordneten) Zahlenpaare (xy, Xs), (¥1sVa)s ---3 X1 Xas Vis Vo, ...6R. Wir
definieren in R? die Gleichheit und die Addition folgendermaBen:

(I (X1, X)) = (V1. Vo) @ Xy =y und Xy = yy;
(I1) (X1 +Y1s X3+ Y2) = (%1, X)) +(¥1, ya)-

Es ist offenbar, daB die Menge R? beziiglich der Addition eine stetige Abelsche
Gruppe bildet. Hier und auch im spédteren nennen wir eine Operation R*3( f;,/3):=
i=(Xy, Xg) # (1, ¥o) in R?® stetig, wenn die Komponenten f, und f, von x,, Xy, 1, V2
stetig abhdngen. Es ist ersichtlich, daB die Menge der Zahlenpaare vom Typus
(x, 0) eineindeutig der Menge R der reellen Zahlen entspricht: R3x<(x, 0)€R2

Unser Ziel ist kurz gesprochen um eine zweite Operation in R? zu definieren,
— nennen wir diese eine Multiplikation, — mit der die Struktur R? der zweien
Operationen einen iiber die reellen Zahlen bewerteten Korper bildet und sie enthdlt
auch den Korper der reellen Zahlen als eine echte Teilmenge.

Mit dhnlichem Problem befaBte sich meines Wissens als erster F. SCHUR [5].
Das Problem ist dort unter der Voraussetzung geldst, daB Summe und Produkt
der Zahlenpaare analytische Funktionen sind. Spéter hat L. BIEBERBACH [2] die
folgende und spiter noch genauer formulierte Frage untersucht: , Wie muf man
Summe und Produkt zweier Zahlenpaare als Funktionen ihrer Koordinaten erkliren,
wenn fiir diese Funktionen Funktionalgleichungen bestehen sollen, welche die Axiome
der Arithmetik zum Ausdruck bringen*? Die Antwort von L. Bieberbach war der
folgende Satz:

1) Sei K(+, -) ein Korper, der aus der Menge der Zahlenpaare (x,, x,) besteht,
wo x, und x, gewohnliche reelle Zahlen bedeuten.

2) Die Menge der Paare (x,,0) bildet einen Teilkirper.

3) In der Summendefinition

(X1, X2) + ()1, ¥o) = (07, 09)
sind 6,=0,(xy, Xo, V1, Va) (k=1, 2) stetige Funktionen von xy, X3, V1, Va-

* Verf. hat diese Arbeit mit demselben Titel auch am ,,Kolloguium iiber Funktionalgleichungen
(Debrecen, 4—8, September 1973.)* vorgegtragen.
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4) In der Produktdefinition

(X215 0)+ (¥1, ¥2) = (my, o)
sind m,=m,(xy, y1,¥s) (k=1,2) stetige Funktionen von x, fiir jedes Paar (yy,ys)-

Dann sind je drei Elemente aus K linear abhdngig, folglich ist K isomorph zum
Korper der gewdhnlichen komplexen Zahlen.

L. Bieberbach hat beim Beweis des obigen Satzes auch bemerkt, dal} unter
der Voraussetzung der Stetigkeit der beiden genannten Funktionen das System
der gewdhnlichen komplexen Zahlen im wesentlichen das einzige ist. G. HOHEISEL
[4] hat dieses Ergebnis unter einfacheren Bedingungen gefunden, und zwar sein
Satz lautet folgendermalen:

5) Sei K(+, ) ein Schiefkorper, der aus der Menge der Paare (x,, X,) besteht,
wo x, und x, die gewohnlichen reellen Zahlen bedeuten.

6) Seien (0, 0) und (1, 0) das Nullelement bzw. das Einselement in dem Schief-
korper K.

7) Sind die Funktionen my(xy, 1), (X1, ¥y 3(x), my(x), m5(y), me(y), in den
Gleichungen

(%1, 0)+ (1, 0) = (7, (xy, Y1), 7oy, Y1)
(x,0)+(0, 1) = (n3(x), my(x)),
0, 1)+(y,0) = (7‘5(}')’ ’fs(}’))

(mindestens in einem Punkt) stetig.

8) Seien die Funktionen o,=a(a,,a,,x,,x;) (k=1,2) in der Subtraktion
(a1, @) —(x1, Xo) = (0,(ay, as, Xy, Xo), 6,5(ay, as, Xy, X))
ungerade, und zwar in dem folgenden Sinne:

ow(ay, az, ay—Xxy, ay—xy) +0(ay, a3, 0, +x1,a:+%) =0 (k=1,2).

Dann ist K(+, +) ein Korper, welcher mit dem Korper der komplexen Zahlen
isomorph ist.

Die Bedingung 8) kommt noch auch in weiteren dquivalenten Formen vor
(vgl. [4]).

Wir mochten betonen, daB sowie L. Bieberbach als auch G. Hoheisel den
komplexen Zahlkdrper bis zu einer Isomorphie bestimmt haben. Wir wihlen einen
von den vorigen verschiedenen Weg, und zwar wir werden durch konstruktive
Weise die samtlichen verschiedenen Korper der reellen Zahlenpaare auffinden und
wir untersuchen, unter welchen Bedingungen vereinfachen sie sich auf den gew&hn-
lichen komplexen Zahlenkdrper?

Unserer Meinung nach sind die folgenden Untersuchungen ganz elementar
und wir brauchen dazu aus der Theorie der Funktionalgleichungen erst die stetigen
Losungen der heute schon klassichen Cauchyschen Grundgleichung ¢@(x+y)=
=@(x)+o(y) (vgl. [1], [3D.

2. Hat die Multiplikation in R* die Form

(III) (x1, X2)o(yy, yo) == (fl(xl’ Xas V15 Vo) fa(Xys X2, V15 }’2))»

4 [xl' xzs}’l.}’gER: fl: R‘ —‘*.R; k = 1,2]
dann gilt das
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Lemma 1. Wenn die Multiplikation (III) stetig und beziiglich der Addition (II)
linksdistributiv ist, d. h. gilt

(1) (X1, X9)0[(y1, y2) +(21, 22)] = (X1, X2)o(yy, Vo) +(xy, Xa)0(2y, Z2)
[V (%1, X2), (V15 ¥2)s (21, 22)€ RY,

so hat sie notwendigerweise die Form

(2) (G, x)0(yy,y0) = (Au(xu Xo) Yy + Ao (X1, Xo)Va, Aoy (X1, X9)yy + Aga(Xy, xz)}’z)s
wobei Ay (xy, x5) (k,i=1,2) beliebige reelle stetige Funktionen sind.

BewEels. Aus den Gleichungen (1) und (III) ergibt sich das Funktional-
gleichungssystem

(3  filxy, X2, Y1+ 21, Yo+ 23) = fi(xy, X, i, Y +fi(%y, X9,2y,25) (k=1,2)
Sei y,=z,=0, dann gilt
(4) Si(x1, X3, Y1, 29) = fie(X1, X2, Y1, 0)+fi(xy, X3, 0, 2,)

Weiter seien y,=z,=0, bzw. y,=z;=0 in (3), dann erhalten wir die Cauchyschen
Funktionalgleichungen

(X1, X2, Y1+ 21, 0) = fi(%1, X2, y1, 0)+£i (X1, Xg, 21, 0),
fl:(xls Xa, 0$ .Va+zz) =fk(x}.9 Xa, 0;}’3) +.ft(xls Xa, Os 22)°

Wegen der Stetigkeit der Operation (x;, x;)o(,, y,) sind die Lsungen der obigen
Cauchyschen Gleichungen die Funktionen

(%1, Xa, Y1, 0) = Ay (1, X3)yy,

fk(xxi X2, 0! y2) = Akz(xl? x:)yh

wobei A (x;, x,) beliebige reelle stetige (und fiir jedes Zahlenpaar definierte) Funk-
tionen bezeichnen. Somit erhalten wir auf Grunde (4) tatsichlich das Lsungspaar

Ju(xys Xa, Y1, Vo) = Apa (Xy, X))y + Ao (X1, X2)yo (K =1, 2).

Man kann leicht verifizieren, daB die mit den obigen Komponenten definierte
Multiplikation beziiglich der Addition tatsichlich linksdistributiv ist. — Q. e. d.

Lemma 2. Wenn die Multiplikation (2) kommutativ ist, d. h.

&) (x1, X2)o(¥1, y2) = (¥1, ya)o(xy, Xa)
gilt, dann hat sie die Form

(xl’ xz)o(yl ’ }'2) £
(6)

= (ay X1 V1+ by X1y5+ by Xap1 + 01 X9Va, Qs X1+ baX1ya +beXoyy 4 €2 Xa),)
wobei ay, by, ¢, (k=1,2) beliebige reelle Konstanten sind.

8§D
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Bewels. Aus den Gleichungen (2) und (5) ergibt sich
Ju(X1,s Xoy Y15 Vo) = Aja(Xy, X))V + Aga (X, Xo)ye =
A (V1 o) Xi+ Ao (V1 Y X2 = fi(01, Yo X1, %) (k= 1,2).

Es seien hier y,=0 und y,#0, bzw. y,=0 und y,=0, dann erhaltan wir die
Funktionen

(7N

Ay (31, 0) X+ Aa(y1,0) %

A (X Xo) = = @y X+ by X,
k(X5 Xs) e " 2 kX1 T DXy
bzw.
A
Akg(xl, xz) = L) g?’ yZ) xl+ Ak!(yo’ }’2) Xg = dkx1+ckx3.
2 2

Offenbar ist, daB die Quotienten A;(y;, 0)/y, und A;(0, y,)/y. wegen der linearen
Abhingigkeit von x, und x, notwendigerweise Konstanten sind. Damit haben
wir aus (7) die Gleichung
(axxy + b xa)yy +(di Xy + € X2)y2 = (ar 1+ by yo) X1+ (di y1+ € ya) X
Daraus folgt
(by—dp) (X2 91— X1 ¥2) = 0,

d.h. d,=b, (k=1,2) ist, also haben wir nach (2) tatsichlich die Lésung (6) er-
halten. Q. e. d.

Lemma 3. Wenr: das Einselement der Multiplikation (6) (1,0) ist, dann gilt
(8) (X1, X2)0(y15 ¥2) = (X1y1F €1 X2 Y25 X1 Y2+ Xo Y1+ CaXa V)
wobei ¢,, c, beliebige relle Konstanten sind.

BeEwgs. Sei (1,0) das Einselement, dann folgt aus (6)
(115 ¥2) = (1, 0)0(yy, o) = (@1 91+ by 2, a3 1+ by ya),
d. h. die Konstanten miissen auch dem Gleichungssystem
ay1+b1ys = y1,
asyy+beys =y,

fir alle y,, y, geniigen. Daraus folgen a;,=b,=1 und a,=b,=0, dabei aber sind
¢, und ¢, beliebige Konstanten. Q. e. d.
Eine iiberraschende Folgerung des Wesens von Emselement (1, 0) ist folgendes:

Korollar 1. Die Multiplikation (8) ist assoziativ.
Diese Tatsache kann man mit ganz einfachem Rechnen verifizieren.

Korollar 2. Die Menge R* bildet mit der Addition (II) und der Multiplikation
(8) einen kommutativen Ring mit Einselement.
Diese Behauptung ist nach den Lemmas 1.—2.—3. offenbar.
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Lemma 4. Sei 4c,+ci<0 in der Multiplikation (8), dann und nur dann ist
diese Multiplikation invertierbar und fiir jedes (x,,x5)#(0,0) gilt

X;+CaXs

— —Xg
207 = (55 D)

¢ . c3
D(x;, xy) = [x1+-j’— xg] - [c1+T'] x3.

BEWEIS. Seien
(X3, %)71 = (&3, 62) und & = &e(x, %) (k=1,2).

Da auch die Gleichung

(%1, Xg)o(xy, X2) 71 = (X7, X9)0(&5, &2) = (1, 0)
giiltig sein muBl, deswegen erhalten wir nach (8) fiir die Komponenten £, und &,
das Gleichungssystem
X6t X8 =1,

Xo &+ (X + Caxp)p = 0.} [V (x,, x9) # (0, 0)).

Dieses System ist linear und inhomogen, d. h. es hat dann und nur dann ein
Losungspaar, wenn
€y

: 2
0 # D(xy, Xg) = X1 (%1 +CaXp) — €1 X3 = [x1+ 2 xa]_[cl+%]x§

ist. Hierbei ist die rechte Seite dann und nur dann fiir jedes (x,, x,)#(0,0) vom
Null verschieden, wenn 4¢,+c3=<0, ist. Q. e. d.
Damit erhalten wir:

Korollar 3. Mit der Addition

(I (X15 X2) +(¥ys Vo) 1= (X +Xp, Y1+ Vo)
und der Multiplikation
(I1L.a) (X1, X2)o(¥y1, Vo) = (X3 )1+ €1 X2 Y2, X3 Y2+ Xp Y1+ CaXa Va)

(4c;+¢c3 < 0)
bildet die Menge R* einen Korper: Xxi,yi,:€R (k=1,2).

BEMERKUNG. Wohlbekannt ist, daB ein beliebiger Korper K(+4, o), dessen
Elemente 0, 1, «, #, ...€ K sind, iiber den rellen Zahlenkdrper bewertet ist, wenn
eine Bewertungsfunktion W(x):K—~R existiert, so daB auch die Axiomen

(9) W@=0 und W) =0« a=0,
(10) W(x+p) = W(x) +W(p),
(1) W(2op) = W)W | apeny

erfiillt sind.

8%



308 E. Vincze

Lemma 5. Der mit der Funktion
(12) W(xy, x9] :=Vxi+x3 (W: R® - R)

bewertete Korper R*(+, o) [vgl. (I) und (IIL.a)] ist der Kérper der komplexen Zahlen,
d. h. die Multiplikationsregel ist

(TIL.b) (%1, X)0(y1, ¥o) = (X1 y1—Xa Y2, X1 Y2+ X2 y)-

Beweis. Fiir den Kdorper R? sind die Eigenschaften (9) und (10) mit der Bewer-
tungsfunktion (12) trivialerweise giiltig. Die Multiplikation (IIl.a) hat aber die
Eigenschaft (11) nur dann, wenn die Gleichung
(13) (xpy1tcrXa ) + (X1 Yo+ X2 1+ 2 X2 y2)* = (X +x3) (¥ +¥3)

fiir jedes Elementenpaar (x;, Xs), (¥y, ¥2)€ R? erfiillt ist. Wihlen wir die Verinder-
lichen nach der Reihe
X=n=0 x=y=1,

=0, y3y=x=y,=1,
n=n=X=y=1,
dann ergeben sich die Gleichungen
a+ea=1,
a+(l+c)? =2,
(14+c)2+(2+c¢c)2 =4,

woraus ¢;=—1 und ¢;=0 folgen. Mit ganz einfachem Rechnen kann man sich
iiberzeugen, daB die Gleichung (13) mit diesen Konstanten zu eine Identitit
hiniibergeht. Q. e. d.

3. Die vorigen Ergebnisse koénnen wir zusammengefaBt folgendermaBen
formulieren:

Satz. Seien die Gleichheit und die Addition mit den Formeln
(D (X1, %) = (V. yo) @ X, =y, und x;=y,,
(I1) (X1 4 y1s X2t ¥a) = (X1, X2) +(¥1, Vo)

in R® definiert und geniige die in R* erklirte Multiplikation den folgenden Eigen-
schaften:
(III)  in der Multiplikation

(X1, Xg)o(y, yo) == (fl(xh X25 Y15 Vo) Ja(X1, Xa, V14 Jf'?.))

sind die Funktionen f, (k=1,2) stetig;
(IV) die Multiplikation (IIl) ist beziiglich der Addition (II) distributiv [vgl. (1)];
(V) die Multiplikation (III) ist kommutativ;
(VD) das Einselement der Multiplikation (III) ist (1,0);
(VII) die Multiplikation (III) ist invertierbar,
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(VIII) de}' aus den Bedingungen (I)—(VII) erhaltbare Kérper ist iiber die reellen
Zahlen mit der Funktion

Wl(xy, xo)] i= Vx3+x2 bewertet;
dann ist die Menge R* zum (gewdhnlichen) komplexen Zahlenkdrper dquivalent.

BEMERKUNG. In (III) geniigt es iiber die Komponenten f, (k=1,2) anzu-
nehmen, daB sie nur in einem Punkt stetig sind (vgl. [1]). Weitere dhnliche Unter-
suchungen sind in der Arbeit [6] von Verf. befindlich.
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