A note on non existence of interpolatory polynomials for (0, 2)-interpolation
which implies that
a ’ 4
(1) (l—x')r,,-l(X)—gxr.-l(x) = cw,(x)

where ¢ is a non zero numerical constant. Setting

n—1
(12) Fp-1(X) =Aé; awi(x)

and using the recurrence relation ([11], formula (4.5.7), p. 72)

(13) (1=xHw,(x) = (n —%] W, _1(x)—nxw,(x)

we have from (11):

n—1 1 n—1 4 ;
(14) > [k_T] a,wy_1(x)— ké" ay [k+?] xw(x) = ew,(x).

k=1

From (14) and formula (4.5.1) of SzeGé6 [11], p. 71 we conclude that

n2Ik(3k+2 k(3k+1)(3k—2
cwll(x) =k§ll ( 6k+ )ak+l_ ((Gk—+5))(gk—])) ak—l] Il"1"-1:(",‘)_"

. (3n—=2)(n—1)(3n-3) n(Bn+1)(3n—-2)

6n—11)(3n—4) Ap-gWy-1(X)— 6n—30n=1) A, -1 Wa(X).

Now equating the coefficients of w,(x) on both sides we get

n(3n+1)(3n—2)

(13) n—35)(n—1) 1=
(B3n—2)(n—1)(3n—5) -
e @n—1Gn—4) ="
and
k(3k +2) kGk+DGk-2) -
(I?) Tak+1_ (6k—5)(3k*—l) qQy-1 = 0, k= l, 2., P 2
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If n is even then from the above equations (15), (16) and (17) we have a,_,=
=a,_4=...=03=ay,=0 and a,,a,,a;,...,a,_, can be determined and are not
zero. Similarly, if n is odd we have from the above equations a,=a;=a;=...
w.=a,-3=0 and a,,a,,a,, ...,a,_, are not zero and can be determined. Hence
regardless whether n is even or odd, in general, there does not exist a unique poly-
nomial Q,,.,(x) of degree =2n+1 satisfying (8) and (9) and there are infinitely

many if they exist.
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Uber Berwaldsche Riiume 11

Von TUNDE VARGA (Debrecen)

In dieser Arbeit, die eine Fortsetzung der Arbeit (1) des Autors ist, untersuchen
wir die in Berwaldsche Rdume eingebettete Hyperflichen. Wir benutzen die in (1)
eingefithrten Bezeichnungen.

1. Uber die Hyperflichen von Finslerschen Réiumen

Es sei F, ein n-dimensionaler Finslerscher Raum. F,_; ist eine Hyperfliche
von F, falls seine Parameterdarstellung die Gestalt

(1.1) ¥=xw) (i=1,2,..,nm2=12..,(n—-1))%

hat, wobei wir %' als Supportelement wihlen, welches auch eine Tangente von

F, -, ist. Dann ist

) 4t ox!
! ou*

(1.2 = g,

wobei der Projektionsfaktor die Gestalt

ox' def
(1.3) - Bl
hat.
Da F, ein metrischer Raum ist, kann auch in F,_, eine Metrik eingefiihit wer-
den. Nach CARTAN ([2]) kann dies auf zweierlei Weise realisiert werden.
1. Der metrische Tensor der Hyperfliche ist die Projektion des rdumlichen
metrischen Tensors auf die Hyperfliche. Dies ist der metrische Tensor der Pro-

jektions- oder induzierten Geometrie.
(1.4) (U, 1) = g;;(x, X) BL B}.

2. Der metrische Tensor der Hyperfliche wird aus der Grundfunktion F(x, X)
von F, gewonnen, welche iiber F,_, folgendermaBen definiert ist:

(1.5) F = F(u,u) = F(x'(u®); Biu°).

*) Die lateinischen Buchstaben in den Indizes laufen von 1 bis n, die griechischen Buchstaben
laufen von 1 bis (n—1).
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Aus (1.5) bildet man auf die iibliche Weise den metrischen Grundtensor der inneren
Geometrie:

. o 1 I )
(1.6) g:ﬁ(",u)—j'w
Es ist bekannt, dal3
(1.7 Zap(u, 1) = g;;(x, X) By B} = gy

gilt; dies bedeutet, daB der metrische Tensor sowohl in der Projektions- als auch
in der inneren Geometrie identisch ist. Hieraus folgt, dall auch die Torsionstensoren
in beiden Geometrien identisch sind, das heil3t

(].8) A:B]' = A”kBiBJLB!: - A:ﬂ‘,"

Im weiteren benutzen wir die folgenden Bezeichnungen:

(1.9) BY:X=B;.Bj... B},
0*x!
) S
(1.10) By = 5o

In jedem Punkt von F,_, konnen wir der Hyperfliche auf eindeutige Weise
eine Einheitsnormale Ni(x, X) zuordnen, derart daB das Supportelement %* Tangen-
tenrichtung hat und daB

(1.11) g (% NN = 1,
1.12) NiB:=0
(1.13) N = gli(x, X)N,

gelten, wobei die B? die Inversen der Projektionsfaktoren B sind.

2. Die inneren und die induzierten Zusammenhangskoeffizienten
in bezug auf in Berwaldsche Réiume eingebettete Hyperflichen

Sei B, ein n-dimensionaler Berwaldscher Raum und F,_, eine seiner Hyper-
flichen. Wir untersuchen die inneren und die absoluten Differentiale in F,_,.

Es sei X*(u, i) ein iiber F,_, definiertes Vektorfeld. Die Komponenten des
Vektorfeldes X*(u, #) in bezug auf den Raum B, sind X'=BiX"

Uber F,_, kann das absolute Differenzieren auf zweierlei Arten definiert
werden und im allgemeinen sind diese beiden voneinander verschieden.

1) In F,_, werden mit Hilfe der Tensoren g,, und ihrer Ableitungen in Analogie
zu den Objekten I'}, die inneren Verschiebungsparameter P;,(u, u) gebildet ([2]):

2.1 Fep(u, ) = 25— (C23 G2 + C2, G5 — g% Cpp, GY),
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wobei 7, das Christoffelsche Symbol zweiter Art in bezug auf die Tensoren g,,
bedeutet und

(2.2) G = é—-}':ﬁﬁ’&ﬁ,
oo P
(2.3) G = P

Es bezeichne D die innere absolute Differenzierung. Dann ist
(2.4) Dx* = dX*+ %, X*? du? +Cj, X* du’.

2) Wir bilden das zum Vektorfeld X* gehorige absolute Differential in B,
mit Komponenten aus X' und projizieren dieses auf F,_,. Auf diese weise erhalten
wir das induzierte absolute Differential, dessen Zusammenhangskoeffizienten I'j3
sind. Es bezeichne D, das aus der Projektion stammende absolute Differenzieren.
Dann ist

DX = dX'+ Iy X*dx!
und
DX =Bt X"
Wegen X,;=Bj X" haben wir

dX' = BydX’+ By, XPdu'.
Deswegen ist
DX' = BYdXP+ B XPdu'+Iif dx'X*.
Wegen X*=BjX? und dx'=B!du’ erhilt man
DX' = BydX*+(Bj,+ Iy BY) X* du?
D,X* = BDX' = dX*+ B (B, +I'1i BY) X? du?

das heilt

(2.5) D X* = dX*+ T X! du’
wobei

(2.6) I'gi(u, w) = B (By,+I'if BY,).

Unter Benutzung der Eigenschaften eines Berwaldschen Raumes ist
(2.7) Ip(u.iu) = B (u, i) - [Bh, (x(w))+ T (x(u) BY. (x ()] = B (u, i) Ej,(x(u))

der induzierte Zusammenhangskoeffizient, wobei

(2.8) Ej (u) = By, (x(u))+ I (x(u)) By, (x(u)).
Andererseits gilt
(2.9) e i Ej.(u)

nuc o

und das beweist, daB der induzierte Zusammenhangskoeffizient im allgemeinen



44 Tiinde Varga

von dem Supportelement #° nicht unabhingig ist. Auf Grund von (2.9) ist die
Richtigkeit der folgenden Behauptung offensichtlich:

In Berwaldsche Rdume eingebettete Hyperflichen sind im allgemeinen selbst
keine Berwaldschen Rdume.

Unsere weiteren Untersuchungen betreffen die induzierte Geometrie.

3. Den Hyperflichen zugeordnete grundlegende Tensoren
Der Tensor M;
Auf Grund von ([5] 1§) ist
(3.1) M,(x, %) = Cyju(x, )N*(x, %).

Aus dem Tensor M;; bilden wir die folgenden Tensoren, die in der Theorie der
Hyperflichen sehr gut anwendbar sind:

(3.2) M, (u, i) = M;;(x, X) B
(3.3) Mj(x, x) = g"(x, X) M};(x, X)
(3.4) MZ(u, i) = g (u, i) My, (u, i)
(3.5) M;(x, X) = M;;(x, )N’ (x, X)
(3.6) M, (u,tt) = M,(x, X)B:

wobei

M(x, $)%) =0, M,(u,a)i? =0
M (x, %)% =0, M, (u,a)u*=0.

Der Normalkriimmungstensor I,

Auf Grund von [3] (S. 193) ist

def

(3.?) !;ﬂ — B:#""'.B: :;; +r;{Bg§.

Der Tensor I ist wie ein Vektor des einbettenden Raumes F, senkrecht auf F,_,
und so kann dieser Tensor in der Gestalt

(3.8) Ly = NiQ:ﬂ

geschrieben werden, wobei die Q,; die Koeffizienten der zweiten Grundform von
F,_, sind.

Der Normalkrimmungstensor einer in einen Berwaldschen Raum eingebetteten
Hyperfliche hat die Gestalt

(3.9) Izp = Ezp(u)— By(u) I35 (u, ).
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Der Tensor Zj,

Nach ([6] S. 276) ist
l def i i

Der Tensor Zj, ist als ein Vektor des einbettenden Raumes F, senkrecht auf F,_,
und kann deswegen in der Gestalt

(3.] 1) ;ﬁ = Wyp Ni

geschrieben werden.

Der Tensor Ji,
Wegen ([5], S. 298) ist
(3.12) iy & Bl,—Bil% +IiiBY

Der Tensor Jj; ist als Vektor des einbettenden Raumes F, nicht senkrecht auf F,_,
aber er kann in der Form

(3.13) Jig = !jp—B:A;ﬁ = N'Q,,—B!

geschrieben werden, wobei Aj;=I;;—Ii; und Aju*u’=0.

4. Die verallgemeinerte Gaupfsche Gleichung
der Hyperfliichen eines Berwaldschen Raumes

Die kovariante Ableitung eines gemischten Tensors, z.B. eines Tensors T,
nach u’ sei folgendermaBen definiert:

. dt 0T OT}
(4.1) a‘rﬂurg"f)u% PrL 3

Tt —TLIe —Ti I+ T T BE.

Wir wenden diese Differenzierung in einem Berwaldschen Raum auf den Normal-
kriimmungstensor 7, an. Wegen [4] gilt dann

(42) Hﬂ hy— ‘fi;"lﬂ = _Bi Kxcﬂr'l'Khikf B:I;J:‘

i

wobei K,/ ; der affine Kriimmungstensor eines n-dimensionalen Berwaldschen Raumes
ist und K, B der affine Kriimmungstensor von F,_, in bezug auf die induzierte
Geometrie ist, das heiBt

orys r)F
ou " o

r#ﬂg )r‘"x
i o (:)u? g r} S G4+ reg—Ieree.

(4.3) K}, =

Unter Benutzung der verallgemeinerten GauBschen Gleichung (in bezug auf
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die induzierte Geometrie) von in Finslersche Ridume eingebetteten Hyperflichen

erhalten wir gemaB [4]:
Klﬂ";‘s = K.UﬁkBi%%'l_(gx?gﬂe_gngﬁ?)"}'

(Lr, (1}, BX-1,,BHu°.

(4.4)
+2CkﬂB‘£ N"(If’zQ:?_ I;}‘Qaz) u+ gl'_i Bjﬂ?:l

Wenden wir diesen Zusammenhang auf Hyperflichen an, die in einen Berwaldschen
Raum eingebettet sin, dann ist:

4.5) K., = K;ju B +(Q,,95,— 2,.2;,)+2C, Bf, N“(!i,Q,P—!j?Q,C}ﬂ’.
Hieraus folgt wegen (3.8)
K.pe = Kiju BI% +(Q,,92,,—Q,.92,,)+2C,;, By NN (2,,9,,— Q,,Q,)1°.
Mit den Bezelchnungen von (3.1)—(3.6) erhalten wir
K.p,e = Kiju B +(Q,, Qpy— 2, 25,) + My(2,,2,,— Q,,2,)11°.
Andererseits ist aber

Kaﬂ?:ﬁz = KfjkkB;'g;’k&ﬂ:+[Qm}'Qﬁ:_Q&u‘Qﬂ}‘}dx!
und so gilt

(46) Kzﬁ;-; = Kuhk B:lﬂ.u: o (Q:;r Qﬂz O Qu Qﬂ;-) +2 (Kijhk B;{zk,t i Ka:‘,'L)ﬁa‘Mﬂ L]

aber
(Kuhk B‘ju Kcr:l;-g) aﬂ-Mﬂ - 2 ( Kijhk BI Bgﬂ‘ a‘n",':t-‘o) Mﬂ =

(4?) aIVE
=2F. MB (K(ljﬁk Bﬂs &= Kﬂ‘:}'z)'

Wird (4.7) jetzt wieder in (4.6) eingesetzt, so ergibt sich
(48) Kaﬂ]ls = Kijhk B;'rﬂh,kz'F(Qar Qﬂc'—gu Qﬂ}-)+2FCsrl B; N’N;(Kajthi;?tf_Kﬂmyzl

Wenn wir (4.8) mit g*# kontrahieren und dabei die Beziehung g*” Bj= B/ g" beach-
ten, dann erhalten wir

K —— Kltkk (X) B:)a+ giﬂ(Qn Qﬂz'gaegfr)'i'

(4.9)
+2FB}Cly N'N* (Ko B — K,,..).

Aus dem obigen folgt

Satz 12. Die verallgemeinerte Gaufsche Gleichung von Hyperfiichen, die in einen
Berwaldschen Raum eingebettet sind, hat in bezug auf die induzierte Geometrie die
Gestalt (4.8) bzw. (4.9).
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5. Die verallgemeinerte Codazzische Gleichung von Hyperfldchen eines
Berwaldschen Raumes

Auf Grund von ([4] (2.24)) hat die verallgemeinerte Codazzische Gleichung
von Hyperflichen, die in einen Finslerschen Raum eingebettet sind, in bezug auf
die induzierte Geometrie die folgende Gestalt:

51) Qopiy—Lagip = NiKy'i; Bigy+ Cijy N'NV(Qp 15, — Q,, I )it +

{J

ol i

So Bk, By~ 1L, B

Wird dieser Zusammenhang auf Hyperflichen angewendet, die in Berwaldsche
Réiume eingebettet sind, so erhdlt man

+ Nt

(5.2) Qosiy—Luyip = NiKy (B + Ciy NINi(Qup 1L, — Q,, 1L ) it°.
Weiter Umformung von (5.2) ergibt

4 Q!ﬂn]’_ QS}"H’ﬂ' == N‘ Khlkj Bﬂ'{ + M]‘MJT{K\',?.&!}” P Kr’sfrk .B;?:;)*J.
Es gilt also
{53) Qaﬂli}'_gzyllﬂ . “VI‘Kkikj B:,kﬂjf i o FMJ'NJ(KD:;'H o KﬂslrkB;’.&’;)'
Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 13. Die verallgemeinerte Codazzische Gleichung von Hyperflichen, die in
einen Berwaldschen Raum eingebettet sind, hat (in bezug auf die induzierte Geometrie)
die Gestalt (5.3).

6. Die Riemannsche Kritmmung von Hyperflichen eines
Berwaldschen Raumes

Auf Grund von [4] haben wir fiir die Riemannsche Kriimmung eines n-dimen-
sionalen Berwaldschen Raumes im Punkte P(x*) in bezug auf die Ebenenstellung
x*, X* die Beziehung

(6.1) K(x, %, X) = % )3 SXX7

(8in8ix—&ij e EOXIX*

Die zum Punkt P(«*) gehorige Riemannsche Kriimmung eciner in einen Ber-
waldschen Raum eingebetteten Hyperfliche F,_, in bezug auf die Ebenenstellung
*, U* hat die Gestalt:

Kopye(u, ) u*a? UPU*
(gaygﬁz_gzﬂg‘;:)ﬁwﬁyusvz .

(6.2) K(u,u,U) =

Wir vergleichen nun die Riemannschen Kriimmungen K(u, i, U) und K(x, X, X).
Hierbei ist K(u, t1, U) die Riemannsche Kriimmung in bezug auf die Hyperflichen-
metrik und K(x, X, X) die Riemannsche Kriimmung in bezug auf die rdumliche
Metrik des Berwaldschen Raumes der in diesen eingebetteten Hyperfliche F,_, in
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bezug auf den Punkt P(u*)=P(x*), wobei die Stellung der Tangentialebene in
beiden Fallen ein- und dieselbe sein soll.

Wir wihlen 4* und U* so, daB g,zu*i’=1 und g,,U*UP=1 gelten.

Es bezeichne R(u, u) die Normalkriimmung von F,_, in der Richtung #* und
R,(u, i) die Normalkriimmung von F,_; in der Richtung U?* wobei

s F*(u, 4)
(63) R, %) =5 G oFd
(6.4) Botee i e G (u, )0 P

Q,y(u, ))U*UP
Nach [4] haben wir fiir Hyperflichen, die in Finslersche Rdume eingebettet sind

6.5 K(u, i,U) = K(x, X, X)+
. +[1 - (g, u*U?)*]"1-{R"!- Rfl—(thtiﬂU‘)E—ginijC,f,;,i’N'R"l}.

Aus (6.5) folgt wegen C},,=0

Satz 14. Bei ciner in einen Berwaldschen Raum eingebetteten Hyperfliche gilt
im Falle des Tangentialebenenstandes fiir die Riemannschen Kriimmungen K (u, i, U)
in bezug auf die Hyperflichenmetrik im Punkt P(u*)=P(x*) der Hyperfliche
und K(x, x, X) in bezug auf die Rdumliche Metrik des Berwaldschen Raumes der
Zusammenhang :

(6.6) K(u,ii,U) = K(x, %, X)+[1 = (g, 4*U")}] " - [R'+ R{* —(Qp, 0 U,

7. Ein weitere Charakterisierung der Hyperflichen eines
Berwaldschen Raumes

In einem Berwaldschen Raume verschwindet der Cartansche 2. Kriimmungs-
tensor Pjy,. Im folgenden untersuchen wir die Gestalt des 2. Kriimmungstensors

a g dr*: x E =5 2
(7.1) Pﬁ yé = F'm%f“*‘cﬂ: Spuel*— Agsyy
einer in einen Berwaldschen Raum eingebetteten Hyperfliche.

Im Falle von Hyperflichen, die in einen Finslerschen Raum eingebettet sind,
gilt nach ([7] (3.2))

(7 2) P’a?ﬁ = C:ri Agrlraf“ p o ggi (wﬂk sz i wﬂ:Q‘ir) g B Bg‘ﬁ“} Bf (PJ'I.”-' 30 C}F’ﬁiim 2

. : DA’ . i
—BIB? [A;-ji I;,+ B %;{-* IE'T[}‘] —2w,, M| B{ I}, 0

wobei wegen (3.11) w,,=N,Zj, gilt.
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Da der einbettende Raum ein Berwaldscher Raum ist, haben wir A ,=0
und P;;,=0 und so gilt auf einer in den Berwaldschen Raum eingebetteten Hyper-
fliche

(7.3) Py = CisApyett*+ 87 (Wpy Quy — 05, 2;,) —
—BiB? [A LI}, + BS 3; vl ﬁ‘] —2w,, M{B? I}, 0

Hieraus folgt

Satz 15. Der Kriimmungstensor P, einer in einen Berwaldschen Raum ein-
gebetteten Hyperfliche hat die Gestalt (7.3).

SchlieBlich wollen wir noch eine Untersuchung anderer Art durchfithren. Wir
wollen die innere 1. kovariante Ableitung des Torsionstensors A,;, bestimmen.

Wir suchen einen Zusammenhang zwischen der 1. kovarianten Ableitung des
Torsionstensors A;; des Berwaldschen Raumes und der inneren 1. kovarianten
Ableitung der eingebetteten Hyperfliche; dieser Zusammenhang triagt zur Klirung
der Frage bei, wan eine in einen Berwaldschen Raum eingebettete Hyperfliche
selbst ein Berwaldscher Raum ist.

Wegen (1.8) ist

Aspy = Aij Bsj;-

Wir bilden die inneren 1. kovarianten Ableitungen beider Seiten nach u?:
(7.4) Asgyis = Aijuis Billy + Aiju (B 5.
(7.4) wird nun gliedweise weiter untersucht:
Aij(Bi¥)s = A;jx(Bls B+ B} s B+ BX; Bjj)=
= A;p(Jis B + T} B+ J% Bi),

da wegen ([5] (2.40)) auch Jj,=Bi, gilt.
Jetzt wird A;;; weiter auf Grund von ([5] (2.46)) umgeformt

a rjﬁ.
al

(7.5) und (7.6) setzen wir jetzt wieder in (7.4) ein; unter Beachtung, daB in Ber-
waldschen Rdumen gilt, erhalten wir

(7.5)

(7.6) Afjk 6 - Affk|hBJ+ Jsd ‘

A, .
1.7 Augris = ,,,% X JL00 + Ay (Jiy Bi + T4y B + J% Biy)

(3.13) in (7.7) eingesetzt ergibt
A:ﬂ?!'-" tz)Alrjk BI ‘}I u+

(7.8) g
+ A (N'Q,5 BYf, + NV Qs BY, + N*Q 5 BY) — A, (Bi Ay + B A5+ BE A%y).
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Nach ([5] (2.21)) ist aber

A%t = NM§  wobei  N(u, i) = Q2,507 i,
und so ergibt sich
(1.9) iy

- dA ‘ fk
ox!

Jsut = == (N'Qut— BLNMY).

Wegen (3.1) haben wir : "
(7.10) AiyN* = F-CyN* = F-M,;.

Wir setzen (7.9) und (7.10) jetzt wieder in (7.8) ein und erhalten

(7.11) Augys = Fo(Mp, Q5+ M, Qp5+M,p Q.5)—
, A
A (BiAL;+ B A ,,+B*A‘,)+ 0 ”" B (N'Q,5ut— B, M N).

Aus dem Vorangehenden folgt

Satz 16. Eine in einen Berwaldschen Raum eingebettete Hyperfiiiche ist dann
und nur dann ein Berwaldscher Raum, wenn entweder (7.7) oder (7.11) ver-
schwinden.
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