Untergruppen und Faktoren torsionsfreier
abelscher Gruppen des Ranges 2

Von O. MUTZBAUER (Wiirzburg)

1. Einleitung

Diese Arbeit gibt einen Uberblick iiber die Untergruppen und Faktoren tor-
sionsfreier abelscher Gruppen des Ranges 2, beschrieben durch Charakteristiken
[3]. Einige der hier bewiesenen Sitze sind von Beaumont und Pierce [1] auf an-
derem Wege gezeigt worden. Wenn hier zum Teil neue Beweise bekannter Sitze
angegeben werden, so deshalb, um zu demonstrieren, daB} die in [3] angegebenen
Invarianten eine ,,geschlossene* Theorie fiir torsionsfreie abelsche Gruppen des
Ranges 2 ermdglichen.

N, Z und P bezeichnen die Mengen der natiirlichen, der ganzen und der Prim-
zahlen. Alle anderen Notationen werden aus Fuchs [2] iibernommen, sofern keine
eigenen Definitionen gegeben werden.

2. Charakteristiken

Eine Charakteristik ist nach [3, (7)] eine Folge
(1) M = {M,|pEP}
von 2% 2-Matrizen M, der folgenden Gestalt:

] [P e p ", ]
mit n,€K; und T, ut e —el)s

fir m,=n, git =n,Qj,

fir m,>n, git =n,€K;\Q, oder =,=0.

K}, und Q, bezeichnen den Korper der p-adischen Zahlen bzw. den Ring der p-
adischen ganzen Zahlen. Fir k€N und p<Kj sei

S By fir peQ;

(3) p® = [(B~H®]-1 fir B4Q) und (B~ H® =0

0 sonst,
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mit der p-adischen Standardentwicklung

) B = J}f B;p' (0=p,<p, I€Z).

Mit M wird die Menge aller Charakteristiken benannt. Fiir o, f€Q;, 0</=-<
und zwei unabhingigen Elementen u, v des rationalen Vektorraumes Q® der Dimen-
sion 2 1aBt sich eine (evtl. unendliche) Folge von Elementen aus Q® angeben:

(5) p"(zu+ﬂv) = {p—(k+l)(a(k+llu+ﬁ(k+1)v)eQ250 =k < ]}

Jede torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges 2 1dBt sich in Q? einbetten. Nun
kann man nach [3, Lemma 1] einer Charakteristik M9 bis auf Isomorphie genau
eine Gruppe G={(u,v/M)~M zuordnen, niamlich das Gruppenerzeugnis der
folgenden Elemente aus Q*:

(6) G = (u, v, p~"ru, p~"»(v+m,u), g " (u+n;1v), g "0|p, g€P, 1,€Q}, 7, § Q).

Hilt man die Basis u, v von G fest, so ist die Zuordnung G—M umkehrbar ein-
deutig. Das Isomorphieproblem reduziert sich somit auf die Untersuchungen der
Basistransformationen in G. Nach [3, Lemma 2] gilt fiir G={u, v/M) mit McI
und a, b€Q: au+bveG genau dann, wenn
(i) a, be(p~"™», p~"»| peP)

und wenn fiir alle Primzahlen pcP gilt:
(7 (i) p"»(br,—a)cQ, fir m,=n, und m, <e=,

p'r(an,'—b)cQ, fir m,=n, und w,=0,

p'rbeQ;, fir m,=>n, und =n,=0.

Eine rationale 2 X2-Matrix 4= [g :1] beschreibt genau dann eine Basistransforma-
tion bzgl. M (d.h. u* := au+bv, v* = cu+dveG = (u, v|M)), wenn gilt:

o { (i) ad—bc#0

®) (ii) fiir @, b und fiir ¢, d gilt jeweils die Formel (7).

Zwei Charakteristiken M, M"€9@ beschreiben nach [3, Satz 1] genau dann
isomorphe Gruppen, wenn es ecine Basistransformation 4 bzgl. M gibt, so dal
M’'=M4 ist, wobei die Transformation der Charakteristik M durch A4 wie folgt
vorzunehmen ist:

Sei A“:[g ;] Die Indizierung mit p wird weggelassen. M—M“ mittels
) M, = (po_ 3 ‘;,-_",,“] - M [P ;"A ;:fd]
fir alle Primzahlen peP. Genauer wird vereinbart:
Seien k, x, y, z€Z, k=0, minimal bzgl. p*a, p*b, p*c, p’dcQ}
(10) | p*(a+ cn), p*(d+ br), p***~*(ad — bc) € Q}, fiir m=n,
pia+cen™), p*(b+dn™Y), p**~*(ad — bc)€Qj fiir m=>n (n =0=n"1:=0).
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Seien
{ max(m+x,0) fir m=n
" Ilmax(n+y,0) fir m> n,
(11) . max(n+z,0) fir m=n

nh = =
max(m+z,0) fir m= n,

k" := min (k, min (m’, n’)).

Einige Fille werden zusammengefalt:

m=nm=n’ und  [p*(d+bm)]™ -m +¥) =,

m>=nm=n,n%20 und [p*(b+drn 2)|»-"+¥) =,
(%) m=n,m =n’ und (PPd)™-**¥) =,

m=nm=>n’ und (p*b)™ -"+K) =,

m>nm=n,n=0 und (@E*H» "+ =0,
Es wird definiert:

[(c+anm)(d+bm)~1)I"-m1+K) fior m=n,m" =n" oder

m=nm =n",m#0 ohne (%)
a (In"=m'|+Kk")
[—] fir m=n,m =>n" oder
A. b RPN
(12) = -={ m=nm =n,n=0 ohne (%)
(n' —m’'|+ k") .
[‘—j] fir m=n,m" =n" ohne (%)
0 sonst:
und weiter
{max (m’, n’), fir n1¢Qj, oder fir (*)
" "= Imin(m’,n’)—k’ fir 71€Q} und nicht (%),
K9) g !min(m’, n)—k" fir n4¢Q, oder fiir (%)
"= max (m, ) fir n*€Q) und nicht (*).
Damit ist die Operation M~—M“ vollstindig beschrieben.
Es sei

P*(M) := {peP|m,> n, und 7, = 0}.

3. Untergruppen

Zwei Charakteristiken M und M’ heien dquivalent, M~M’, wenn es eine
Basistransformation 4€GL(2, Q) bzgl. M gibt mit M4=M’". Nach [3, Satz 1] sind
M und M’ genau dann #quivalent, wenn sie isomorphe Gruppen beschreiben, es
handelt sich also um eine Aquivalenzrelation in der Menge i aller Charakteristiken.
Eine Aquivalenzklasse in 9 heiBt ein Typ t. Die Gruppe G heiBt vom Typ
t=t(G)=t(M), wenn es eine Charakteristik Mct gibt mit M~G. Dieser Typ ist

A e
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eine echte Invariante fiir Gruppen des Ranges 2, denn es gilt:

Wie auch fiir Gruppen des Ranges 1 definiert man fiir Charakteristiken aus W
(2-Charakteristiken im Unterschied zu 1-Charakteristiken der Gruppen des Ranges 1)
eine Ordnung. Dazu wird eine Bezeichnung fiir p-adische Zahlen n€K) bendtigt:

O0,(n) := x€Z mit x minimal bzgl. p~*n€Q,, d.h.
O,(m)=0 fir 0#n€Q, 0,0):=< und 0O,(n7') =—0,(n).

Definition. Seien M, M"¢M, k:=min (m,,n,) und /,:=max (m,, n,). M ist
in M’ enthalten, M=M’, wenn
(i) fur alle Primzahlen p€P gilt: m,=m, und n,=n,,

(14)

n,=mn, fir l,—k, =0 (o—o:=0)

oder
) O,(n,—n}) fir =, n,6Q}
@, |eeon me s meRNG
S el 1% fir peP"(M)\P* (M)
—0,(n,) fir pecP*(M)O\P*(M).

Die Bedeutung dieser Ordnung fiir 2-Charakteristiken klart der folgende
Sachverhalt.

Lemma 1. Seien M, M€, G:=(u,v]M) und G":=(u, v|]M”"). G ist genau dann
Untergruppe von G’, wenn M=M" ist.

Beweis. Es geniigt die lokalen p-Strukturen einzeln zu betrachten. Der Fall
m,=n, und m,<n, wird exemplarisch behandelt und die Indizierung mit p wird
weggelassen. Es ist zu zeigen, dall die Elemente p~™u und p~"(v+nu) modulo
(u, v) genau dann ganzzahlige Linearkombinationen von p~™wu und p~" (v+n"u)
sind, wenn M=M" gilt. Es folgt sofort m=m’ und n=n". Setzt man mit ganzen
Zahlen x, y:

p"(v+mnu) = xp~™u+yp~" (v+n'u) (mod (u,v))

so impliziert n=o< sofort m=n". Fiir m"=< koOnnen =, n’ beliebig sein. Sei
also m’, n<-<o, so gilt

pMe+nu) = xp~ " u+p"(v+n"(n—m’u)
und damit
™ *(z—-n")eQ;.

Somit ist Lemma 1 bewiesen.

Lemma 1 zeigt auch, daB die Relation ,,=" fiir 2-Charakteristiken transitiv und
antisymmetrisch ist, also tatsichlich eine Ordnungsrelation.

Eine I1-Charakteristik y (fiir torsionsfreie abelsche Gruppen des Ranges 1,
sieche FucHs [2]) hat die Form:

¢ {kaPEP]

mit 0=k,€Z oder k,=-. Wie fiir 2-Charakteristiken it sich eine Gruppe
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des Ranges 1 schreiben als:
(15) G = (u, p~*ru|peP) = {u|y)
oder wenn die Basis der Gruppe G nicht ndher bezeichnet werden soll, als G~ 7.
Fiir 1-Charakteristiken yz, " 1Bt sich wie in FucHs [2] eine Ordnung ,,=* defi-
nieren, so daB gilt:

ulp=x)=r=x.
Nun wird auch zwischen einer 1-Charakteristik und einer 2-Charakteristik eine
Relation .,="** eingefiihrt.

Definition: Seien z=(k,|pcP) und MecIM eine I-bzw. 2-Charakteristik. y
ist in M enthalten, <M, wenn fiir alle Primzahlen pcP gilt:
m fir n,€Q]
(16) kpé{ i b
n,~0@,) Mr =R NQ;-
Mit dieser Bezeichnung gilt:

Lemma 2. Seien y und M 1-bzw. 2-Charakteristiken, G=(uly), H=(u, v|M).
G ist genau dann Untergruppe von H, wenn y<=M ist.

Bewels. Ganz dhnlich, wie im Beweis von Lemma 1, zeigt man, daB p~*u
modulo (u, v) genau dann eine ganzzahlige Linearkombination von p~™u und
p~"(v+mu) ist (Indizierung mit p ist weggelassen), wenn y<=M gilt. Fir m=n
(d.h. n€Q}) folgt sofort k=m, fir m=>n und n=0 gilt k=m. Ist m=>n und
€K, \Q;, so gilt:

pru=xp™(u+n"v)+yp"v (mod {u,v))
mit x, y€Z genau dann, wenn k=n+0,(n"'), und Lemma 2 ist bewiesen.
Korallar 1. Seinen 7z und M 1-bzw. 2-Charakteristiken, G="{uly), H={u, v'M).
G ist genau dann reine Untergruppe (pure subgroup) von H, wenn gili:
{mp fur m,eQ,
P n,—0,(n,) fir =n,eK\Qj}.
Beweis. Fiir die reine Untergruppe G ist k, aus Formel (16) fiir jede Primzahl
maximal zu wihlen. Man erhilt (17) und Korollar 1 ist bewiesen.
Ahnlich wie fiir 1-Typen von Gruppen des Ranges 1 (FucHs [2, §85]) heille
t =t(G) := (MeM|M ~ G} =t(M)

2-Typ der torsionsfreien abelschen Gruppe G~M. Ein 2-Typ ist die Aquivalenz-
klasse von 2-Charakteristiken, die isomorphe Gruppen beschreiben, d.h. nach
[3, Satz 1] gibt es fiir M, M’€t eine Basistransformation 4 bzgl. M, so daB M*=M"
ist. Natiirlich gilt mit diesen Bezeichnungen fiir Gruppen G, H der Ringe | oder 2:

G = H o t(G) =t(H).

T sei die Menge aller Typen der Gruppen des Ranges | und 2. Seien t, t'c 3,
dann heifle t in t” enthalten, t=t’, wenn es Charakteristiken 7€t und r’€t’ gibt,

(17)

?'
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so daB gilt: r=¢". Fiir 1-Typen (Klassen von 1-Charakteristiken) ist dieser Sach-
verhalt wohlbekannt (siche FucHs [2, § 85]): ist t'=t(M) ein 2-Typ (Klasse von
2-Charakteristiken), so gilt t(z)=t(M) genau dann, wenn es fiir die Charakteristik
t<t eine Basistransformation A4 bzgl. M€t (M) gibt, so daB mit den oben gegebenen
Definitionen 7=M" ist. Die Bestimmung einer Beziehung der Form t=t" fiihrt
damit auf dhnliche rechnerische bzw. prinzipielle Probleme wie sie schon bei der
Klassifizierung torsionsfreier abelscher Gruppen des Ranges 2 in [3] aufgetreten
sind. Der Sinn der obigen Vereinbarungen kommt in dem nun folgenden Satz zum
Ausdruck.

Satz 1. Seien G und H torsionsfreie abelsche Gruppen der Ringe 1 oder 2, so
ist G genau dann isomorph zu einer Untergruppe von H, wenn t(G)=t(H) ist.

Bewels. Haben G und H den Rang 1, so ist der Satz wohlbekannt (siehe FUuCHS
[2, § 85, Exercise 8]). Sei also H={u, v/M’) vom Rang2 mit M’¢9. G kann den
Rang 1 oder 2 haben. Sei G zuerst vom Rang 2, G={(x, y]M) mit McI. Ist G=H,
so ist x, ¥ auch eine Basis von A und mit

ac
x=au+bv, y=cu+dv, A:= [b of

(a, b, ¢, d rational) beschreibt also A eine Basistransformation bzgl. M’, und es gilt:
(x, y|M) = {u, v|M") = (x, y|M"4).
Nach Lemma 1 folgt M=M'1 und damit gilt:

t(G) = t(M) = t(M’4) = t(M’) = t(H).

Setzt man t(G)=t(H) voraus, so gibt es M€t(G) und M’€t(H) mit M<=M’" und
nach Lemma 1 ist
G = (u,v|M) = (u,v|M’) = H.

Hat G den Rang 1 so fiithrt man mittels Lemma 2 den Beweis des Satzes 1 analog.

Einen wesentlichen Gesichtspunkt stellt hier die Tatsache dar, daB im Gegensatz
zu 1-Typen, die Relation ,,=* fiir 2-Typen keine Ordnungsrelation ist, denn aus
t=t" und t'=t folgt nicht t=t" (keine Antisymmetrie); diese Situation liegt
beispielsweise fiir quasiisomorphe Gruppen vor, die nicht isomorph sein miissen,
da der Rang groBler als 1 ist (siche Fuchs [2, § 92]). Eine weitere Vereinbarung sei
fir n¢K}:

@, (n) := max (@,(n), 0)

¢, (n) := min (0,(n), 0).

Damit gilt:
0,0 =0,(0) =<, 0,;,(00=0 und
0, (n) = 0,(x), O;(n)=0 fir =n€Q,
0y (n) = O,y(n), 0, (n) =Q fur ncK)\Q;.

Einen Uberblick iiber die Typenmenge und damit iiber simtliche (reinen) Unter-
gruppen des Ranges 1 einer torsionsfreien abelschen Gruppe des Ranges 2 vermittelt
das folgende Lemma.
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Lemma 3. Seien MM, G=(u, v|M), und sei 0=w=xu+yveG mit x, y€Q.
Dann gilt fiir den Typ t°(w)={k,| peP} von w in G entweder, sofern y=0:

(179) k, =min(m,,n,)—0; (n,)
oder, sofern y#0:

(18) k, = min(m,,n,)+h,(x, y)
mit

h,(x, y) := min (0, (yr,—x), |m,—n,|).

Beweis. Fiir y=0 ist w=xw, also von v abhingig, und die Typen von w und
u sind nach Fucas [2, § 85 (A)] gleich. Nach Korollar 1, Formel (17), 1iBt sich
der Typ von u in G aus M bestimmen.

Sei also y#0. Wendet man auf G=(u,v/M) die Basistransformation

A= ['; (]}] an, so gilt mit u*:=xu+yv und v*=u nach [3, Lemma 3]:
G =% 0% |,

wobei u4=w und der Typ von w 1Bt sich nach Korollar 1 bestimmen, sofern man
M“ kennt. In die Formeln (10), (11), (12) und (%) ist einzusetzen:

PRE S T, W, SO T T g
v B 4

Einige Details der Formeln (#) und (12) verindern den Typ von u* nicht
(Indizierung mit p ist teilweise weggelassen): m=n mit m’'=n’, sowie m=n
mit m’=n" ist nur fiir m, n, m*, n*<e< und nur fiir endlich viele Primzahlen
moglich (siehe (10) und (11)). Die Festlegung des Typs von u* nach Formel (17)
geschieht also ohne diese Primzahlen. Weiter gilt nach (10), (11) und (13) fiir fast
alle Primzahlen entweder mj=m, und nj=n, oder umgekehrt mj=n, und
ny=m,. Von den endlich vielen Primzahlen, fiir die das eben Gesagte nicht gilt,
sind nur diejenigen von Bedeutung fiir den gesuchten Typ, fiir die |m,—n, ==
ist und damit auch |mj—nj|=<, so daB man bis auf endlich viele Ausnahmen
p. fiir die noch m,, n,<e ist, die also den Typ von u# nicht beeinflussen, (12)
wegen (13) schreiben kann wie folgt:

(lmp—mnpl)
[ o l_x) fir p4¢P*(M) und
(129 R = . v — Ay mp=npl)

p (ym,—x)ime=nel) £ ()

0 sonst.

Dabei ist fiir den ersten Fall mj<n;, wenn np€Qj, und mi=nj;, wenn ;¢ Q.
Fiir den zweiten Fall, nj=0, ist mA=n{, wenn (yn,—x)'"»=""0, und my =
>n4, wenn (ym,—x){mr="e)=0,
Also ist nach Formel (17) fiir p¢ P*(M) und (yn,—x)"™r="" 320 zur Bestim-
mung des Typs von w=xu-+yv zu berechnen:
mjp fir n5€Q),
ns—0,(n4) fir =4¢Qj;.

Fiir alle anderen Primzahlen mul m;,' bestimmt werden.
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Fir p¢ P*(M) und (ym,—x)"»="<0 folgt p¢P*(M*) und
(19) k, = min(m,, n,))—=0;[(yn,—x)"].

Fiir die Fille, in denen nf=0 ist muB man zwischen (ym,—x)m»-")=0 oder
#0 wunterscheiden. Im ersten Fall ist p€ P*(M4) und

(20) k, = m# = max (m,, n,) = min (m,, n,)+|m,—n,| = min (m,, n,)+h,;

im zweiten Fall ist p4 P*(M#) und es gilt Formel (19). Aus (19) und (20) folgt (18).
Damit ist Lemma 3 bewiesen.
Zusammenfassend 146t sich formulieren:

Satz 2. [1; 7.4). G werde durch die 2-Charakteristik M beschrieben. G hat eine
reine Untergruppe mit 1-Charakteristik y={k,|p¢P} genau dann, wenn entweder

k, =min(m,,n,)—0, (n,)
oder es gibt eine rationale Zahl reQ mit:

(21) k,(r) = min (m,, n,)+1,(r)
wobei
1,(r) :== min (O, (x,—r), |m,—n,|).

BewEis. Reine Untergruppen von G sind die reinen Hiillen der Elemente 0=w=
=xu+yveG. Formel (17°) von Lemma 3 iibertrigt sich unverdndert als Typ der
reinen Hiille (u)¢ von # in G, wenn G={(u,v|M) ist. Zu jeder rationalen Zahl

rzgeQ mit x, y€Z gibt es ein w=xu+yv€G. Umgekehrt gibt es auch zu jedem

Element w’€ G ein solches w=xu+yv, so dall w und w” abhingig sind, also gleichen
Typ haben. Da y#0 und damit Einheit in fast allen Qj ist, unterscheiden sich
1, und h, aus Lemma 3 nur an endlich vielen Stellen, und auch hier ist #,—/, endlich,
d. h. (21) beschreibt denselben Typ wie (18) und Satz 2 ist bewiesen.

Satz 2 beschreibt die Typenmenge

T(M) = I(G) := {t°(x)| x€G)

der Gruppe G~M. Da sich jede Untergruppe U des Ranges 1 von G in eine reine
Untergruppe V' des Ranges 1 einbetten 1dBt, d. h. t(U)=t(V) nach Fuchs [2, § 85
Exercise 8], gibt Satz 2 einen vollstindigen Uberblick iiber alle Untergruppen des
Ranges 1 von G, wenn die 2-Charakteristik M von G bekannt ist.

Im weiteren sollen parallel zu BEAUMONT—PIERCE [1] einige Ergebnisse iiber
die Typenmenge I(G) zusammengetragen werden.

Lemma 4. [1; 7.6] In einer torsionsfreien abelschen Gruppe G des Ranges 2,
beschrieben durch die Charakteristik MM, gilt fiir zwei unabhdingige Elemente
u, veG:

t9(u) Nt9(v) = ' := {min(m,, n,)|, P}

BewEis. Fiir unabhingige w=xu+yv und w'=x"u+y’v kann man annechmen
y#0. Ist y'=0, so werden die Typen von w und w” durch (18) bzw. (17") aus Lemma
3 angegeben deren Schnitt t}! ergibt, da fiir @, (n,) #0 fast immer gilt: 0, (yn,—x)=
=0 wegen n,€K;\Q}. Hat man y>0 und y"#0, so sind w und w" genau dann
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unabhingig, wenn }—??z:—, ist. Der Schnitt von {k, [%J|pEP} mit {kp[\' ]

4 P}
)| P€

ergibt wieder t)!. Damit ist Lemma 4 bewiesen.

Satz 3. [1; 7.7) G sei eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges 2 mit der
Charakteristik MeIR.

(i) Seien t,t'€IT(G). Fir t=t gilt tNt'=t)

(ii) Seien 0=u, v€G. Dann sind u und v abhingig, wenn t(u)=t(v)=t)' gilt.

(iii) Ist T(G) endlich, so ist 1€ T(G).

Bewes. (i) folgt aus Satz 2. Fiir (ii) sei t(u)=t(v)#t}!. Nimmt¢ man an, daB
u und v unabhingig sind, so gilt nach Lemma 4: t(u)Nt(r)=t}', also t(u)=t(v)=
=t). Dieser Widerspruch zeigt, daB » und v unabhingig sind. Zum Beweis von

(iii) stellt man fest, daB nach Lemma 3, fiir eine Gruppe G mit endlicher Typen-
menge T(G), die Existenz unabhingiger Elemente mit gleichem Typ folgt: denn

verschiedenen Quotienten }l entsprechen unabhdngige Elemente. Nach (ii) ist
dann t(u)=t(r)=t}'<¢T(G) und Satz 3 ist bewiesen.

4, Faktoren

Ist H Untergruppe von G, dann laft sich der Faktor G/H natiirlich nur dann
ermitteln, wenn die Einbettung von H in G explizit gegeben ist.

Lemma 5. Seien H:=(u,v|M)=G={(u, v|M’) torsionsfreie abelsche Gruppen
des Ranges 2 mit M, M’¢I, d. h. M=M'. Dann ist

G/H = ) [Z(p™e~"r)+Z(p"» "))

Beweis. Exemplarisch wird der Fall m,=n,, m;=n; behandelt. Die p-Hohe
von p~™»u+H in G/H ist m,—m,, die p-Hohe von p~"r(v+4m,u)+ H ist auf
Grund der Definition von M =M’ n,—n,. Andere Elemente deren Ordnung eine
Potenz von p wiiren gibt es nicht und Lemma 5 ist bewiesen.

Mit Hilfe von Basistransformationen lassen sich stets die speziellen Einbettungen
in Lemma 5 und auch in den folgenden Lemma 6 und Satz 5 erreichen.

Lemma 6. Seien y und M 1-bzw. 2-Charakteristiken, H:=(u)$ ={uly) die reine
Hiille von u in G={u,v|M), dann hat der Faktor G/H den Typ:

t(G/H) = {h,| pcP}
mit
h, = max (m,, n,)+0, (n,).

Bewess. Bis auf den Fall m,=n, und n,€K;\Qj ist alles klar. Es gilt (In-
dizierung mit p wird weggelassen) modulo H nach Korollar 1:

p'“*’“")p“m(u +n“‘v] = p‘“”(u -HT_ll?) = p—((n‘l‘lx-lp,

und m+@(m) ist genau die p-Hohe von v+ H in G/H. Damit ist Lemma 6 bewiesen.
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Satz 4. Sei G eine torsionsfreie abelsche Gruppe des Ranges 2 mit der Charak-
teristik MEIR. Sei ¥ der 1-Typ, der die 1-Charakteristik y':={m,+n, pcP}
enthdlt. Dann gilt fiir eine reine Untergruppe U von G des Ranges 1:

t(U)-t(G/U) = &),

Bewers. Es geniigt U:=(u),=G=(u, v|M) zu setzen, dann beweisen Korollar
1, siehe (17), und Lemma 6 den Satz 4, wenn man verwendet, daBl G/U torsionsfrei
vom Range 1 ist, Fuchs [2; § 16 Exercise 3 (d) und 26.1. (iii)].

Die 1-Typen t}!' und t}* sind Invarianten der Gruppe G~M. Fiir t)! folgt das
aus Lemma 4 fiir tM entweder aus Satz 4 oder man entnimmt den Formeln (10)—
(13) und ( #) direkt:

m,+n, = my+ny fir fast alle Primzahlen
und
Im,+n,—mj—n#| <<= fiir die endlich vielen Ausnahmen.

Satz 5. Seien y=1{h,|pEP} und M 1-bzw. 2-Charakteristiken. Seien
U := (u| (G := (u, ) M),
d h. y<M. Dann gilt fir die Torsionsuntergruppe von G|U:
T(G/U) = @ Z(p*»~"r)
peP

mit
k, = min(m,, n))—0, (n,) und {k,|pEP}ct".

(G/U)/T(G/U) hat den Typ t1: t*
T(G/U) ist stets direkter Summand von G|U.

BewEs. Die reine Hiille von U ist H:=(u)¢ und nach Korollar 1 vom Typ
{k, pcP}et”. Die Torsionsuntergruppe von G/U ist H/U, da G/H=(G/U)/(H/U)
torsionsfrei auf Grund der Reinheit von H ist. H/U ldBt sich nach Fuchs [2, § 85]
berechnen, wie im Satz angegeben, da, wegen U= H, fiir alle Primzahlen p h,=k,
gilt. Der Faktor (G/U)/T(G/U) = G/H hat nach Satz4 den Typ tM:t* (Bezeichnungen
siche FucHs [2, § 85]). Die Gruppe G/U zerfillt nach [2, 52.2].
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