Verallgemeinerung eines Satzes von Kertész

Von GERD RICHTER (Halle)

Dem Andenken an Herrn Professor Andor Kertész gewidmet

Ein Satz von A. KERTESZ [6] besagt, daB eine Untermenge C einer priméren
abelschen Gruppe G genau dann eine Basis von G ist, wenn C eine maxima le
unabhingige Untermenge von G ist und die Unabhingigkeit von C stets verletzt
wird, wenn ein Element von C gegen ein Element von G mit gréBerer Ordnung
ausgetauscht wird.

In der vorliegenden Arbeit wird ein Analogon zu diesem Satz fiir eine Klasse
algebraischer modularer Verbinde, die die Klasse der Untergruppenverbinde der
verallgemeinerten priméren abelschen Gruppen (siehe [9]), also nicht nur der
priméren abelschen Gruppen, echt umfaBt und fiir die es ein Analogon zum Kri-
terium von L. J. KuLikov [8] (siehe auch [2] und [4]) nicht gibt, bewiesen.

AuBlerdem werden fiir eine Klasse von Verbidnden, die die Klasse der Unter-
gruppenverbidnde der primiren abelschen Gruppen umfaBt, und fiir eine Klasse,
die die Klasse der Untergruppenverbinde der torsionsfreien verallgemeinerten
primdren abelschen Gruppen umfaBt, Modifikationen dieses Analogons bewiesen.

Es handelt sich im wesentlichen um zum Teil vereinfachte Beweise von
Ergebnissen aus der Dissertation [10] des Verfassers. Einige der dabei benutzten
Sétze aus [10] werden in einer in Vorbereitung befindlichen Mitteilung enthalten sein.
Die Begriffsbildungen und Bezeichnungsweisen aus der Arbeit von R. FRITZSCHE [3]
sollen ohne besondere Bezugnahme iibernommen werden.

1. L sei ein algebraischer modularer Verband, K sei die Menge der kompakten
Elemente und Z=Z(L) die Menge der Zyklen von L.

Nach A. KertEsz [7] heiBe ein Element b€ L genau dann ein Servanzelement
in L, wenn zu jedem ¢€K ein Element déL mit bUc=bUd existiert.

Eine Untermenge P von Z heie genau dann eine zyklische Basis von L, wenn
1=U(z|zeP) gilt.

Eine Untermenge P von X = Z~ {0} heiBe genau dann S-unabhingig, wenn
U(z|z€ P) existiert und ein Servanzelement in L ist, und maximal S-unabhiingig
in der Untermenge R von X, wenn PS RS X gilt und fiir jedes Element x€ R\ P
die Menge PU {x} nicht S-unabhiingig ist.

In [7] wird der folgende Satz bewiesen:

(1) Eine Untermenge B von K ist genau dann eine Basis von L, wenn B maximal
unabhdingig in K und J(c|c€ B) ein Servanzelement in L ist.
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Nach T. J. HEAD [5] gilt die folgende Aussage (siehe auch [10]):

(2) Ist a=b (a,beL), a Servanzelement in L und b Servanzelement im Intervall
1/a. dann ist b auch Servanzelement in L.

Im folgenden sei L ein zyklisch erzeugter modularer Verband mit der Eigen-
schaft (A) (siehe auch [3]):
(A) Fiir alle Elemente z€Z und alle Elemente b, ce L folgt aus

Z(") = b(n) UC, _.__.(u—l) $ b(n-lluc
die Existenz eines Elements x€Z mit
x=bUz, x®M=¢ x"Vgp*VUe

In [10] wird bewiesen, daBl jeder zyklisch erzeugte modulare Verband mit (A)
die folgenden Eigenschaften besitzt (siehe auch [3]):

(3) yeZ(bla)<y=alUz, z€Z;
(4) y=alUzeZ(bla), z€Z=y{"=aUz" fiir jede natiirliche Zahl n;
z=(z,|2,€Z,veEN), z=£UJ(z,]véEN), zeZ
=2U(z,|veN) =zUU(z,|ve N\{r})), reN;
(6) 2€Z, z=J(b|beB, BSL)= 2 =|J(b’|b€ B);

(7) a=U(blbeB, BS L)=a"™ = U(b'™|be B) fiir jede natiirliche Zahl n;

(8) z€Z, a€L, z=a"=z=x" mit x€Z(a/0) fir jede natiirliche Zahl n;

(9) a, beL, a=b=>b/a besitzt die Eigenschaft (A);

(10) a, b, c€L, a=b=c, b Servanzelement in c/a< H,(z)=H_(z) fiir alle z€ Z(c/a);
(11) BE X=B enthilt eine maximale S-unabhiingige Untermenge;

(5)

Wenn P={z,|z,€X, vé N, N geeignete Indexmenge} eine maximale unabhin-
gige Untermenge von X ist, so werde im folgenden fiir jeden Index ré N

def ,*

a, = U@, |veN\{r)

gesetzt.
2. Der zu beweisende Satz kann nunmehr folgendermaBen formuliert werden.

Satz 1. L besitzt genau dann eine zyklische Basis P={z,|z,€X, véN}, wenn
P eine maximale unabhingige Untermenge in X ist und fiir jeden Index reN
und jeden Zyklus z€X mit a,(z=0 aus

a, <aUz™ =g, Uz™
stets n=m folgt.

BEWEIS. P sei eine solche maximale unabhingige Untermenge von X. Dann
ist P auch maximale unabhingige Untermenge von K.
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Kann man zeigen, dall P S-unabhingig ist, dann ist P nach (1) zyklische
Basis von L. Nach (11) enthélt P eine maximale S-unabhingige Untermenge

Py = {z,VEN,S N}.

Dann ist a & L.J(z,| vEN,) Servanzelement in L.
Unter der Voraussetzung N, N ist fiir jeden Index re N\, das Element

a!Jz, weder in L noch in 1/a (wegen (2)) Servanzelement.
Es sei re NN\ N, ein fester Index.
Nach (3) und (10) existiert dann eine nichtnegative ganze Zahl n und ein Zyklus
X=xi") mit
H(aUx) > H,, (a Ux)=n,

also auch ein Zyklus y€Z(1/a) mit
yo+rD = qUx = aUz® > g,

Aus (3) und der Deﬁnigion des Begriffes Servanzelement folgt die Existenz eines
Zyklus z€ X mit y=alJz, und nach (4) gilt

al) ZM = pint) = g L) zn+ 1),
Es sei
b = U(z,|ve N\, U {z,)).
Dann gilt
a,<a,Uz™ = pUaUz® = pUqaUz+1) = g J 0+

im Widerspruch zu obiger Voraussetzung iiber P.

Somit gilt Py=P, d.h., P ist S-unabhiingig und damit nach (1) zyklische Basis von L.
L besitze eine zyklische Basis P={z |z,€X, véN}. Dann ist P maximal
unabhiingig in X, und es gilt fiir jeden Index r€ N und jeden Zyklus z€ X mita,Nz=0

| = a,Uz, = a,Uz.
Auf Grund von (3) und (4) gilt somit

a,Uz™ = q,Uz™
fiir jede natiirliche Zahl m, so daB aus

a,Uz™ = g Uz™
stets n=m folgt.

Folgerung. Besitzt L eine zyklische Basis P, dann existieren in L aufer 0 keine
Zyklen mit unendlicher Hdhe.

BEwEIs. Es sei x€X. Da x kompakt ist, folgt aus
x=1= U(z|zEP)
die Existenz einer natiirlichen Zahl »n mit

X = U(zf!ziEP, F o=t 2o i) — a
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und :
xHEU(zEP, i=1,.. n—l)ﬂb
d.h., es gilt
b<=bUx=a.
a ist direkte Komponente von | und deshalb Servanzelement in L, so daB nach (10)
H(x) = H,(x)

gilt. Weiterhin ist aber a=b1z, nach (3) ein Zyklus im Teilverband a/b, d.h.,
nach Definition des Begriffes Zyklus ist a/y fiir jedes Element y€a/b mit y=b eine
endliche Kette.

Somit ist insbesondere a/blUx eine endliche Kette, weshalb

bUx = af™ = pU z(m

mit einer geeigneten natiirlichen Zahl m gilt.
Fiir jeden Zyklus y€Z(a/0) gilt nach (6)

bUy(m+t} = a;m+l} - a}(}m! - bUX,
so daB H(x)=H,(x)=m=-o> ist.

3. L sei ein zyklisch erzeugter modularer Verband mit der Eigenschaft (A),
und es gelte O(z)<e fiir alle Zyklen z€Z.

Satz 2. L besitzt genau dann eine zyklische Basis P={z,|z,¢X, vEN}, wenn
P in eine maximale unabhdngige Untermenge ist und fiir jeden Index re N und jeden
Zyklus ze X mit O(z)=0(z,) immer a,(1z=0 gilt.

BEWEIS. P sei eine solche maximale unabhingige Untermenge von X. Fiir alle
Zyklen z€ X mit z(1a,=0 (réN) gilt nach Voraussetzung O(z)=0(z,) und damit
auch

o, (a, Uz)= o, (a, Uz,) =0(z,).
Also folgt aus
a, < (a,Uz)™ = q,Uz™ = q,Uz™ = (a,Uz)™

stets n=m, so daB P nach Satz 1 zyklische Basis von L ist.

L besitze eine zyklische Basis P={z,|v€N}. Fiir jeden Index r¢N und jeden
Zyklus ze€ X mit O(z)=0(z,)=m (m geeignete natiirliche Zahl) gilt a,Uz=a, "z,
und damit O, (a,\Uz)= O,r(a Uz,,) m. Daraus folgt nach (4)

=@ U =q,Uzx=1"=0
und somit auch a,ﬂz:-O.

4. L sei ein zyklisch erzeugter modularer Verband mit der Eigenschaft (A)
und fiir alle Zyklen zeX gelte O(z)=-<=.

Satz 3. L besitzt genau dann eine zyklische Basis P={z /|z,€¢X, vEN}, wenn
P in X eine maximale unabhdngige Untermenge ist und fiir jeden !ndev ré N und jeden

Zyklus z€X mit a,Nz=0 stets a,Jz,=a,Jz" gilt.
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BEWEIS. P sei eine solche maximale unabhingige Untermenge von X. Es

sei a <L U (z,/z,€P, véN). Ist a kein Servanzelement in L, dann existiert ein Zyklus
x€Z(a/0) mit H,(x)=H(x) (siehe (10)), d.h., es existiert ein Zyklus z€X mit
z%a und z'=a. Da aus der Existenz eines Zyklus y€ Z(a/0) mit y'=z" und y#z
nach (A) die Existenz eines Atoms im Widerspruch zu obiger Voraussetzung iiber
X folgen wiirde, gilt H,(z")=0. Aus (8) und (7) folgt somit z’ £a’= U(z]/véN).
Nach (5) existiert dann aber ein Index ré N mit

a=2zU U(z‘.]ve N\{r}) =z'Ua, = z,Ua,.
Auf Grund der Isomorphie

z,/0 = a,Uz/a, = z’Ua,ja, = z’ja,N 2’

git O0.n,(2")=0(z,)=<, woraus nach Definition des Begriffes Zyklus sofort im
Widerspruch zur Beschaffenheit von P

ZNa.=zNa,=0 wmd a Uz =a U7

folgt.

Demnach war die Annahme, daB a kein Servanzelement in L ist, falsch, d.h.,
nach (1) ist P zyklische Basis von L.

L besitze eine zyklische Basis P={z |veN}. Fiir jeden Index €N und jeden
ZyKlus ze X gilt

g lz=a Uz =1

und damit nach (6) und (4)

aUz’=@Uz2), =1, <1= a,Uz,.

Literatur

[1] R. FritzscHE, Verallgemeinerung eines Satzes von Priifer und Baer, Beitrdge zur Algebra und
Geometrie 1 (1971), 155—161.

[2] R. FriTzscHE, Verallgemeinerung eines Satzes von Kulikov, Beitrdge zur Algebra und Geometrie
2 (1974), 73—81.

[3] R. FritzscHEi, Verallgemeinerung eines Satzes von Kulikov, Szele und Kertész, Publ. Math.
( Debrecen) 24 (1977), 323—331.

[4] R. FritzscHE und G. RICHTER, Verallgemeinerung eines Satzes von Kulikov 11, Beitrage zur
Algebra und Geometrie 3 (1974), 161—165.

[5] T. J. Heap, Purity in compactly generated modular lattices, Acta Math. Acad. Sci. Hung. 17

[6] A. KERTEsZ, On the decomposibility of abelian p-groups into the direct sum of cyclic groups,
Acta Math. Sci. Hung. 3 (1952), 121—125.

[7]1 A. KerTisz, Zur Theorie der kompakt erzeugten modularen Verbinde, Publ. Math. ( Debre-
cen) 15 (1968), 1—11.

[8] L. J. KuLikov, K teorii abelevich grupp proizvolnoj moscnosti, Matem. Sb. 16 (1945), 129—
162.

[9] L. J. KuLikov, Obobstennve primarnye gruppy, Tr. Mosk. matem. o—va 1 (1952), 247—326;
2 (1953), 85—167.

[10] G. RicuTER, Zur Theorie der zyklisch erzeugten modularen Verbidnde, Diss. Halle 1975.

( Eingegangen am 5. Februar 1976.)

g



