Die lokal kompakten Halbgruppen und Ringe
von Pollaik—Rédeischem Typus

Von PETER PLAUMANN und KARL STRAMBACH (Erlangen)

§ 1 Einleitung und Ergebnisse

PoLLAK und REpEI haben diejenigen diskreten Halbgruppen bestimmt, deren
echte Unterhalbgruppen simtlich Gruppen sind. Der Stand der Theorie der lokal
kompakten Halbgruppen erlaubt es, daBB wir uns der Verallgemeinerung des Satzes
von Polldk—Rédei in dieser Kategorie zuwenden konnen. Es geniigt dabei an-
zunehmen, daB jede echte abgeschlossene Unterhalbgruppe der lokal kompakten
Halbgruppe S in einer (abgeschlossenen) Untergruppe von S enthalten ist, um
die der Klassifikation von Polldk und Rédei entsprechenden Typen als die einzigen
nachweisen zu kénnen.

AuBer Ideen, die denen von Pollak und Rédei verwandt sind, lebt unser Beweis
von der Tatsache, daB eine lokal kompakte monothetische Gruppe entweder kom-
pakt und dann sogar monothetische Halbgruppe ist oder aber da3 sie isomorph
zur diskreten Gruppe Z ausfillt und dann jede ihrer monothetischen Unterhalb-
gruppen =0 isomorph zur Halbgruppe N* der positiven ganzen Zahlen ist
(HEwiTT—ROSsS, Theorem 9.1.). Daneben verwenden wir einige der einfacheren
Tatsachen der Theorie der kompakten Halbgruppen (HoFMANN—MOSTERT, Chapter
1 und Chapter 2). Prinzipiell bezeichnen wir mit (7)) die von der Teilmenge T
einer Halbgruppe S erzeugte Unterhalbgruppe, mit 0t dem topologischen Abschluf3
der Teilmenge M im topologischen Raum S.

Satz 1. Liegt jede echte abgeschlossene Unterhalbgruppe einer lokal kompakten
Halbgruppe S in einer Untergruppe von S, so ist S entweder eine Gruppe oder eine
der folgenden Halbgruppen:

(@) S hat genau zwei Elemente

(b) S=(z), wobei (z*) eine kompakte Gruppe ist.

Die Pollik—Rédeische Fragestellung hat eine natiirliche Entsprechung in der
Ringtheorie. Wir nennen einen lokal kompakten Ring R von Pollidk—Rédeischem
Typ, wenn jeder echte abgeschlossene Unterring =0 von R in einem Unterkdrper?)
enthalten ist. Auch hier gelingt dank der Ergebnisse von Kaplansky zur Theorie
der lokal kompakten Ringe leicht eine Klassifizierung. Nach der bekannten Klassi-

) Wir verwenden in dieser Note die Worter Korper und Schiefkorper synonym.
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fikation lokal kompakter Schiefkorper (WEISS—ZIERLER) enthilt jeder unendliche lokal
kompakte Koérper einen echten abgeschlossenen Unterring. Dies fihrt zu

Satz 2. Ein lokal kompakter Ring von Pollik—Rédeischem Typ fillt in genau
eine der folgenden Klassen:

(a) die Nullringe von Primzahlordnung

(b) die direkte Summe zweier endlichen Primkorper

(c) die lokal kompakten Schiefkdrper.

§ 2. Beweise

BEWEIS VON SATZ 1. Wir nehmen zundchst an, dal3 S verschiedene Idempotente
e und f enthidlt. Dann ist notwendig S=(e, f). Wir betrachten die Unterhalb-

gruppen
S, = {e} S, = {f}
S;=(ef) Si=(fe
S; = (efe) Ss = (fef).

Es gilt S= LJ S;, denn{e}U {f}U{efYU(fe) U efe) U {fef) liegt dicht in S und

der Ab.-.chluB der Vereinigung endlich vieler Teilmengen eines topologischen Raumes
ist die Vereinigung der Abschliisse der einzelnen Mengen. Ist S kommutativ, so gilt
S={e, f} oder S=/{e, f.ef}. Die zweite Mdoglichkeit tritt nicht auf, weil dann
{e. ef} eine echte Unterhalbgruppe von S mit zwei verschiedenen Idempotenten
wire. Also ist S= {0, 1}.

Wir betrachten nun den Fall, daB S nicht kommutativ ist. Ist e=ef, so ist
entweder S={e, f} oder S={e, /. fe}. Im zweiten Fall wire aber {/. fe} eine echte
Unterhalbgruppe mit den zwei Idempotenten f und fe. Es werden nun alle an-
deren Moglichkeiten ausgeschlossen. Wir arbeiten wiederum mit den Unterhalb-
gruppen S;, die nun echte Teilmengen von S sind. Mit H, sei die kleinste ab-
geschlossene Untergruppe von S bezeichnet, die die Unterhalbgruppe S; enthiilt.
Die Gruppen H; sind dann lokal kompakte monothetische topologische Gruppen
(vgl. ELuis, Th. 2). Angenommen, eine der Gruppen H,; ist nicht kompakt: Aus
Symmetriegriinden haben wir dann nur die beiden Fille S,=N* oder S;=N* zu
betrachten. Ist S;==N*, so folgt aus S;=S,;e, Sg=/S,, Si=S,-S,=/S;, daB auch
S, S5 und S; diskret und somit isomorph zu N* sind. Betrachten wir S;={e}\U S;,
so ist dies eine kommutative Halbgruppe, also in einer Untergruppe von S ent-
halten. Aus e(efe)=efe=(efe)e folgt, dall e das Einselement der kleinsten
(abgeschlossenen) Untergruppe H ist, welche S; enthilt. Es ist klar, daB H iso-
morph zur diskreten Gruppe Z ist. Es sei we H mit (efe)w=¢ und w=Ilimw;,
wobei w; ein Netz in (e, f) ist. Wegen ewe=w diirfen wir annehmen, daB w; sogar
ein Netz in S} ist, indem wir notigenfalls zum Netz ew;e iibergehen. In der diskreten
Gruppe H==Z hat dies aber we S, zur Folge, ein offenbarer Widerspruch. Nun
wenden wir uns der Méglichkeit S;=N* zu. Es gilt S;=/S, S3=S;/ und S§=eS;e,
so daB auch diesmal die Unterhalbgruppen S; diskret sind.
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Wir diirfen also annehmen, daB die Gruppen H; kompakt sind. Dann gilt
S;=H; (s. HEwITT—ROss, 9.16, S. 99), und S= U S; ist kompakt. Nach HOFMAN—

MOSTERT 1.11 gibt es ein kleinstes (abgcschlossenes) zweiseitiges Ideal Jin S.

Im Falle J= S betrachten wir die von ¢ und ef erzeugte (abgeschlossene) Unter-
halbgruppe H. Offenbar ist e eine Linkseins von H. Wire H=S, dann wire
s—ese: S—eSe ein stetiger Homomorphismus, da ja

(es,e)(es,e) = es (es.e) = es,;s,¢

- gilte. Nach HOFMANN—MOoOSTERT 2.21, S. 23, folgte, daBB dic Menge E der Idem-
potenten von § eine Unterhalbgruppe bildete. Da verschiedene Idempotente exis-
tieren, miite S aus lauter Idempotenten bestehen; sie wiirde von den beiden
Idempotenten ¢ und f erzeugt, bestinde also genau aus den Elementen e, f, ef,
fe, efe, fef. Dann wire aber {ef, fe, efe, fef} eine echte Unterhalbgruppe, die in
keine Gruppe eingebettet werden kann. Also ist H= S eine echte Unterhalbgruppe
von S mit dem Einselement ¢, welche S, enthilt. Daher ist efe=¢f, d.h. §;=S5;
und H;=H;. Entsprechende Argumentation angewandt auf die von e¢f und f er-
zeugte Halbgruppe H mit der Rechtseins f zeigt S;=S, und Hy=H;, also e=
Damit ist die Annahme J= S endgiiltig hinfillig.

Das Ideal J=S enthiilt ein primitives Idempotent (HOFMANN—MOSTERT 2.2),
von dem wir annehmen diirfen, daB es e ist, weil S von je zwei verschiedenen ihrer
Idempotente erzeugt wird. Wire J={e}, so folgt ef=e¢, und es wire wieder S= {0, 1}.

Aus den eben zitierten Stellen aus HOFMANN—MOSTERT folgt weiter

J=ele=eSeCS;.
Nun gilt fS;S S, S; /=S, €SS S;, S;e € S;.
6
Also ist 0=J< () §;. Also ist e das Einselement von S; fiir 3=/=6. Hieraus folgt

i=3
aber e=/.

Es bleibt der Fall zu betrachten, dall S hochstens ein Idempotent e besitzt.
Wird S nicht von einem Element (topologisch) erzeugt, so ist (g) fiir jedes g€ S
entweder eine kompakte monothetische Gruppe oder isomorph zu N*, und liegt
in einer zu Z isomorphen Untergruppe von S. In jedem Fall ist ¢ das Eins-
element von S, und jedes Element von S ist cine Einheit. Also ist S eine Gruppe.

Nun sei S=(z) monothetisch; insbesondere ist dann S abelsch. Wir nehmen
zundchst Sz=35 an. Dann gibt es ¢ in S mit ez==z. Ist s=limez", so folgt es=

{=s oo

:e{lhm_- i)=limez"=s, und e ist das Einselement von S. Wegen Sz=3S ist
— OO = o0

dann aber z invcrtierbar und S ist eine monothetische Gruppe. Es sei schlieBlich

z#S. Dann ist (z*) eine echte Unterhalbgruppe von S, also in einer Untergruppe

G von § enthalten Entweder ist G eine kompakte monothetische Gruppe oder

isomorph zu Z. Der zweite Fall kann nicht eintreten, weil (z~2) nicht im Erzeugnis

von z liegt.

BEWEIS VON SATZ 2. Ist R ein Nullring, so ist jede additive Untergruppe von
R ein Unterring. Als Ring von Pollik—Rédeischem Typ hat R also Prim-
zahlordnung.
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Wir nehmen zundchst an, daBB der Ring R Nullteiler besitzt. Es seien also
a, b€ R\ {0} mit ab=0. Ist Ra=R, so folgt Rb=Rab=0. Also liegt b im Rechts-
annulator C= {x; Rx=0} von R. Es ist klar, daB das zweiseitige Ideal C in keinem
Teilkérper von R enthalten ist. Wegen 0#bcC gilt also C=R, d.h. R ist ein
Nullring. Entsprechendes folgt aus Ra=0 bzw. bR=R oder bR=0.

Ist R kein Nullring, so gibt es Teilkdrper K und L von R mit Einselementen
e und f fiir die RaS K und bRC L gilt. Es seien a~! bzw. b~! die Inversen von
a bzw. b in K bzw. L. Dann ist ¢f=a " 'abb™'=0 und 0=a"'0b"'=a"tefb'=
=a b~ sowie ab 1=aefb~'=0 bzw. a " 'b=a"'efb=0. Seien K,; bzw. L, die von
a bzw. b erzeugten Unterkdrper von K bzw. L. Dann gilt K, L,=0.

Wir betrachten die additive Untergruppe fK, von R™. Fiir x, yekK; ist
IxfrefK,L,y=0. Also ist fK, ein Nullring. Da R kein Nullring ist, folgt fK,=0
und somit L, K, =0. Also enthilt R die ringdirekte Summe K, L,. Da R ein Ring
von Pollidk—Rédeischem Typ ist, folgt R=K,& L. Wire etw K, kein endlicher
Primk&rper, so enthielte K, einen echten abgeschlossenen Unterring 4 0. Dann
gibe es aber Nullteiler in A3 L,.

Ab nun diirfen wir annehmen, daBB der Ring R nullteilerfrei ist. Es sei /0
ein abgeschlossenes Rechtsideal. Dann gibt es einen 7 enthaltenden Unterkdrper K.
Es folgt, daB 7 kein weiteres Rechtsideal #0 von R enthalten kann. Insbesondere
ist also die Minimalbedingung fiir abgeschlossene Rechtsideale auf triviale
Weise erfiillt.

Nach KapLANSKY [1951], Th. 1, ist das Radikal / von R ein abgeschlossenes Ideal.

Ist 0=/ R, so liegt J in einem Unterkdrper K von R, und es gilt dann sogar
J=K. Die Eins von K ist aber kein quasiregulires Element, was einer bekannten
Charakterisierung des Jacobson-Radikals widerspricht (vgl. McCoy Th. 6.7).

Ist /=R, so hat J als Pollaik—Rédeischer Ring nach dem eben Gesagten keine
nichttrivialen abgeschlossenen Unterringe. Insbesondere sind die Hauptideale Ra
und aR abgeschlossen, stimmen also wegen der Nullteilerfreiheit von R mit R
iiberein. Also ist R ein Korper im Widerspruch zur Annahme R=J.

Zum SchluBB haben wir noch die Situation zu betrachten, dall J=0 und somit
R ein halbeinfacher Ring ist. Wir haben bereits erwihnt, daB R die Minimalbedin-
gung fiir abgeschlossene Rechtsideale erfiillt.

Ersetzt man im Beweis vom Lemma 15 in KAPLANSKY [1974] die Folgen geeignet
durch Netze, so gilt das dortige Theorem 21 ohne Voraussetzung des zweiten Ab-
zihlbarkeitsaxioms: Der nullteilerfreie Ring R ist ein Q-Ring, d.h., die quasi-
reguliren Elemente bilden ecine offene Teilmenge von R. Nach KAPLANSKY [1948],
Theorem 10, erfiillt dann der halbeinfache Q-Ring R die Minimalbedingung fiir
alle Rechtsideale. Es folgt aus dem Satz von WEDDERBURN—ARTIN (vgl. McCoy,
Theorem 5.59), daB R als abstrakter Ring isomorph zur dirckten Summe endlich
vieler voller Matrizenringe iiber Schiefkérpern ist. Da R nullteilerfrei ist, mul3
R ein Schiefkdrper sein.
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