Uber die durch Kurven bestimmten Sektionalkriimmungen
der Finslerschen und Weylschen Riume

Von ARTHUR MOOR (Sopron)

§ 1. Einleitung

Eine Kurve im n-dimensionalen Finslerraum werden wir als die Mannigfaltig-
keit der tangenten Linienelemente auffassen, d.h. es ist

i
(1.1) 2 = x(s), x"‘zj—j:ﬁ(s), (i=12,..,n),

wo der Parameter ,,s* jetzt und im folgenden die Bogenlinge bedeutet. Die Kurve
ist im wesentlichen durch die (n—1) Kriimmungen x,, bestimmt, wo der Index
,p'* die Zahlen 1, 2, ..., (n—1) durchlduft, da eine Kurve auf Grund der Frenet-
formeln eben durch (n—1) Invarianten charakterisiert werden kann.

In diesem Aufsatz wollen wir das Problem untersuchen, ob inwieweit die
Kriimmungen x,,, durch den Riemannschen Kriimmungstensor') Ry/,,, bzw. durch
den Kriimmungsskalar des Raumes, d. h. durch

2 . ’ cl_f.f ]
(1.2) R(x, x’) e

Ru’u;’

bestimmt werden kénnen, wenn der Raum ein Raum von skalarer Kriimmung ist
(vel. [1], § 13.); das bedeutet iibrigens fiir den Kriimmungstensor dic Form:

( ] 3) Rllj(lm = ‘-R(.\', x’)(gjm e ’j i'm)'

In [1] steht statt Ry/,, immer der Tensor Ky, es ist zwar R;j,# Kjjum» doch es
gilt schon:
Rﬂjkrﬂ = Kﬂjkm'

Wir werden immer den Tensor R;;, beniitzen, da dieser eine unmittelbare Ver-
allgemeinerung des Riemannschen Kriimmungstensors der Punktriume ist (vgl.
[2], §. 13 insbesondere die Formeln (XIX) und (XIX")). Wir bemerken hier: die

') Der Index .,,** bedeutet — wie gewohnlich — die Uberschiehung mit dem Vektor
P=x"F=1,
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Annahme, daBl der Raum von skalarer Kriimmung ist, keine wesentliche Be-
schrinkung bedeutet. Im allgemeinen Fall wird aber statt des Krimmungsskalars
R(x, x’) der Krimmungsmall M(x, x’, ¥) in den Formeln vorkommen (vgl. z. B.
Formeln (3.1)).

Das Problem, die Kriimmung %, der Kurven mit der Kriimmung des
n-dimensionalen Finslerraumes in Zusammenhang zu bringen, ist im Falle der
Unterrdume gelost. Wir verweisen auf die GauB-schen, Codazzischen und Kiihne-
schen Gleichungen (vgl. [5], Kap V. §4.). Nach unserem Wissen ist aber dieses
Problem fiir die Krimmungen einer Raumkurve des n-dimensionalen Finslerraumes
nicht untersucht worden.

Dementsprechend wollen wir erstens die Kriimmungen x,, der Raumkurven
in Finslerrdiumen durch den Kriimmungsskalar (1.2) und durch den Kriimmungs-
tensor (1.3) ausdriicken und dann das analoge Problem in Weylschen Linien-
elementriaumen (vgl [4]) behandeln. Die Beweise werden wir nur fiir die Weylschen
Rdume im Paragraphen 6 angeben, da daraus die Resultate der Finslerrdume durch
Nullsetzen eines Vektors einfach folgen.

Die Weylschen Linienelementriume sind durch die Relationen

-
V.tgij = Tk &ij» ng:‘j = '}’:gu

gekennzeichnet, wo V, und V; die beiden fundamentalen kovarianten Ableitungen
und y,, y; die Rekurrenzvektoren des metrischen Grundtensors g;; sind. Im fol-
genden werden wir annahmen, daB yf=0 ist, wodurch der Raum zum Fall der
Punktriume, d. h. zum klassischen Weylschen Raum (vgl. [6]) analoge Struktur
haben wird. Es kann sogar behauptet werden, dall unsere Resultate auch in den
Punktriumen bestehen, falls statt des Vektors /%, der Tangentenvektor dx'/ds
gesetzt wird.
Das invariante Differential von g;;(x, x”) wird demnach die Form:

Dg;, dx* dx*
(1.4) Tg:‘ = (Vi gij)w = Y5 8is = Yo8i

erhalten. Fiir y,=0 bekommt man den Finslerraum, méglicherweise einen allgemei-
neren, aber metrischen Linienelementraum, dessen metrischer Fundamentaltensor
g;;(x, x’) ,,a-priori* angegeben, und nicht aus einer Grundfunktion F(x, x") (vgl. [2],
Formel (VI.)) abgeleitet ist (vgl. [3], § 1, 2 und [3a], die eine unmittelbare Verall-
gemeinerung von [3] ist).

§ 2. Fundamentalinvarianten der Kurven und Finslerriume

Fiir eine Kurve von der Form (1.1) gelten in den Finslerrdumen die Formeln
von Frenet. Wir bezeichnen durch n{;, die Vektoren:

def def (l,l)...(l, p_l)iil,
2.1 N = I'=x", Nip = (Dp—le)_—l’Q :

(P 1) oss (P~  * e l)‘fipl
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wo p=2,3, ..., »; und

Y > (1, 1) o (1y:%) p, ¥
(2.2a) Dy=1, Dy=]-ccrccverees (k=1,2,...,n)
(k. 1) ..tk k)

(2.2b) @ @) = gy&ntly: (P4=1,2,...,0)

def defl D‘fip-—ll

'(23) éil; T F! é';p} o Ds (P = 2, aaiia H).

Die Vektoren 7, bilden ein orthogonales und normiertes n-Bein, wie es nach be-
kannten Theorien leicht verifiziert werden kann (vgl. [5], Kapitel V. § 1. Wir be-
merken hier, daB die Formeln von D, und Dni,, auf S. 153 von [5]. auch fiir
p=1 gelten!).

Die Formeln von Frenet sind demnach

Dni . :
(2.4) —Ij;ﬁ}‘ = —%p-p-v 2 ppsn (P=1,2,..., 1)
mit
Dy
@.5) Xy = #m =0, %y =122 (p=1,2, ..., n—1).

P

Bemerkung. n'y, und ni,,,, sind nicht durch (2.1) definiert, aber sie kommen
in (2.4) wegen (2.5) in der Wirklichkeit nicht vor.

Wir bendtigen noch im folgenden den Begriff des zur Zweistellung (/%, YY)
gehorigen KrimmungsmaBes der Finslerrdume. Es ist:

’ E—___d ROﬁ]m Y"Ym
(2.6) Nix: x,Y) @ VY™

(Vgl. [1], Formel (13.1)). Offenbar kann in (2.6) wegen der Homogeneitit nullter
Dimension in den x”, immer statt x”* der Einheitsvektor /'=x""F~! gesetzt werden.

Der Finslerraum heillt einen Finslerraum skalarer Kriimmung, falls in (2.6)
das Kriimmungsmal von Y’ unabhingig ist. Dazu ist nach Berwald’s Resultaten
notwendig und hinreichend, daB3 der Kriimmungstensor Ry, die Form (1.3) habe.
Der Kriimmungsskalar R(x, x”) in (1.3) hat die Form (1.2), und stimmt mit dem
durch (2.6) definierten Kriimmungsmall R(x, x", Y) tiberein, falls der Finslerraum
von skalarer Kriimmung ist (vgl. [1], § 13). Ist R eine Konstante, so ist der Raum
ein Raum konstanter Kriimmung. Das ist offenbar ein Spezialfall der Riume
skalarer Kriimmung.
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§ 3. Zusammenhang der Kriimmungen im Fall n= 3
Wir werden im folgenden die zur Zweistellungen (1, Dy,y (p=1,2,...,n)

gehorigen KriilmmungsmaBe bestimmen. Auf Grund der Definitionsformel (2.6)
wird in Hinsicht auf (2.4) und (2.5)

l
(3.1a) R(x, X', Dng,) = Ru_mmD’huD'?rn,

Rﬂjﬂm D'T{p:D'ITpn
x?p—l}{l —(t',-fi’;,_“)z]"l-?ffp;

(3.1b) R(x, x’, Dn,y) = (p=2 3 custi=))

1
(3]C) "H(Y x Drllln)) g ‘ RﬂjllmD”{njD“qu L] n= 3$

(n—1)

wo wir Einfachheit halber D statt D/Ds geschrieben haben, und ferner noch beach-
teten, daBl die durch (2.1)—(2.3) bestimmten Vektoren 7, ein orthogonales und
normiertes n-Bein bilden. Wir weisen darauf hin, dal3 in (3.1b) die Invariante %1,
nicht vorkommt, da fir p=2: [, q,,, im Nenner vorkommt, und /;n{,,=1 ist, wie
das auf Grund der Definition von n{,, unmittelbar bestitigt werden kann.

Nehmen wir nun an, daB der Finslerraum ein Raum von skalarer Kriimmung
ist, d. h. daB KriimmungsmaB in den Formeln (3.1a)—(3.1c) ist von Dn{, unab-
hdngig, und stimmt mit dem durch (1.2) angegebenen Kriimmungsskalar iiberein.
Es soll M(x, x)=0 vorausgesetzt werden. Offenbar ist R(x, x") eine Konstante,
wenn der Raum von konstanter Kriimmung ist.

Fithren wir nun die Bezeichnung;

(3.2) Sy = Rojom D1ty Dy, D = D|Ds

ein, so ist 3, offenbar eine Invariante und statt der Formeln (3.1a)—(3.1¢) kénnen
wir im Fall — wie wir es sehen werden — die Formeln

(3.3a) Ky =R13J;y, R=R(x,x)=0

(3.3b) w2y =R1T,

(3.3¢) iy =R (..”,, Jp-nt+.-+(=1)23), (p=3,...,n-1),
(3.3d) Hen-1) =NR"1J,,,, (n=13)

schreiben. Die entsprechenden Formeln fiir den Fall n=2 werden wir im Para-
graphen 4 angeben.

Wir bemerken noch, daBl in dem dreidimensionalen Fall, d. h. im Fall n=3,
wegen (2.5) #,,=0 folgt, und somit erhdlt man aus der Formel (3.3c) fiir p=3:

3(3’ \ ‘2] 0

Die Formel (3.3d) wird somit tiberfliissig.
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Die Beweise der Formeln (3.3) geben wir im Paragraphen 6. aber fur die
Kriimmungen der Weylschen Linienelementrdume. Der behandelte Fall erhilt
man unmittelbar von den Invarianten der Weylschen Ridume, wenn — wie in der
Einleitung schon bemerkt wurde — y,=0 gesetzt wird.

Beziiglich der Beweise der Formeln (3.3) bemerken wir hier nur soviel, dal
sie auf Grund von (3.1) durch vollstindige Induktion unmittelbar bewiesen wer-
den konnten.

Aus den Formeln (3.3) folgt der

Satz 1. In einem Finslerraum skalarer bzw. konstanter Kriimmung sind die
Kriimmnungen x,, (p=1, 2, ..., n—1) der Kurven durch den Riemannschen Kriimmungs-
tensor und durch die invarianten Differentialquotienten der Vektoren des orthogonalen
und normierten n-Beins 1, durch die Formeln (3.3) ausdriickbar.

In den Formeln (3.3) sind nur (n—1) Kriimmungen x,,,, hingegen n invariante
3, vorhanden. Doch sind die 3 ;, voneinander nicht linear unabhingig. Wihit
man ndmlich in (3.3¢c) p=n—1, so folgt nach der Substitution von x},_,, aus (3.3d)
die Relation:

(3.5) R R, VO % (A ) L SHEy T

In nédchsten Paragraphen werden wir zeigen, dal3 diese Relation im allgemeinen
fiir n=2 giiltig ist.

Auf Grund der Formeln (3.1) und (3.3) folgt in Hinsicht auf die Bezeichnung
(3.2) unmittelbar auch die folgende Erginzung von Satz I.:

Satz 2. Die Systeme der Kriimmungsinvarianten x,, und 3, (p=1,2,...,n—1),
die die Kurven charakterisieren, sind vollstindig gleichberechtigt.

Aus (3.1) und (3.2) folgt noch der

Satz 3. Das Vorzeichen von 3, stimmt mit dem Vorzeichen von R(x, x’) iiber-
ein, falls der Finslerraum eine skalare Kriimmung hat.

§ 4. Der zweidimensionale Fall

Die zweidimensionalen Finslerriume sind bekanntlich immer Raume skalarer
Kriimmung. In diesem Fall existiert nur eine Kriimmung der Kurven, nimlich x,.
Die Formeln von Frenet, d. h. (2.4) reduzieren sich auf:

DI . Dy, .
4.1 Ds = 22y T[:"' =—xyl'.

Aus (3.1a) folgt wieder nach der Bezeichnung (3.2) die Formel (3.3a); die durch
(3.2) definierte Invariante: J,, verschwindet aber auf Grund der zweiten Formel
von (4.1) in Hinsicht auf die schiefsymmetrischen Eigenschaften des Riemannschen
Kriimmungstensors (vgl. [2], § 38.). Die Formel (3.5) wird somit auch im zwei-
dimensionalen Fall bestehen, aber sie reduziert sich auf J,,=0.
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§ 5. Frenetformeln in Weylschen Riumen

Ein Weylscher Linienelementraum ist eine Mannigfaltigkeit der Linienelemente
(x, x’), in der die Metrik durch einen symmetrischen Fundamentaltensor g;(x, x")
bestimmt ist, und in der das invariante Differential unserer Relation (1.4) geniigt.
Diese Theorie entwickelten wir in unserer Arbeit [4]; in den vorliegenden Unter-
suchungen spezialisieren wir die Ubertragung von [4] durch die Bedingung 7} =0,
wodurch das invariante Differential des metrischen Grundtensors immer die Form
(1.4) haben wird, ebenso wie in den Punktrdaumen (vgl [6]). Die GréBen sind aber
selbstverstindlich vom Linienelement (x, x”) abhingig.

Die Kurven werden wir wieder als die Mannigfaltigkeit ihrer tangenten Linien-
elemente auffassen, d. h. sie haben die Form (1.1), wo der Parameter ,,s*° wieder
die Bogenlinge bedeutet. Wenn nf,, =/’ den Tangentenvektor der Kurve x'(s) ist,
so folgt aus

(5.1) galx, Xyt =1, nigy=F
nach einer Ableitung nach s im Himblick auf (1.4):
2ga (x, x )iy Dnfyy + 7 dx* =0, D = D|Ds, d = djds.
Wenn wir noch die Relation /*=dx*/ds beachten, so folgt aus der letzten Gleichung:

* ” i ] I
(5.1%) g (x, x )'hnD'i'fu s T Yo(x, X°),

; g & 3 e i i i3
was die Orthogonalitit der Vektoren #,, und (qu+5 Yollay) in sich enthilt.
Aus (5.17) folgt nimlich

ade I
(5.2) i (x, X")niq) (D, +3?n'fc‘n) = 0.

Es kann somit

k def 1

|
(3.3) Niz) = xﬂ}(Dﬂfl;+'§‘?nﬂf1))a ’!'{‘1: =

wo x(;} einen Normierungsfaktor bezeichnet, als erster Normalvektor der Kurve
genannt werden, wo

/ : 1 ; |
(5.3a) *ay = v gm(D'I'm"'iYu?i'm)(Dﬂfn +5 Yoll(n))

die erste Kriimmung bezeichnet.
Aus (5.3) erhilt man nun die erste Frenetformel der Weylschen Rédume in

der Form:
1
(5.4) D’l’(‘:)*‘i‘ ?uﬂ‘f‘n — x:n’?tz;-
Im weiteren wird das folgende Lemma von Wichtigkeit sein:

Lemma. Ist n ein Einheitsvektor, so steht (Dﬁ-{--!— Yo) immer orthogonal zu 7,

d. h. es ist: B
|
(5.5 gix’fi(D’lk+3 Yoi*) =0, gan'n* =1.
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BewEls. Ebenso, wie bei dem Vektor ni,, aus (5.1) die Relation (5.2) abgeleitet
wurde, erhilt man aus g, n'n*=1 nach Ableitung nach ,,s** die der Gleichung (5.2)
entsprechende Formel fiir #', und das bedeutet schon das Bestehen von (5.5).

Die erste Frenetformel ist durch (5.4) angegeben, wo 7, und %, durch (5.3)
und (5.3a) festgelegt sind. Die weiteren Vektoren und Kriimmungsskalare konnen
durch Rekursion, auf Grund des folgenden Satzes bestimmt werden:

Satz 4. Ist x'(s) eine Raumkurve des n-dimensionalen Weylschen Raumes, die
nicht in einem Unterraum enthalten ist, gilt ferner =0, sind endlich 7,
(t=1,2, ..., p+1) zueinander orthogonale Einheitsvektoren mit p=n—1, fiir die

1 ia
(5.6) D) +5 Yot = —%-pNG-nt*pnGeny (G=12,...,p)

bestehen (die x,, (t=1, ..., p) bedeuten Skalare), so besteht (5.6) auch fiir j=p+1,
falls z.,,=0 gesetzt wird, und 0,,., einen, zu den Vektoren 3y, ..., Hp+1y Ortho-
gonalen Vektor bedeutet. (i, und %,.,, kommen wegen x.,=x.,=0 nicht vor).

Die %y (h=1,2,...,n) bilden ein orthonormiertes System der Vektoren. In
(5.6) kommen somit nur n linear unabhdingige Vektoren 1, vor.

BEwEis. Vor allem bemerken wir, daB die Formel (5.6) fiir p=1 wegen x,,,=0
eben in (5.4) iibergeht, d. h. (5.6) ist fiir p=1 immer giiltig. Dabei ist %, bzw.
M durch die Formel (5.3a) bzw. (5.3) festgelegt. Nehmen wir nun an, daB (5.6)
fir irgendein p mit l<p=n—1 giiltig ist. Nach unserem Lemma mufl dann

(Dq‘fp+1}+%}'qu“,) zum Vektor n},,,, orthogonal sein, somit wird

1 P
(5.7) D'?fp+1)+5 }'u'?'fpu) =1‘_Z; ij'?fj;+x(p+1;'?:‘p+z)
gelten, wo die «; Skalare bedeuten, x,,,, ein Normierungsfaktor ist, und der Ein-
heitsvektor 7, », erst dann bestimmt wird, wenn die «; schon bekannt sind. Offenbar
konnen wir annehmen, daB #,,.., zu den #;,(j=1, ..., p+1) orthogonal ist, falls
p=n—2 ist; fiir p=n—1 kommt schon dieser Vektor wegen der Annahme x,=0
nicht vor.

Eine Kontraktion auf beiden Seiten von (5.7) mit guni, (t=1,2, ...,p) gibt
auf Grund der Orthogonalitit und Normierung:

) = gitqillD”‘Ip-fl)s (t=12,..., p).
Nun wird aus

gik'ﬂl}'ﬂp-l—l) =0 =12 P
nach Ableitung nach s auf Grund von (1.4):
% = ZuMy DMip+1y = —8aDN'Mipsny, (t=1,2,..., p).

Beachten wir jetzt (5.6), so siecht man unmittelbar, daB o, =o0,=...=2, =0,
%,= —#, gelten. Aus (5.7) erhilt man somit

1
(5.8) Dq'{‘“ 1) +3 Yo'f'(‘p-u) - —x{p)'ﬁp) = xipﬂ)'ﬁpﬂ)'
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Die Gleichung (5.8) hat schon die Form von (5.6), wenn in der Gleichung (5.6)
p durch (p+1) ersetzt wird: wir miissen aber noch #f,,, und %(p+1) bestimmen,
falls p<n—1 ist, da fiir p=n—1 kommt schon — wegen x,,=0 — #,,.,, offenbar

nicht vor. Im Fall p=n—1 kann nidmlich (Drfl-,,,-i-%yum,,,) durch die 7
(j=1,2, ...,n—1) bestimmt werden, da 7,,,, nach dem Lemma, in der Darstellung
von (Dijm,-f-%y[,ﬁ“,,) mit Hilfe des n-Beins 7, ..., ), nicht vorkommen kann.

Aus (5.8) folgt nun, daB
= ; : 1 ,
(3.9 7-'|p+|;'?tp+e1 = Dn,:p+1]+E}'u'ﬁp+114_zip)’i?pl‘

und wenn 7,., cin Einheitsvektor sein soll, so ist %,.,, der absolute Wert des
Vektors auf der rechten Seite von (5.9).
Fiir j=n gilt nach dem Satz 4:

1
(5.10) D’F‘fw"‘j?ﬂ"tm — _xln-l]n,:u—li'

Es kann nun behaputet werden:

Die Formeln (5.6) und (5.10) bilden die Freney"ormehr der Weylschen Rdume,
wenn in (5.6) pql . (n—1) gesetzt wird. Die Vektoren ¥y, ..., 1 tund die Kriim-
mungen %, .. x(,, 1y Sind nach qm—7 (3.3), (3.38); (5. 6) zmd

" T - - .
(5.11) ’fu)=!D'?u;+—2"?o'hn""fu—n'fu—ns (i=1,2...,n0-1)

durch Rekursion bestimmbar.

Bemerkung 1. '?UH) erhilt man aus (5.6) und (5.11) ausgedriickt mit Hilfe
von Dirjjy, Ty und 5y

Bemerkung 2. Die Frenetformeln in Weylschen Ridumen stimmen nach (2.4)
und (2.5) formal mit denen der Finslerraumen iiberein, nur nimmt die Rolle von

Dp;, in den Weylschen Ridumen der Vektor (Dp, “+%yoﬁ( ;) iber.

§ 6. Zusammenhang der Kriimmungen in Weylschen Riumen

Im folgenden wollen wir wieder die Bezeichnungen J,,, von (3.2) und R(x, x", ¥)
von (2.6) beniitzen, jetzt soll aber der Kriimmungstensor R, ,, den des Weylschen
Raumes bedeuten (vgl. [4], Formeln (8.8) und (8.6)). Der Skalar R in der Formel
(2.6) soll auch in diesen Rdumen nur von (x, x") abhdngig sein. (Diese Bedingung ist
wieder unwesentlich; vgl. die Einleitung dieses Aufsatzes.) Setzen wir in (2.6)
Yi=Dnj,,, so wird nach unserer Annahme und nach (3.2)

(6.1) R(x, x) = S(p)[(gik'—‘,ilk)pnip) D’I'fp)]_l» p=12..n
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Berechnen wir Jetzt Dn(p, aus (5.6), beachten wir ferner die Orthogonalitit der
Vektoren 7, =1, fays -+ » figmy» SO Wird fiir j=1,2, ..., n aus®) (5.6) und (6.1):

1
(6.2a) Say = Rty (6.2b) ) = R(xGe) + 2 70)s
1
(6.3) S = R(odp—1+2%,) +?y§), 2<p=n).

Wir bemerken hier, daB diese Formeln mit (3.1a)—(3.1c) iibereinstimmen,
falls y, =0 gesetzt, und %, =0, %,,=0 beachtet wird. (Bei den Formeln (3.1) wurde
die Unabhingigkeit von 8 von den Djj,, nicht vorausgesetzt, die aber eine un-
wesentliche Beschrinkung ist.)

(6.2a) und (6.2b) zeigen schon, daB die J;, und I, mit den x,, und .,
gleichberechtigt sind. Fiir %, beweisen wir den:

Satz 5. Es besteht die Relation:

1
(6-4) Kfp) = 9{_1(3(”-—3@_”-% ensn ‘+“(_' l)’S(E))_g(l +‘(‘_ l)p)}%
(r=23,....,n-1).
Beweis. Wir werden den Beweis durch vollstindige Induktion durchfiihren. Fiir
p=2 geht (6.4) in (6.2b) iiber, d. h. die Relation (6.4) ist fiir p=2 giiltig.

Nehmen wir jetzt an, daB (6.4) fiir ein p=n—1 giiltig ist. Setzen wir in (6.3)
statt p den Wert (p+1) ein, so wird:

@ l o
Jp+n = m("fﬂ) +%p+1) +I 75)-

Bestimmen wir aus dieser Gleichung »{,.,, ausgedriickt mit x7,, beachten wir
dann (6.4), so wird:

. = 1 1 D"\,
(6.5  #ipeny = R Ppan =Tt +H(=1)P13g) - [__gﬂgT)_]?‘-"

Es ist aber

1 | —1)P |
-5 e =g+,

somit beweist (6.5), daB (6.4) auch fiir (p+1) giiltig wird, womit der Beweis been-
det ist.

Der Zusammenhang von J,, mit x,_,, kann auch aus (5.10) bestimmt werden.
Nach der Bezeichnung (3.2) wird im Hinblick auf (2.6):

(6.6) S = 9:t(ﬂ‘f(n—l,)'*' %) !

*) Fur Dni" ist sogar (5.4) glinstiger.
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Bestimmen wir »7,_,, aus dieser Formel, substituieren wir das in (6.4), wo p=n—1

gesetzt wurde, so wird fiir n=3:
1
(6.7) Smy— -+ +(— 1)"3‘2,—§(1 +(=1)")RR =0.

Fiir 7, =0 geht der Weylsche Raum in den Finslerraum iiber. Aus (5.6) bekommt
man (2.4). Die Formeln (6.2a) und (6.2b) gehen in (3.3a) und (3.3b) iiber: die Formel
(6.4) gibt (3.3c), wilhrend (6.6) in (3.3d) libergeht. Die Identitit (6.7) liefert (3.5).

Wir haben somit alle Formeln von § 3. aus denen von § 6. abgeleitet.

Die Resultate (6.2a)—(6.4) fassen wir im folgenden Satz zusammen;

Satz 6. Das System x,, der Invarianten ist in den Weylschen Réiumen mit dem
von 3, gleichberechtigt, (p=1,2, ...,n—1).

Endlich weisen wir darauf hin, daB der Satz 3 auf Grund der Formel (6.3)
auch in den Weylschen Ridumen giiltig bleibt.

§ 7. Der zweidimensionale Fall

Im zweidimensionalen Fall ist die Formel (5.4) die erste Frenetformel der
Kurven; die zweite erhdlt man aus (5.6), wenn darin j=2 und ., =0 genommen
wird. Es ist:

: 1 : _
(71) D’Ifz) ‘T? ?:n’?l{‘m = —XmNi)> ’ﬁl) =~

Aus der Formel (6.1) folgt nach (5.4) und (7.1), daB (6.2a) und (6.2b) mit
%9=0 gelten, d. h. es gilt:

L oa

(2) 3
Diese Identitit entspricht iibrigens der Identitit (6.7) fiir den Fall n=2.
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Rys.
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