M—Radikale von universellen Algebren

Von REINHARD STRECKER (Giistrow)
In memoriam ANDOR KERTESZ

0. Im Gegensatz zur Ring- und Gruppentheorie hat man in universellen Al-
gebren einen schwicheren Radikalbegriff. Das hat zur Folge, daB in Klassen uni-
verseller Algebren wohl die radikalfreien Algebren noch das Radikal bestimmen,
aber die radikalen die radikalfreien und damit das Radikal nicht mehr eindeutig
festlegen. HOEHNKE [4] betrachtet spezielle Radikale, die er M-Radikale nennt,
und die durch ihre Klasse radikalfreier Algebren eindeutig bestimmt sind. Fir
M-Radikale kann er dic Konstruktion des unteren Radikals von KURroscH [7]
iibertragen. Im Abschnitt 2 der vorliegenden Arbeit iibertragen wir die Konstruk-
tion einer radikalen Klasse aus einer gegebenen von Yu-Lee Lee [10] (vgl. auch
LeavITT und YU-Leg LEE [9] SzAsz [13] und WIEGANDT [18]). Im Abschnitt 3 wird
die Kongruenz M-Radikal nidher untersucht und im Abschnitt 4 werden fiir Halb-
gruppen Beispiele fiir Relationen M und radikale Klassen gegeben.

1. Radikale und halbeinfache Klassen

Wir gehen von folgender Kategorie C aus. ob C sei eine abstrakte Klasse
von Algebren eines festen finitiren Typs. Die Morphismen von C seien Homo-
morphismen zwischen den Algebren (nicht notwendig alle). C erfiille folgende
Bedingungen

i) Es gibt in ob C eine einelementige Algebra. Diese ist terminales Objekt in C.
Die terminalen Objekte von C bezeichnen wir mit ob® C.

ii) Falls «: A-B und f: A-C<C mit KeraESKerf,, so gibt es ein
7: B—=CeC mit ya=p.

iii) Die Menge C(A) aller Kongruenzen ¢ der Form 6=Kera, 2: 4—...€C
ist ein vollstindiger Verband.

Wir beziehen uns in diesem und dem folgenden Abschnitt auf C, alle auftreten-
den Objekte seien aus C, alle auftretenden Homomorphismen seien Morphismen
aus C, und es werden nur solche Kongruenzen betrachtet, die Kerne von Mor-
phismen aus C sind.

Es sei R eine auf ob C definierte Funktion, die jeder Algebra A<ob C eine
Kongruenz R(A4)€C(A) zuordnet. R heiBt ein Radikal, wenn gilt

(1) @R(A)= R(B) fiir alle A, Bcob C und Surjektionen ¢: A—+B aus C. Dabei ist

@R(A)={(¢(a), 0 (b))/(a, b)c R(4)}.
(2) Es ist R(4/R(A4))=0 (die Nullkongruenz).
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Die Algebren A¢ob”C mit R(A)=0 heiBen radikalfrei oder halbeinfach, die
Algebren 4 mit R(A)=1 (Allkongruenz) heiflen radikal.

Es ist R(A) die feinste Kongruenz derart, dal 4/R(A4) radikalfrei ist. Denn
ist A/e radikalfrei, so ist nach (1) e(a)=a(b) fiir alle (a, b)e R(A).

Diese Definition des Radikals stammt von HOEHNKE [4], sie stimmt fiir Ringe
und Gruppen nicht mit der Definition von KUROSCH [7] und AMITSUR [1] liberein.

Eine Algebra A heilt subdirektes Produkt der Algebren A, icl, A= ][] A,

i€l
genau dann, wenn es Surjektionen x;: A— A, gibt derart, dafl ) Ker m;=0.
n’:!

Ist eine (in C) subdirekt abgeschlossene Klasse & von Algebren mit
Fob’C=0 gegeben, so bezeichne ' (F) die Klasse der Surjektionen aus C
auf Algebren aus §. Die Klasse der Surjektionen aus ' (§F) mit der Quelle 4
bezeichnen wir mit 3 (§). Wir definieren Rz durch

A

(3) Rz;(A)= [ Kero,

9EX (@)
dabei wird fiir leeres > (§) gesetzt R;(A)=1. HOEHNKE [4] beweist folgenden
A

Satz 1.a) Die Klasse ¥y der beziiglich des Radikals R halbeinfachen Algebren
ist subdirekt abgeschlossen.

b) Zu vorgegebener subdirekt abgeschlossener Klasse § mit §1ob” C=0 ist
Rs ein Radikal.

BEWEIS. a) Sei 4= ﬂ A;. und es seien 7;: A—~A; die zugehdrigen Surjektionen.

Nach (1) gilt =, (R(A))CR(A,] 0, und wir haben R(A)=0.

b) Es sei n eine Surjektion von A4 auf B und (a, b)€ Rz(4), d. h., ¢(a)=¢(b)
fir alle ¢: A—~X, X€§, also insbesondere fiir die ¢, die sich iiber B faktorisieren
lassen, d. h., es ist (n(a), n(b))€ R5(B). Es sei n die natiirliche Surjektion von 4 auf
A[Rg(A). Fir nc 3 (F) gilt Kern2Rz(4), es ist m=e¢n fir ein geeignetes

A
pc 3 . Es folgt aus (a, b)¢ Ry(A/R5(A4)) die Gleichheit ¢(a)=¢(b) fir alle
A/Rz(A)

@c > . Fiir beliebige Urbilder @ und b von @ und b gilt on(a)=opn(b), on
A/RZ(A)

durchlduft mit ¢ ganz 3 (§F), daher folgt (a, b)< Rz(A), und es ist a=b.
A
Folgerung 2. (HOEHNKE [4, 5].) Es sei R ein Radikal, &g die Klasse der radikal-
freien Algebren. Dann ist
R(A)= () Kereo.

Qc -‘:_4(3“’
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2. Untere Radikalkonstruktionen fiir M/-Radikale

In ob C\ob" C sei eine bindre Relation M gegeben, und es gelte
(4) (A, A)cM fur alle A<ob C\ob’C.

(5) Wenn A gemaBl A= ][] A;subdirekt dargestellt ist und (A4, B)c M, so existieren
icr
ein Index / und eine Surjektion ¢: B—B, derart, daB (4;, B)cM.

In Verschirfung von HOEHNKE [4] nennen wir ein Radikal ein M-Radikal,
wenn M die Bedingungen (4) und (5) erfiillt und wenn gelten:

(6) Fiir alle 4, Bcob C gilt: Wenn A<§g und (A4, B)EM, so ist B nicht radikal.
(7) Fiir alle Ac0ob C\ob?C gilt: Wenn fiir alle B€ob C aus (4, B)¢ M stets folgt,
dall B nicht radikal ist, so ist A€ Fx.

In Analogie zur Ringtheorie (vgl. WIEGANDT [18], SzAsz [13] Divinsky [3])
nenner wir eine abstrakte, nichtleere Klasse R von Algebren M-radikal, wenn die
folgenden Bedingungen erflillt sind:

(8) Wenn AR und ¢: A-—-B<|obC, eine Surjektion ist, so gibt es ein C<R, mit

(B, C)eM.

(9) Wenn fiir jede Surjektion ¢: B—~C, C¢|ob’ C, ein DeR, existiert mit (C, D)EM,

dann ist B€ R,

Wegen (9) sind die Objekte aus ob” C in jeder M-radikalen Klasse enthal-
ten. Aus (8) und (9) folgt leicht, dall eine M-radikale Klasse homomorph ab-
geschlossen ist.

Satz 3. Eine Klasse R ist M-radikal genau dann, wenn es ein M-Radikal R gibt
derart, daf} R(A)=1--AcNR.

BEweEIs. a) Es sei R eine M-radikale Klasse. Wir setzen
(10) A= F-~Aus (A4, B)eM folgt BE|R und es ist A<|ob’ C.
Es ist Flob"C=0. §F ist subdirekt abgeschlossen, denn sei A= [] A;, AcH

i€r

und (A4, B)< M. Nach (5) gibt es ein ¢@: B—B; mit (A;, B;)¢ M, nach Voraussetzung
folgt B;<|'R. Daraus folgt die Existenz eines ¢": B,—~C, C¢|ob" C, so daB es kein
DeR mit (C, D) M gibt, daher gibt es zu ¢@’¢: B—+~C kein DER mit (C, D)EM,
es folgt B<M und A4 € §. Nach Definition von Ry ist Rz(A4)=1« 3 (§F)=0. Radikal

A
in Bezug auf R; sind genau die Algebren 4, die sich nicht surjektiv auf Algebren
aus §F abbilden lassen. Sei A4 ecine solche Algebra. Fiir jede Surjektion ¢: 4-~C
ist C€|§, daher gibt es ein DER mit (C, D)é M, und es ist A€R. Nach (8) lassen
sich die Algebren aus R nicht surjektiv auf Algebren aus §F abbilden. Deshalb ist
R die Klasse der beziiglich R; radikalen Algebren. Offensichtlich ist Rz ein
M-Radikal.

b) Es sei umgekehrt R ein M-Radikal und R die Klasse der Algebren 4 mit
R(A)=1. Man zeigt leicht, daB R eine radikale Klasse ist.

Die der M-radikalen Klasse R vermdge (10) zugeordnete halbeinfache Klasse
heiBt die zu R gehorige halbeinfache Klasse §, das zugehdrige M-Radikal R, das
zu R gehorige Radikal. R ist nach HOEHNKE [4] durch R eindeutig bestimmt.

HoeuNKE [4] hat die Konstruktion des zu einer homomorph abgeschlossenen
Klasse P gehdrigen unteren Radikals £ gegeben. Eine andere Methode, um aus
einer gegebenen Klasse von Ringen eine radikale Klasse zu gewinnen, gab

s‘
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Yu-Lee Lek [10], vgl. auch WIEGANDT [18], LEAviTT und Yu-LEE Lk [9], LEaviTT [8],
SzAsz [13]. Wir lbertragen diese Methode auf Algebren. Sei A eine Algebra, B
eine Teilalgebra. B heilit erreichbar, wenn es eine Folge C,, ..., C, von Algebren
gibt, so daB (4, C,), (C;, Cy), ..., (Cp—1, C), (C,, B)EM sind.

Zu einer gegebenen Klasse B bilden wir #P={4<obC|Zu jedem homo-
morphen Bild B¢|ob” C und (B, C)¢M gibt es eine Teilalgebra UZ C, U,
Uc|ob® C, die erreichbar ist.}.

Satz 4. %P ist eine M-radikale Klasse.

Beweis. Offensichtlich ist /B homomorph abgeschlossen. Daher ist (8) mit
C=B erfiillt. Nun gebe es zu jedem ¢: B—-C, C¢clob”’C, ein D aus %P mit
(C, D)EM. In D gibt es ecine Teilalgebra Uc B, die erreichbar ist, d. h., es ist BEZR,

Die zu einem M-Radikal R gehorige halbeinfache Klasse § hei3t M-erblich,
wenn aus A € §, (4, B)e M folgt B .

Der folgende Satz ist ein Analogon zu einem Satz von LEeAvITT und
Yu-Lee Lee [9].

Satz 5. Ist R eine M-radikale Klasse, deren zugehirige halbeinfache Klasse
M-erblich ist, so ist YR="NR.

Bewels. Offenbar gilt R 2 R. Es sei RO N, dann gibt es ein A4 €N, AcYNR.
Fiir das zu R gehorige M-Radikal R gilt R(A):= A, es ist daher A/R(A) halbeinfach
aber nicht aus ob® C. Gilt (A/R(A), C)EM, so ist auch C halbeinfach. Daher ist
auch jede erreichbare Teilalgebra U¢|ob® C von C halbeinfach, insbesondere U<|'R,
und damit ist 4€|/#N, im Widerspruch zur Annahme.

Folgerung 6. Es sei ¥ homomorph abgeschlossen. M besitze die Eigenschaft,
daff die zu LB gehorige halbeinfache Klasse M-erblich ist. Dann ist £ =%p.

Beweis. Nach Definition von 2B gilt LB HP. Es ist P #P. Nach Satz 5
folgt W PEYLP=FLp.

Wir werden nun zeigen, daB es immer ein M gibt, so daB dic Voraussetzung
der Folgerung 6 erfillt ist.

Beispiel 7. Es sei R ein Radikal, § bzw. R die zugehdrigen halbeinfache bzw.
radikale Klassen. Wir setzen

Falls AcE, so BE|R,
falls A€|§, so B beliebig.
Fualls A<®, so BERg,

Jalls A€|§, so B beliebig.

Es ist R sowohl M- als auch M*-Radikal. § ist M *-erblich.

Beweis. Da RN F=0, ist (4) erfiillt. Sei 4 dargestellt als subdirektes Produkt
A= ][] A;. Ist AcF und (A4, B)eM, so ist Bc|R. Gilt fiir wenigstens ein j</ die
i€l
Beziechung A,£§, so ist (4;, B)e M. Ist A;€|§ fir alle i€/, so ist (4;, B)eM fir
alle A;. Ist AEF und (A, B)eM*, so ist fur alle i (4;, B)eM”™. Ist A€|§F, dann
gibt es ein j€7 mit A4;€|F, da § subdirekt abgeschlossen ist. Mit (A4, B)cM oder

(11) (mBEMﬂ{

(12) (ABEM*ﬁ{
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eEM”™ ist (A;, B)€M oder ¢M”. (5) ist erfiillt. Nach Definition von M™ ist i
J'W'—el'blich,

Offenbar ist M die grofte Relation derart, dall R ein M-Radikal ist, und es
ist M* die groBte Relation derart, daB R ein M*-Radikal ist, dessen zugehdrige
halbeinfache Klasse § M *-erblich ist.

Satz 8. Es sei R ein M-Radikal fiir alle k aus einer Indexmenge K. Dabei erfiille
M, fiir alle k€ K die Bedingungen (4) und (5). Dann erfiillt auch M=) M, diese
Bedingungen, und es ist R auch ein M-Radikal. RS

Bewels. M erfiillt die Bedingung (4). Seien A= ﬂAi und (A4, B)¢ M. Dann

gibt es ein 1€ K mit (A4, B)e M,. Daraus folgt die Ex1stenz eines ¢: B—B; mit
(A;, B))¢ M, = M. Man sieht ebenso leicht, daB (6) und (7) erfiillt sind.

3. Eigenschaften der Kongruenz M-Radikal

Wir ersetzen in diesem und den folgenden Abschnitten die Bedingung (5)
an die bindre Relation M durch die Bedingung;
(13) Aus (A4, B)cM folgt, daB B eine Teilalgebra von A4 mit |B|=1 ist, und es

folgt (¢(A), o(B))< M fiir jede Surjektion ¢@: A—X mit |p(B)|=1.

Falls eine bindre Relation M auf ob C die Bedingung (13) erfiillt, so auch
(5), (13) ist eine Verschirfung von (5).

Es sei M eine M-radikale Klasse, d. h., M erfiillt die Bedingungen (4) und (13),
und fir das zu R gehorige Radikal gelten (6) und (7).

Hilfssatz 9. Es sei (A, B)¢ M, BER. Dann ist BZ [blg,y4, fiir jedes be B. ([blgay
bezeichne die Kongruenzklasse von b nach der Kongruenz R(A)).

BEwEIS. Es ist R(A4)=(ker ¢, wobei ¢: A—-X die Surjektionen von 4 auf
alle radikalfreien Algebren X durchliuft. Es ist ¢(B) radikal und falls |p(B) =1
ist, gilt (¢(A), (B))c¢M im Widerspruch zur Radikalfreiheit von X. Daher ist
|@(B)|=1 fir alle betrachteten ¢, d. h., B ist in einer Kongruenzklasse nach R(A4)
enthalten, B [b]g 4,

Satz. 10. Es sei {[a;lg4) j€J} die Menge der Kongruenzklassen von R(A), die
Teilalgebren von A sind. Dann ist R(A)= g, wobei ¢ alle Kongruenzen durchliuft,
die ebenfalls alle [a;)g(4y, J€J. als volle Kongruenzklassen haben.

BEwEs. Es ist R(A) die feinste Kongruenz ¢ derart, daB A4/o radikalfrei ist.
Es ist (o< R(A). Wir nehmen (pc R(A) an. Dann ist A/ g nicht radikalfrei,
d. h., es gibtein BER, |B|=1, mit (4/) g, B)e M. Sei n der natiirliche Homomorphis-
mus von A/ p auf A/R(A). Aus |n(B)|=1 folgt, daB das Urbild von B in A Teil-
algebra ist, die in einer vollen Kongruenzklasse nach R(A) enthalten ist. Daraus
folgt aber |B|=1, im Wlderspruch zur Annahme. Daher ist |y(B)|=>1, und es folgt
(A/R(A),q(B))€M das ist ein Widerspruch zur Radikalfreiheit von A4/R(A), da

n(B)ER.

Satz 11. (Erweiterungseigenschaft). Es seien B;, icl, Teilalgebren von A mit
(A, B)EM und B,cR. ¢ sei die feinste Kongruenz von A derart, daf jede Teilalgebra
B; in einer g-Klasse enthalten ist. Es sei A/pcR. Dann ist auch A€R.
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BEWEIS. Es sei ¢: A—X eine Surjektion, X |=1. Ist |p(B;)| =1 fir alle B;, i<1,
so ist X homomorphes Bild von A/g, es folgt X<R und (X, X)EM. Ist [¢(B) =1,
soist (X, @(B;))e M und ¢(B,)cR. Fiir jedes ¢ gibt es daher ein YR mit (X, Y)e M,
nach (1.9) ist A¢R.

4. M,—M ,-Radikale von Halbgruppen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Halbgruppen. Da wir spezielle Konstruk-
tionen durchfithren wollen, nehmen wir C als abstrakte, homomorph abgeschlossene
Klasse von Halbgruppen an, die M-erblich ist, d. h. aus A<ob C, (A4, B)< M folgt
Bcob C. Wir bezeichnen wir iiblich C als universelle Klasse (vgl. Leavitt [8],
SzAsz [13)).

Bekanntlich (s. LiapiNn [11]) heiBBt eine Teilmenge K einer Halbgruppe A4
normaler Komplex, wenn fiir beliebige x, y£ 4" und beliebige k,, k,2 K gilt xk, €K
genau dann, wenn xk,y€ K. Ist K ein normaler Komplex, so ist die Relation

a = b oder
(14) a~b<«qjesgibt u,u'€ A, v, v,€K mit
a=uvu’” und b = uv,u’,

reflexiv, symmetrisch und mit der Multiplikation vertriglich. Thr transitiver Ab-
schluB ¢

(15) (a,b)cp—Esgibt x;,....,x, mit a=x; ~Xs~...~x,=b

ist die feinste Kongruenz derart, daB K eine volle Kongruenzklasse ist. Umgekehrt
gilt, daB die Kongruenzklassen nach einer Kongruenz normale Komplexe sind
(LyapiN [11]). Wir bezeichnen A/p auch mit A/K.
Als Normalteiler eines Monoids wollen wir einen normalen Komplex bezeich-
nen, der das Einselement enthadlt.
Nach JURGENSEN [6] bezeichnen wir eine Unterhalbgruppe B von A als Fast-
ideal, falls fiir alle a< 4 gilt
aBS B oder |aB =1
und
Ba S B oder |Bal=1.

JURGENSEN zeigte, daBB es Fastideale gibt, die keine Ideale sind.

Es seien C und D Klassen von Halbgruppen mit D 2 C. D sei abstrakt, C sei
universell beziiglich der jeweils betrachteten Relation M. Ist N Teilhalbgruppe
und normaler Komplex von A€D, so sei NeD.

|B| =1, und es gibt eine Halbgruppe S aus D
(16) (A, B)€ M| <~ { mit einem normalen Komplex 7 und eine Surjektion ¢
von S auf 4 mit ¢(7) = B.

(17) (A, BYe My, < |B| =1, und B ist Fastideal von A.
(18) (4, B)e My «+ |B| = 1, und B ist Ideal von A.
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Es seien C und D universelle Klassen von Monoiden. Wir definieren

'B| = 1, und es gibt eine Halbgruppe S aus D
(19) (A, B)€ M, ~~ { mit einem Normalteiler 7 und eine Surjektion ¢
von S auf 4 mit ¢(T)= B

Eine ausfiihrliche Untersuchung der M,, Radikale erfolgt in [12].
Offensichtlich richtig ist

Hilfssatz 12. Die Relationen M,— M, erfiillen die Bedingungen (4), (13) und
damit auch (5).

Beispiele 13. a) Es sei C=D eine universelle Klasse von Gruppen. Dann ist
M;=My, und es ist (4, B)c M;«<=B ist Normalteiler von 4. Bezeichnet man den
zur Kongruenz R(A) gehdrigen Normalteiler als das Radikal, so sind die M,-Ra-
dikale genau die Radikale im Sinne von KuroscH [7].

' b) Es sei C=D die Varietdt aller Halbgruppen. Es gilt

(20) (A, B)e M~|B|=1 und B ist Teilhalbgruppe von A.

Bewes. Es sei W, die in C freie Halbgruppe mit den Elementen der Triger-
menge von A als freien Erzeugenden. Entsprechend sei W die in C freie Halb-
gruppe mit den Elementen der Trigermenge von B als freien Erzeugenden. Wir
fassen Wj als Teilhalbgruppe von W, auf. Es ist W, normaler Komplex von W,.
Die Zuordnung ¢": acW;—~ac A 1iBt sich zu einem Homomorphismus ¢ von W,
auf A mit ¢ (W)= B fortsetzen.

c) Es sei M=M. Es sei {B;}, i<, dic Menge der Ideale von 4 mit B;cR.
Dann ist auch B=I[_J B; aus R. Denn ist ¢: B—~C, C#1, eine Surjektion, so ist

icr

fiir wenigstens ein i [@(B;)|#1, und es ist (¢(B), ¢(B;))< M. Nach (9) ist B radikal.
Es folgt leicht, daB3 die Reessche Faktorhalbgruppe A4/B radikalfrei ist. Unmittelbar
aus der Definition des Radikals folgt, daB das M;y-Radikal eine Reessche Kongruenz
ist. Diese Kongruenzen entsprechen eineindeutig den Idealen, daher kdénnen wir
auch B=UB,, icl, BN als das Radikal von 4 bezeichnen. Das Radikal von 4
umfaBt jedes Ideal von A, das radikal ist. Es liegt ein Analogon zum Radikal von
KuroscH—AMITSUR fiir Halbgruppen vor, das in der Literatur vielfach untersucht
wurde (u.a. SzAsz [14], TISCHTSCHENKO [16], WIEGANDT [17]).

d) Setzt man an Stelle von M, (bzw. M,,) die Relation (A4, B)¢ M« |B|>1
und B ist Teilhalbgruppe und normaler Komplex (bzw. Normalteiler), so ist (13)
nicht erfiillt, da das homomorphe Bild eines Normalteilers nicht notwendig Nor-
malteiler ist.

Wir interessieren uns jetzt fiir die Teilhalbgruppen einer Halbgruppe, die zu
einer gegebenen radikalen Klasse gehdren und beweisen

Hilfssatz 14. Es sei M eine der Relationen M{— M. Es sei ‘R eine M-radikale
Klasse.
a) Es seien (A, B,) und (A, B,)EM, By, B;€R und B,(\ B,=0. Dann ist auch
die von B, und B, erzeugte Halbgruppe B={B,\JB,)cR.
b) Es sei B, B,< ... eine aufsteigende Folge von Teilhalbgruppen von A mit
BieR, i=1,2, ...(A, B)¢M. Dann ist auch B=|) B;cR.
i=1
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BEWEIS. a) Wir zeigen, daB fiir jede Surjektion ¢: B—X, |X|#1, ein CER mit
[Cl=1 und (X, C)éM existiert. Nach (9) ist dann BeR. Gilt |@(By)|=1 und
l@(B,)|=1, so gilt wegen B, B,=0 die Gleichheit ¢(B,)=¢(B,)=¢((B,UB,)),
im Widerspruch zu |X|=1. Daher muB} |¢(B,)| oder |@p(B,)l=1 sein, oBdA ¢(B,).
Es ist nach (13) (X, @(B,;))c M, wegen @(B)ER folgt aus (9) BeR.

b) Es sei ¢: B—X eine Surjektion. |X|#1. Gilt fiir alle B; die Bezichung
lo(B)|=1, so ist |[X|=1. Wegen der Voraussetzung |X|>1 gibt es ein B; mit
l@(Bj)|=#1. Es ist (X, ¢(B)))e M und ¢@(B))ER, daher ist XcR.

Mit den Bezeichnungen von Hilfssatz 14 gilt

Folgerung 15. a) Fiir M= My, oder M=M, gilt
(21) (A, (B,UBy))EM und (A, UB)eM.

b) Es sei C=D die Varietdit aller Halbgruppen. Dann gelten auch fiir M= M die
Beziehungen (21).

BEwEIS. a) Die Vereinigung B= U B, einer Menge von Fastidealen mit [ B;=0
ist ein Fastideal (JURGENSEN [6]), ebenso ist die Vereinigung von Idealen ein Ideal,
die Behauptung ergibt sich aus Hilfssatz 14,

b) Folgt fir M=M, aus (20). Analog wie dort folgt die Behauptung auch
fur M=M,.

Satz 16. Es sei M eine der Relationen My, My, My;. C=D sei eine Varietdt,
im Fall M, die Varietdt aller Halbgruppen R eine M-radikale Klasse. Dann gibt es
in jeder Halbgruppe A< C eine Teilhalbgruppe BcR, die beziiglich der Eigenschaft
radikal zu sein und (A, B)e M zu erfiillen, maximal in A ist. Dariiber hinaus gilt fiir
zwei verschiedene solche Halbgruppen B und B’ die Beziehung B(\B'=.

Beweis. Nach Hilfssatz 14 b) besitzt jede Kette in der halbgeordneten Menge
der Teilhalbgruppen von A4 aus R mit (A4, B)EM cine obere Schranke. Aus dem
Zornschen Lemma folgt die Existenz der maximalen Teilhalbgruppe B<9R. Nach
Folgerung 15 ist (4, B)¢ M. Nach Hilfssatz 14 gilt B[\ B'=0 fir B=B".

Wir geben einige Beispiele fiir M-radikale Klassen.

Beispiele 17. a) Es sei C=D die Klasse aller Halbgruppen. M = M,. Die abel-
schen Halbgruppen bilden keine M-radikale Klasse. Denn sei S={l,e, j} mit
ej=e, je=j, e*=e, j=j, 1 das Einselement. Es gibt neben den trivialen Kon-
gruenzen noch die Kongruenz =, die ¢ und j in einer Klasse enthilt. S/= ist
abelsch, {1, j} ist abelsch, daher ist (9) fiir S erfiillt, obwohl S nicht abelsch ist.

b) Es sei C=D die Klasse der kommutativen Monoide. M =M. Die abel-
schen Gruppen bilden eine M-radikale Klasse. Die Bedingung (8) ist offenbar
erfilllt. Nun sei S ein kommutatives Monoid =1 und die Bedingung (9) sei erfiillt.
Wir zeigen, daBl S abelsche Gruppe ist. Sei G die maximale Gruppe von S mit 1
als Einselement. Nach Voraussetzung ist G= 1. Es ist G Normalteiler von S, denn
fiir g, h€ G, x€ S folgt aus xg=h die Beziehung x=hg~'€G. Die feinste Kongruenz,
so daB G eine volle Kongruenzklasse ist, ist durch die Nebenklassenzerlegung nach
G gegeben. S/G bezeichne das homomorphe Bild von S nach dieser Kongruenz.
Ist |S/G|=1, so besitzt S/G eine Gruppe B, |B|>=1. Sei in §/G X-y=1,d.h,in §
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gilt fiir Urbilder x und y von X und y die Beziehung xG - yG € G, daraus folgt x)€G
und daraus x, y€G. Es ist also S/G=1, damit ist S eine Gruppe.

¢) Es sei C=D die Klasse aller kommutativen Halbgruppen. M = M,. Dann
bilden die archimedischen Halbgruppen eine M-radikale Klasse. Denn sei S eine
Halbgruppe und die Bedingung (9) erfiillt. Das maximale homomorphe Bild von S,
das Halbverband ist, besitzt keine nicht-triviale archimedische Unterhalbgruppe,
daher ist dieser Halbverband einelementig, d.h., S ist eine archimedische
Halbgruppe.

d) Es sei C=D die Klasse aller Halbgruppen. M = M,. Dann bilden die Halb-
gruppen, die nur eine triviale Halbverbandszerlegung besitzen, eine M-radikale
Klasse. Denn besitzt 4 nur eine triviale Halbverbandszerlegung, so auch jedes
homomorphe Bild. Es sei die in (9) geforderte Bedingung erfiillt fiir eine Halbgruppe
S. Es sei ¢: S—X. die Surjektion auf das maximale homomorphe Bild. das Halb-
verband ist. Ist X1, so besitzt jede Unterhalbgruppe T mit |T|=1 eine nicht-
triviale Halbverbandszerlegung. Daher ist |X'|=1 und S ist M-radikal.

¢) Es sei C=D die Klasse aller kommutativen Halbgruppen. M= M,. Dann
bilden die abelschen Gruppen eine M-radikale Klasse. Offenbar ist die Bedingung
(8) erfiillt. Es sei B eine abelsche Halbgruppe derart, daB fiir jede Surjektion
¢@: B~C, |C|#1, eine Gruppe =1 in C enthalten ist. Wir zeigen, dal B Gruppe
ist. Wir bilden B auf das maximale homomorphe Bild ab, das Halbverband ist.
Ein Halbverband enthilt keine nichttriviale Gruppe, nach Voraussetzung ist daher
B eine archimedische Halbgruppe. B besitzt ein Idempotent e, als archimedische
Halbgruppe hochstens eines, also genau ein Idempotent e (s. CLIFFORD— PRESTON [2]).
Es sei Be— B. Dann besitzt auch die Reessche Faktorhalbgruppe B/Be nur ein
Idempotent. Es ist |B/Be|1, daher besitzt B/Be eine nichttriviale Teilhalbgruppe,
die Gruppe ist. Diese besitzt aber Be, also Null, als Einselement, das ist ein Wider-
spruch. Daher ist Be=B. Es folgt be=5b fiir alle b€ B. Da B archimedisch ist, ist
jede Gleichung xa=e l6sbar. Sei auch ya=e, es folgt yxa=xe=x=y. Daraus folgt,
daBl jede Gleichung xa=5b eindeutig Iosbar ist, B ist Gruppe.
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