Analytische und fraktionelle Iteration formal-biholomorpher
Abbildungen und Differenzenrechnung

VYon LUDWIG REICH (Graz)

§ 1. Einleitung. Die Struktur der Zusatzmonome

In der Arbeit [1] wurde von den Verfassern ein Kriterium fiir die analytische
Iterierbarkeit eines Automorphismus F des Ringes C[x,, ..., x,] der formalen
Potenzreihen in n Unbestimmten x,, ..., x,, iilber C angegeben, das den Zusammen-
hang der Iteration mit der Existenz einer gewissen ausgezeichneten (einer sogen-
annten ,,glatten*) Normalform von F verwendet. Dieses Kriterium erwies sich
als Verallgemeinerung eines dlteren Resultats von D. C. Lewis (vgl. [2]) und SHL.
STERNBERG [3], das eine hinreichende Bedingung fir die Existenz einer analytischen
Iteration von F darstellt. In den Beweisen der Arbeit von LEWIS spielten rekursive
Systeme von Differenzengleichungen eine entscheidende Rolle, wihrend in [1] und
[3] der Zusammenhang mit gewissen autonomen Differentialsystemen herangezogen
wurde. Es erweist sich aber nun, dal3 die Idee von Lewis, nimlich die Konstruktion
analytischer Iterationen mittels der Auflésung von linearen inhomogenen Systemen
von Differenzengleichungen, einen sehr einfachen Zugang nicht nur zu dem in
[1] bewiesenen Kriterium ermdglicht, sondern dariiber hinaus auch den analogen
Satz iiber die Existenz fraktioneller Iterationen eines gegebenen Automorphismus
F sogleich mitliefert. AuBer wohlbekannten Existenzaussagen bei Diflerenzen-
gleichungen werden nur Sitze aus der Theorie der Normalformen biholomorpher
Abbildungen aus [4] und beim Beweis der Notwendigkeit unserer Bedingung das
Hauptergebnis aus [5] herangezogen.

Nun zu den Bezeichnungen und zur Formulierung der Sitze, die wir hier

beweisen wollen. Ein Automorphismus F des Ringes C[x,, ..., x,] ist gegeben durch
(1) F: x— F(x) = Ax+B(x),

wobei x='(x,, ..., x,) eine Spalte von n unabhidngigen Variablen, 4 eine nicht
singulire komplexe (n, n)-Matrix und P(x)="(P,(x), ..., P,(x)) ein formaler

Potenzreihenvektor einer Ordnung ord P(x)=2 ist. Die gesuchten analytischen
Iterationen {F,|tC}, d. h. einparametrige Liesche Gruppen von Automorphismen,
haben die Elemente

(2 Fi: x— F(t, x) = A(t)x+B(1, x),
und es gilt

3) F,,p = F,oF,,

4) F=F,
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wobei o die Substitution formaler Potenzreihen bezeichnet. ¢ ist ein additiver
Parameter, so daB die Koeffizienten des Potenzreihenvektors F(z, x) holomorphe
Funktionen in ¢ sind. Wie in [1] (oder [6]) nennen wir {F|t€C} eine zu
A=(In g,, ..., In g,) gehirige analytische Iteration von F (mit den festen Bestimmun-
gen In g; der Logarithmen der Eigenwerte ¢,, ..., o, von A), falls A(t) die Eigenwerte
erat . emet hat.

Bekanntlich gehdrt jede analytische Iteration zu genau einem geeigneten A
(vgl. [6]). Fiir die Normalformen der Automorphismen F gegeniiber Konjugierten-
bildung und den dabei wesentlichen Begriff des Zusatzmonoms?') verweisen wir
auf [4], fiir den Begriff einer beziiglich A glatten Normalform auf [1]. Dann lautet
der von uns zu beweisende Satz iiber analytische Iterationen:

Satz 1. F besitzt genau dann eine analytische Iteration beziiglich A=
=(In g, ..., Ing,), falls F zu einer beziiglich A glatten Normalform

N: x— Jx+N(x)

konjugiert ist (N=T 'oFoT mit einem Automorphismus T), d.h. in der Kom-
ponente N, (x) von N(x) treten hiochstens solche Zusatzmonome x*=x%...x%4n mit
einem von O verschiedenen Koeffizienten auf, fiir die gilt:

Ing,=Jalng (J=2 o,=0 o ganz).
i=1

Der Beweis dieses Satzes mittels der Methode der Differenzengleichungen ist in
§ 2 enthalten. Ein analoger Satz laBt sich fiir das Problem faktioneller Iteration
von F aussprechen. Dazu sei m eine natiirliche Zahl. G heiffit m-te Wurzel von F
(fraktionelle Iterierte m-ter Ordnung von F), falls gilt:

" =Go..oG=F,
~minal

wobei wir noch die Eigenwerte g}'™, ..., o™ des Linearteils von G vorgeben. (Not-
wendigerweise ist p]™ eine m-te Wurzel von g;).
Hier gilt folgendes Ergebnis:

Satz 2. F besitzt genau dann eine m-te Wurzel zu einer gegebenen Bestimmung
(o™, ..., o™y der m-ten Wurzeln der ¢;, falls F zu einer solchen Normalform

N: x— Jx+N(x)

konjugiert ist, so daf in N, (x) hochstens solche Zusatzmonome x* mit einem von
Null verschiedenen Exponenten auftreten, falls

¢’™ = (e ... (™).

Der Beweis dieses niitzlichen Kriteriums wird in § 3 ebenfalls mittels der
Methode der Differenzenrechnung im engen AnschluB an den Beweis von Satz 1
gefiihrt.

1) x* heiBt Zusatzmonom zum Eigenwert g;, falls ¢;=pf... g&» (x*=x{'... x3").
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Wir beschlieBen die Einleitung mit Hilfssitzen, die sowohl im Beweis von
Satz 1 als auch von Satz 2 verwendet werden.

Hilfssatz 1. Vorgelegt sei das System von Differenzengleichungen

nt+1) = en() +e"ePy (1)
Y1) = yi(0)+0ya(0) + e Py(1)

Ye(t+1) = yo_1(O+ 0y, (1) +e"@P,(D),

in dem die P;(t) Polynome in t sind, ¢#0. Dann existiert eine Losung
(31(0); <oy ys(2)) mit
yi(t) = " Qy(n),

wobei Q; nin Polynom in t ist, das fiir t=0 verschwindet.

BeEwEs. Der Ansatz y,=e"¢ Q,(t) in der ersten Gleichung fiirt auf:

0,(1+1) = Ql(r)%ﬂ(r).

Ist P,(t)=0, so geniigt es, Q,(1)=0 zu nehmen. Ist P,(t)=c,t"'+¢;_ 1" +...
wetC, #0, I=1, so machen wir den Ansatz y,(t)=d, t'*'+...+d,. Wir
erhalten fir die Koeffizienten d;, j=1, ein eindeutig auflésbar rekursives lineares
Gleichungssystem, wihrend Q,(0)=0d,=0 ergibt. Sobald y,=e"¢'Q,(t) bestimmt
ist, ergibt sich die Existenz von y,=¢"¢ Q, (1), k=2, mit den gleichen Uberlegungen.

Hilfssatz 2. Verschwindet ein Polynom P(u,v) (in den Unbestimmten u und v)
mit komplexen Koeffizienten fir alle ganzen Werte von u und v, so verschwindet
P(u, v) identisch.

BeweErs. Es sei P(u, v)=P,(u)v"+ ...+ Py(u), mit Polynomen P,(x) in u. Fiir
jedes uyeZ gilt:

P(uy, v) = P, (ug)v™ + ...+ Po(uy)

verschwindet fiir alle v€Z, somit folgt P, (u)=...=Py(uy)=0, fiir alle w,€Z,
also P;(u)=0, j=0,...m. Das bedeutet aber P(u, v)=0.

Sodann bendétigen wir noch einige Tatsachen iiber die ,,Substitution von Zu-
satzmonomen in Zusatzmonome', bzw. iiber die ,,Substitution von glatten Zu-
satzmonomen in glatte Zusatzmonome*, deren Beweis z. B. in [4] steht.

Hilfssatz 3. Es sei x*=x%1...x3n ein Zusatzmonom zu o; (im Relationensystem
Jir 0, ...;0.), und es sei etwa 0 =0:=...=Qy; s O _1+1= 0 +2=
=0 s vens Oppy_y41=--- =0y, die Zerlegung der Menge {0,.--0,} in untereinander
gleiche g;. Y;, j=1,...,n, seien formale Potenzreihen in y,, ...,y,, so dap, falls
o +1=j=14,
Iy

P cﬂyl+| iZ’; R

Imty_y#1

Y

4+
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wobei die zweite Summe X’ iiber alle diejenigen v zu erstrecken ist, fiir die x* Zu-
satzmonom zu @; ist. Dann ist die formale Potenzreihe

(Yl (J’))" (Yu (J’))"‘

ebenfalls eine Summe von mit komplexen Koeffizienten multiplizierten Zusatzmono-
men zu Q;.

Hilfssatz 4. Es sei x=x71...x%» ein glattes Zusatzmonom zu o, beziiglich einer
Bestimmung A=(In gy, ...,In p,) der Logarithmen der p¢; (— dabei ist in der
Bezeichnungsweise von Hilfssatz 3 Ing,  .,=...Ing,, k=1,...,r, t,=0; zu
wdihlen —). Y ;(y) seien formale Potenzreihen wie in Hilfssatz 3, wobei hier die zweite
Summe aber nur iiber glatte Zusatzmonome zu ¢; beziiglich A zu erstrecken ist. Dann
ist die formale Potenzreihe

() ... (Ya ()
Summe von glatten Zusatzmonomen zu g; beziiglich der Wahl A.

Hilfssatz 5. Es sei A=(Ing,, ..., In g,) eine feste Wahl der Logarithmen der
Eigenwerte ¢,, ..., 0,. Dann existiert eine komplexe Zahl t, mit folgender Eigen-
schaft: x*=xp...xjn ist genau dann glattes Zusatzmonom zu g, beziiglich A, falls
x* Zusatzmonom zu €™ ist im Relationensystem fiir o', ... e (d. h. falls
e'"%=exp (1, > o;In g;)).

iml

Bewess. Falls x* glattes Zusatzmonom zu g, beziiglich A ist, d. h. falls In g,=
= > oIng;, so gilt offensichtlich fiir jedes 1,: exp t,In g,=exp (t,Z¢; In g;),
i=1

d. h. x* ist glattes Zusatzmonom zu e™&"% im Relationensystem fiir

eneito, ., enets,

Es sei nun, zum Beweis der Umkehrung, W der von In g,,...,In g,, liber
Q erzeugte Vektorraum. W ist endlich-dimensional, wihrend C iiber Q unendliche
Dimension hat. Somit existiert ein 5,6 C, das nicht in W enthalten ist. Klarerweise

: ’ 2ni : e .
ist s5,7=0. Es sei ri,=s—. Ein solches f, hat nun die in Hilfssatz 5 verlangte

0
Eigenschaft. Falls nimlich xj:...x% Zusatzmonom zu exp #,In g, im Relationen-
system fiir exp #,In gy, ..., exp 7, In g, ist, so haben wir

exp 1 In g, = exp (1, Z%;1n @),

somit
toln g, = toZo;In ;4 2miv, vEZ,
oder
2mi
Ing, = Zo; In g,-+r— .
0

Z 2ni ; T
Wire v#0, so wire demnach Ry von In g,, ..., In g, linear abhiingig iiber
0
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Q, gehorte also zu W. Somit erhalten wir
In g = Zo;1In g;,
d. h. x* ist glattes Zusatzmonom zu g, beziiglich A.

Wir bendtigen noch einen Satz iiber die mit einer Normalform F vertauschbaren
Automorphismen T. Der allgemeine Fall, bei dem die Schwierigkeiten im Linearteil
von T liegen, wird im [5] behandelt. Wir nehmen hier an, daB die Normalform als

F: x— Jx+P(x) = F(x)
gegeben ist; J sei Jordansche Normalform und es sei genauer
J =Bl rE1),

wo J; ein Jordanblock, und zwar eine obere Dreiecksmatrix mit dem Eigenwert
o; sei. J; stehe in den aufeinanderfolgenden Zeilen 7,_,+1, ..., t; (#,=0). Fiir die
k-te Komponente F,(x) des Potenzreihenvektors F(x) kénnen wir dann nach Vor-
aussetzung schreiben, falls ¢_,+1=k=1, ist:

Fo(x) =oxyt+exppq+ 2 Pryx’ mit e=1 oder =0,
vj=2

wobei X’ andeutet, dall nur iiber Zusatzmonome zu g, summiert wird, d. h. dal3
Pr,,=0, falls x* kein Zusatzmonom zu g, ist. Unter den (invertierbaren) Losungen
T der Funktionalgleichung FoT=ToF betrachten wir hier nur solche T: x+
—Bx+T(x), fiir deren Linearteil B gilt: (I) B=B,®...® B, (das gleiche r wie
in der direkten Zerlegung von J), wobei B, in den Zeilen mit den Indizes 7,_,+1,
..., 1, steht, die fiir J definiert wurden. (1I) Die B, sind, wie die J,, obere Dreiecks-
matrizen. Unter diesen Voraussetzungen werden wir zeigen

Hilfssatz 6. Ist F eine Normalform der eben beschriebenen Gestalt und T eine
invertierbare Léosung der Funktionalgleichung FoT=ToF mit der unter (1), (II)
angegebenen Struktur des Linearteils, so gilt T: x—Bx+T(x) mit folgenden Eigen-
schaften:

a) BJ=JB.
b) In der k-ten Komponente T, (x) von T(x) treten, falls t,_,+1=k=t,, hiochstens
Zusatzmonome zu @, mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten auf.

Beweis. Es sei x* |¢|=2, das in der lexikographischen Ordnung fiir Mono-
me kleinste. Monom (also insbesondere des kleinsten Grades), das in irgendeinem
T, (x) mit einem von Null verschiedenen Koeffizienten auftritt, ohne Zusatzmonom
zum zugehorigen Eigenwert ¢, ,_,+1=k=¢, zu sein.

Wir nehmen ferner an, es sei k der groBte Index eines T;(x), fiir den dies, bel
festem minimalen |x|, der Fall ist. Die Funktionaigieichung FoT=ToF ergibi
dann (etwa in C[y,, ..., »,])

F(Ty(»), .... T,(») = T(F/©O), ..., F,(M),
o T (y)+e T () +M.§=' Pey T(Y) =
= bu F,(V)+...4+ by, F,(») *']”é; e, n FO).

somit
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Wir vergleichen nun die Koeffizienten von x* auf beiden Seiten dieser Gleichung.
Mit {F(y)},. bezeichnen wir den Abschnitt des Grades m—1 (m=1) der Potenz-
reihe F(y), mit [F(y)], den Koeffizienten des Monoms »* in F(y). Der Koeffizient

[o () +& T (y) +m§; Py TV ]

ist nun offensichtlich, wegen |v|=2, gleich

@;[I!'"k(y)],.+a.‘{?!”m(y)]w[2 . ZI lI:f;t.vli”l(y)}r,a---{7‘..(}'J}|";:.']m-

=|v|=|al—

In T, ., (p) tritt das Monom y* nicht wirklich auf, nach Annahme iiber die Maximali-
tit des Indexes k. In jedem {7;(p)},,, treten wegen der Minimalitit des Nichtzu-
satzmonoms x* nur Zusatzmonome auf, und zwar zu g, falls ¢, ,+1=j=1,.
Der Linearteil von T(y) ist nach Voraussetzung (11) von der Form

bux Vi + byx s 1 Visr1+ o+ bye ¥,

so daB Hilfssatz 3 anwendbar ist, weshalb auch in

2=|v|slal -1

nur glatte Zusatzmonome zu g, wirklich auftreten. Es bleibt also auf der linken
Seite, da ja
[27..]s; =0, nur g,.

Auf der rechten Seite ist zunichst [by; F;(p)],=0.
In der Summe t, . F(y), sind wegen der Minimalitit von « alle #, ,=0
2

ME
fir |u|<l«|, falls x* kein Zusatzmonom zu g, ist. Nach Hilfssatz 3 tragt daher
;’ . F(»)* nur glatte Zusatzmonome (zu g,) bei, es ist also
2=|u|=|a|-1
Z rk.nF(y)u]s —- 0‘

2=|ul=la| -1

[ Z %.FOYl.=0.

|ul=lal

Klarerweise gilt

Es bleibt also
[ 2 4,.F0)]

lul= =l

zu berechnen. Wegen der Minimalitat von o in bezug auf ,,f, ,#0, x* kein Zusatz-
monom zu g, gilt:

[!l-ll"zl;l tlc,u F(y)ﬂ]‘ = [Iﬂlglll tk.,u(gl N1 +£l y2}al LEL] (Qnyu)z"]z =

= [t (@1 Y181 VD)™ - (@ V)]s = € tk 2>

mit der Abkiirzung g*=pf...@Jngin+...05». Dabei wurde nochmals verwendet,
daB #, , F(y)" mit kleinerem p als x keinen Beitrag zum Koeffizienten von y* liefern
konnen, da dann 7, ,>0 nur, falls x* Zusatzmonom zu g; ist, und somit die Sub-
stitution von F(y) fir x nach Hilfssatz 3 nur Zusatzmonom zu g, ergibt.
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Die Koeffizienten miissen aber links und rechts gleich sein, also folgt
(e;—0%)1,,=0; da aber x* kein Zusatzmonom zu g, ist, haben wir g,—g*#0,
somit #, ,=0, im Widerspruch zur Annahme. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Wir fiigen noch folgende Bemerkung an. In den Bezeichnungsweisen von Hilf-
satz 3 und Hilfssatz 4 gilt fiir die Unbestimmte x;, mit t,_,+1=j=4, k=0, ..., r,
offensichtlich

X; = X{htl... Xphn = X%,

wobei, fiir ein weiteres i mit £, _, +1=i=1¢, gilt:

n n
Ing; = e, Ing, = > ¢,lng, =Ing.
r=1 r=1

Somit erfiillt der Exponentenvektor e; von x; die Eigenschaft eines (glatten) Zu-
satzmonoms x" zu g; (beziiglich A), t,_,+1=i=t,, bis auf |v/=2. Somit kann
in allen Sdtzen iiber (glatte) Zusatzmonome (z. B. in Hilfssatz 3 und Hilfssatz 4)
unter einem Zusatzmonom zu g;, f,_,+1=i=t,, auch x; verstanden werden.
Diese Erweiterung des Begriffs ,,(glattes) Zusatzmonom* werden wir in den Beweisen
von Satz 1 und Satz 2 verwenden.

§ 2. Analytische Iteration und Differenzenrechnung

Um Satz 1 zu beweisen, nehmen wir zunichst an, F sei eine beziiglich der
festen Wahl A=(Ing,, ...,In p,) der Logarithmen glatte Normalform (vgl. [1]).
Wir werden beweisen, daBl dann F eine zu A gehorige analytische Iteration besetzt.
Ihre Elemente schreiben wir nun genauer als

(5) F(x)=F(t,x) = A@0)x+ % p,(0)x".
Ivi=2

Aus der Funktionalgleichung (3) folgt speziell mit ¢'=1:

(6) F(t+1,x) = F(1, F(t, x)) = Fo F(t, x).

Daraus leiten wir, im Anschlul an Lewis [2], fiir jedes v ein rekursives System von
Differenzengleichungen fiir die Komponenten p, ;(#), j=1,...,n, der Vektoren
p(2), [v|=2, her. Uber den Linearteil A(¢) der analytischen Iteration (5), die zu
A gehdren soll, kénnen wir (vgl. [4]) 0.B.d.A. folgendes voraussetzen: a) A(1)=J,
ist eine Jordansche Normalform. Es zerfalle J in Blécke J; gemiaB

J=1505L0..0J, (r=1).

J; sei eine untere Dreiecksmatrix und der in J; auftretende Eigenwert sei mit o;
bezeichnet (in Abdnderung der in der Einleitung verwendeten Bezeichnungsweise).
Der Block J, stehe dabei in den Zeilen #,_,+1 bis 1, von J (1 =k =r, 1,=0).

b) Wie aus der Theorie der analytischen Iteration von Matrizen bekannt ist,
ist dann eine jede zu A gehdrige analytische Iteration von A(1)=A4=J konjugiert
zur folgenden:

A(t) = A, (DB ...BA, (1),

Ai(1) = "' By, A,(1)=J,

es ist
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wobei B;(t) ebenfalls untere Dreiecksmatrix ist, deren Elemente Polynome sind.
(Fiir diese bendétigen wir hier keine explizite Darstellung). Fiir den Koeffizienten-
vektor p,(7#) des Monoms x" erhalten wir aus (5) und (6)

(7) p,(1+1) = Ap,()+ B, (p, (1), f3),

wobei P, ein Polynomvektor in den Komponenten der Koeffizientenvektoren p,(7)
mit |u|<|v] und in den Komponenten der Koeffizientenvektoren f, der beziiglich
A glatten Normalform F sind. Die Formel (7) gilt auch fiir die Spalten der Matrix
A(t), wenn hier B, =0 gesetzt wird ([A(t+1)=4 -A(1)]). In diesen Fallen (|v|=1)
nehmen wir an, daB die p,(7) gemidB den Bemerkungen a) b) {iber die lineare Itera-
tion A(r) gewihlt werden.

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir mittels vollstindiger Induktion
nach |v|:

Die Systeme (7) besitzen Losungen p,(7), bei denen

p,, () = eoq, (), fir f_,+1=j=y4

mit Polynomen q, ;(¢) in . Falls v nicht Exponentenvektor eines beziiglich A
glatten Zusatzmonoms zu g; ist, so gilt p, ;(1)=0.

Fiir |v/=1 ist auf Grund der Bemerkungen a) b), sowie auf Grund der Tat-
sache, daB sich x;, fir r,_,+1=j=¢, wie ein glattes Zusatzmonom zu g; verhilt,
die Behauptung richtig (vgl. Ende der Einleitung). Es sei also die Behauptung richtig
fiir alle p,(r) mit |u|<|v|, es sei #,_,+1=j=¢, dann folgt aus der Funktional-
gleichung (6) mit (5)

(8) Py, i(1+1) = (Ap,(1);+[B;(F (1, x), ..., F,(t, x)],:

hier haben wir mit [;(F(z, x)], den Term ¢x” in der Potenzreihe in der eckigen
Klammer bezeichnet. Bedeutet allgemein {(x)},,; den Abschnitt des Grades |v|—1
im formalen Potenzreihenvektor B(x), so kdénnen wir wegen |v|=2 umformen:

[B;(Fi(t, %), ..., F(t, )], = [B,({F@ 0} ],

Nach Induktionsannahme sind alle in {F(z, x)},,, wirklich auftretenden Monome
ebenfalls glatte Zusatzmonome zu g, falls 7,_,+1=/=1¢,. Nach Hilfssatz 4 sind
daher alle in {P;(F,(¢, x), ..., F,(f, X)};,+1 wirklich auftretenden Monome x* glatte
Zusatzmonome zu g; beziiglich A. Daraus folgt: Ist x* kein glattes Zusatzmonom
zu g;, so lautet (7) fiir die j-te Komponente wegen ‘B, ;(p,(7), £,)=0: p, ;(t+1)=
=(A4p,(1));, somit:
. pv.j(‘-{- l) o elne“q"j(!)
mit
9,0 =0, f,=j=y.
Es sei nun x* glattes Zusatzmonom zu g;.
Nach Induktionsannahme gilt

{'Fi(t’ x)}v = e'"’ . E(“! .T), (fur :k—l+l =ls It)o

wobei die Koeffizienten von F;(z, x) Polynome in ¢ sind. Nach dem, was iiber die in

{‘.BJ(F(I, x)}Mﬂ, also in  [P;(F(1, x)],
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wirklich auftretenden Monome vorhin bewiesen wurde, gilt somit
{g-tj(F(:, J'3)}|\a|+1 = el"et . RNV (1, x),
wobei die Koeffizienten von R{’(¢, x) Polynome in 7 sind. Somit lautet (7) fir
p,,;(1) in diesem Fall
&) P, (t+1) = (Ap,(1);+ "% q, ;(1)

mit einem Polynom gq, ;(?).
Nach Hilfssatz 1 hat dieses System von Differenzengleichungen eine Ldsung

pv.j(’) — elng"qv.j(r)s (Ii—1+l = j = Ii)s

mit Polynomen gq, ;(¢), die fir /=0 verschwinden.
Es ist jetzt zu beweisen, daB der mit den oben konstruierten p,(r) gebildete

Potenzreihenvektor
Ft('x) =| ]Z,I ‘pv(r)xv
v|E

eine analytische Iteration von F ist, die zur Wahl A der Logarithmen gehort, d. h.
daB die Funktionalgleichung

(3) F,., = F,oF, und die Randbedingung

4) F, = F befriedigt werden.

Auf Grund der Bedingung p,(0)=0 fir |v|=2 gilt F,=id, und daher wegen
der Relation F(r+1, x)=FoF(t, x), von der wir bei der Konstruktion der p,(f)

ausgingen:
F, = FoF,=F.

Daraus folgt mittels vollstindiger Induktion nach m:
F,=F™ meN, wegen F,,,= FoF,.

Somit gilt fiir auch fiir alle ganzen m, m” F,, ., = F,oF,., wie leicht zu verifizieren
ist. Wir vergleichen nun den Koeffizienten eines Monoms x” in F;(z+1’, x) mit
dem in F;(t, F(t’, x)). Es sei f,_,+1=j=r. Dann ist der Koeffizient von x* in
Fi(t+1t',x) p, ;(t+t)=exp (t+1") In gyq, ;(t+1"), wobei das Polynom q, ; iden-
tisch verschwindet, falls x" kein glattes Zusatzmonom zu g, beziiglich A ist. An-
dererseits erhalten wir

[F;(t, F(r', )], = [mé'] P(OF (', x) ... F (1, x)"],.

Nach Konstruktion ist p, ;(1)#0 hochstens dann, falls x* glattes Zusatzmonom
zu @; ist, und es gilt p, ;(r)=e"%'q, ;(r), mit Polynomen q, ;(r). Aus Fi(1'x)
1aBt sich, falls t,_,+1=[=1, €' herausheben, und der restliche Faktor hat
Koeffizienten, dic Polynome in ¢’ sind. Somit 1aBt sich aus

{Z pﬂ;(r)Fl(r‘s x)”‘ Fn(t’s x)“"}|v|+1
an Exponentialfunktionen

exp(tlng)-expt’(uln o, +...+u,Ing,) =exp(t+1")In g;
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herausheben, da ja Ing;=Zpu;In¢; nach Definition des glatten Zusatzmonoms.
Der verbleibende Faktor hat Polynome in t, ¢t als Koeffizienten.

Somit folgt [F;(t, F(t’, x)],=exp (t+1t') In -ty t’), mit einem Polynom r,
in # und ¢’. Fiir belleblge ganzen Zahlen 1,1t gilt, wegen F,,.=FoF.:q, ;(t+t )—
-1, ;(t,t)=0, woraus W1r nach Hllfssatz 2 schlieBen konnen, daB q”(t )=
=q,,;(1 1) 1dentlsch int, t’. Also gilt

(3) F,yp = F,oF, fiir alle t,¢'¢€C,

und damit ist bewiesen, daB die Bedingung von Satz 1 hinreichend ist.

Um die Notwendigkeit zu beweisen, verwenden wir Hilfssatz 5. Es sei
{F,/teC} eine analytische Iteration von F, dic zu A=(Ing,, ...,In g,) gehort,
und ¢, werde wie das ¢, in Hilfssatz 5 gewidhlt. Dann sind die in einer Normalform
N,, (vgl. [4]) von F,, hochstens auftretenden Zusatzmonome (beziiglich des Rela-
tionensystems fiir exp 7, In g,, ..., exp 7, In g,) zugleich glatte Zusatzmonome be-
ziiglich A und umgekehrt.

Es sei T 'oF,oT=N,, T"'oFoT=N. Dann folgt aus FoF, =F,, =
=F,0oF auch NoN =N,,oN. Somit ergibt Hilfssatz 6 der vorllegenden Ar-
beit, dall im nichtlinearen Teil des zu F konjugierten N nur glatte Zusatzmonome
beziiglich A auftreten, und zwar in N, nur Zusatzmonome zu g,. Damit ist Satz 1
vollstindig bewiesen.

§ 3. Fraktionelle Iteration und Differenzenrechnung

Wir wenden nun die in § 2 ausgefiihrte Beweismethode auf den Satz 2 an, der
ein Kriterium fiir die Existenz einer m-ten Wurzel eines Automorphismus F mit
einer vorgegebenen Bestimmung der Eigenwerte (o}™, ..., g,,f"') gibt. Wir setzen der
Kiirze halber g}'™=0;. Zum Beweis des Satzes 2 nehmen wir zundchst an, F sei
schon in der Normalform

F(x)=Jx+ J p,x’, wobei p,;=0,

vi=2

falls x* kein Zusatzmonom zu @y, ..., 6,. Wir konstruieren fiir alle u€¢Z Automor-

phismen
[ ] [ ﬂ] 2 » [ ) 3
Ivi=2

die folgende Bedingungen erfiillen:

(1) F[i+1] = Fop[i] fir alle ucZ
m m
2) A (-E-] = A [—l) , wobei A [—l)
m m m
eine m-te Wurzel der Matrix J mit den Eigenwerten o, ..., o, ist. (vgl. Gantmacher

[7]. Wir nehmen ferner 0.B.d.A. an, es sei A[ﬁ] fir alle u, ebenso wie J, eine
untere Dreiecksmatrix. e
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(3) Esist p,; [%]:0, fiir alle w€Z, falls x* nicht Zusatzmonom zu o; beziiglich
des Relationensystems fir o,,...,0, ist (f,_,+1=/=r). Man zeigt wie in §2,
dal es Losungen p,{%} der aus (1) bis (3) abgeleiteten Differenzengleichungen gibt

mit folgender Bauart:

o s | s u
Pv,j[;;;) = 0;Qq,,; [n_t]’ v/ =1 wobei gq,; ["—l]

: : ; u . .
ein Polynom in u ist und gq, ; [—]=O, falls x" nicht ein Zusatzmonom zu o;
ist. Wir zeigen nun weiter: m

F[%]:F", fiir alle k€Z.

Denn fir w=0 ergibt sich aus F[%+ l]: FoF[%]: F(1)=F, und dann
durch vollstindige Induktion die Behauptung. Sodann beweisen wir:

F _"_.I.i] = F[i]oF[i] fir alle w, u’€Z.
m  m m m

Die Koeffizienten p, ; [ﬁm" ] auf der linken Scite der zu beweisenden Gleichung

haben die Gestalt
S i e [u+u']
p"‘j[ m ] s i m

mit dem Polynom q, ;. AuBerdem setzen wir

u u’ u u
re)er(on2n 5 )
m = (x) 1,%1 Im ™ m A

‘ u u ¢ :
sodaB nach Hilfssatz 3 s, "'[E’ ;;]:0 falls x* nicht Zusatzmonom zu o; ist.

Andernfalls berechnen wir wie in § 2 genauer

u u u g A" g P
g S R R
5“(:11 m 1.=-|,,:Z,_;!,]p'f[m][ = m: 7k

wobei nur iiber solche y zu summieren ist, fiir die x* ein Zusatzmonom zu g; ist.
) L ; A u

Aus den Faktoren p, ; [E] kénnen wir ¢f herausheben, aus jedem F,[’-;, x].

v+, 1=1=1,, den Faktor o}, also aus dem ganzen Potenzprodukt (g{!...g¥")" =

. i ; A u o . .
=¢%. Somit ergibt sich insgesamt s\,‘,[a,;]=cr'j+" v, ;(u, '), fir alle
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u,u'cZ, wobei r, ;(u,u’) ein Polynom in u und «" ist. Fiir alle Zahlen u=ml,
u=ml" haben wir schon bewiesen, dal}

p,,j((+0)=s, ;(I,I'), somit q,;(,I)=r,;I])

fir alle /,/’¢Z Nach Hilfssatz 1 sind daher die Polynome q, ; und r, ; identisch
gleich, also gilt auch

p,,—- ] i ST R F(i+“—]=r[i)of(i].
m m m m m m m

Es folgt speziell
] m
F'_'F(”:[F[E]] g

und somit ist die eine Richtung des Kriteriums gezeigt. Umgekehrt sei G eine m-te
Wurzel von F mit den Eigenwerten o, ..., g,. Ist H eine Normalform von G, so
gilt, falls H=T"'0GoT, K=T'oFoT wegen GoF=FoG auch HoK=
=Ko H, somit hat wegen des Hilfssatzes 6 die Normalform K von F die im Satz 2
angegebene Struktur. Damit ist alles bewiesen.
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