Uber Zusammenhiinge vom Finsler-Typ

Von Z. 1. SZABO (Szeged)

Einleitung

Eine globale Begriindung der Finslerschen linearen Zusammenhinge ist in
M. MaTtsumotO [5] zu finden. In seiner Arbeit hat M. MATsumoto den ,,Ehres-
mannschen Weg" der Begriindung gewiihit.

Im ersten Teil dieser Arbeit geben wir ecine Begriindung der Finslerschen
linearen Zusammenhidnge im Sinne von Koszur, die einen gewissen Vorteil zu
haben scheint. Auf diese Mdoglichkeit hat schon P. DomBrOWSKI in Mathematical
Reviews [2] hingewiesen.

In dieser Formulierung ist eine Finsler-Triade eine Folge {G, V', V€}, die aus
einem nichtlinearen Zusammenhang G und aus gewissen kovarianten Ableitungen
VT und V€ besteht. Nach der Herleitung der Torsions- und Kriimmungstensoren
und einigen weiteren, meistens bekannten Resultaten definiert man den Lift dieser
Triade und erhdlt man dadurch gewissen linearen Zusammenhidnge des Tangen-
tenbiindels.

Diese werden Zusammenhidnge vom Finsler-Typ genannt.

In dieser Arbeit geben wir notwendige und hinreichende Bedingungen, damit
ein linearer Zusammenhang des Tangentenbiindels ein Zusammenhang vom
Finsler-Typ ist.

Mein aufrichtiger Dank gilt Herrn Prof. G. So6s fiir seine Hilfe.

1.1 Finslersche Tensorfelder. Zerlegungen und Lifte

Ist M eine n-dimensionale C~-Mannigfaltigkeit, so bezeichnet man mit 77 (M)
das Tensorbiindel des Types (r, s) auf M. T(M) steht fiir das Tangentenbiindel,
fernel ist die Abbildung =n: 77(M)—~ M die Projektion. Die Faser im Punkte x¢ M
des Biindels 77(M) wird mit T.2(M) bezeichnet.

Im folgenden bezeichnet man mit V' die Untermannigfaltigkeit der Nichtnull-
vektoren des Biindels 7(M). Differenzierbarkeit steht also immer synonym fiir
C*=. Die Symbole AJ(M) bzw. AL(M) bezeichnen den Modul der C=-Skalarfelder,
bzw. den AY(M)-Modul der C=-Tensorfelder des Types (r,s) auf M, ferner

A(M) =L AY(M); A (M) =X AYM).

Definition. Ein Finslersches (r, s)-Tensorfeld X ist eine C=-Abbildung
X: V=Ty(M); p—~X(p), mit X(p) in Ty,,)i(M).
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Diese (r, s)-Tensorfelder bilden einen J(¥)-Modul, den wir mit A5(M) be-
def

zeichnen. Ferner ist (M) = A (M) der Modul der Finslerschen Vektorfelder,

und A: ELA0(M) st der duale Modul.
Es ist klar, daB man A 5(M) mit dem AY(V)-Modul der AY(V)-multilinearen

Abbildungen:
Wi (M)x .. xU(M) X Up(M)x ... xUp(M) — W(V)

l’ .l

identifizieren kann.

Definition. Ein nichtlinearer Zusammenhang G auf M ist ein C*=-Feld von
n-dimensionalen Unterrdumen auf V:

G: (peV) = G(p) c T,(V)

derart, daB der Raum T,(¥) eine direkte Summe der Unterrdume G(p) uns T"(V)
sei: T,(V)=G(p)&® T"(V) Der Raum Tj(V) ist der n-dimensionale vertlkaie

Unterraum von T,(V).
Wir nennen G(p) den horizontalen Unterraum von T7,(V). Jeder Vektor

XET( V) laBt sich eindeutigerweise in eine Honzontal-l(omponente HXe(G(p)
und eine Vertikalkomponente VXETy(V) zerlegen: X=HX+VX.

Mittels eines nichtlinearen Zusammenhangs G liften wir die Finslerschen
Tensorfelder in den Modul der gewéhnlichen Tensorfelder von V. Ist X¢€ (M)
ein Finslersches Vektorfeld, so definieren wir das horizontale Vektorfeld AX bzw.

das vertikale Vektorfeld vX durch
hX(PEG(p); m,(hX(p) = X(p);
vX(P)ETy(V): 171 (vX(p)) = X(p),
wobei /, die Abbildung ist, welche jedem v€ T, (M) den Tangentenvektor der Kurve

p+tv im Punkte p zuordnet.
Jetzt definieren wir die Zerlegungen A~! bzw. v~ Ist XeA(V), so ist

WX =, (HX); v X(p) £ ;' (VX(p); peV.
Das Vektorfeld AX ist der horizontale Lift und vX der vertikale Lift eines Fins-

lerschen Vektorfeldes Xe .
Durch eine elementare Rechnung bekommt man, daB die Abbildungen A1

und v von der Wahl des nicht‘linearen Zusammenhangs G unabhingig sind. Fiir
2
nichtlineare Zusammenhédnge G bzw. G ist die Abbildung

G d_‘_f -Ih: QIF—'Q[F

ein Finslersches (1, 1) Tensorfeld. Diesen Tensor nennt man den Durchgangstensor
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zwischen é und é Fiir G, G, G gelten die Folgenden:

11 12 21 13 23

G=0;: G=—G: G=GC+G,
hg — hl—vG,

03l = v;“-i—Clr"oh“‘,
Ak, = b iy =0t =S orty=id;
h™2p =10,
hyh=14p,071 = id.

Die Erweiterungen der Abbildungen A, v, A=, v~ definieren wir folgendermalen.
Fir weA; bzw. Q€ A* (V) definiert man die Tensorfelder hw, vw€A* (V) bzw.

h=1Q, v=1Qec AL durch:
ho(X)=0(h™'X); voX)=@0"1X); XcAW),
h=1Q(Y)=Q(hY); v iQ(Y)=Q(@Y); YeU,.

Im allgemeinen sind die Definitionen fiir weqL; QeWf; Y,eWp; QeWN(V);
o' cA*(V); X,eA(V):
def

{(oy; -..; G, DOND, ..., o, X, ..., X)) = 0(o7'd, ..., 0;1X)
{015 ...;0,:)1QNQY, ..., @, Y35 ... ¥) = Q0,42 ..., 0,4, Y.

Oben ist das System (o4, ..., 6,.,) ein Folge der Symbole /& und v. So hat das Finsler-
sche Tensorfeld @ 2"** verschiedene Lifte auf V, und das gewdéhnliche Tensorfeld
Q hat ebensoviele Zerlegungen in Finslersche Tensorfelder.

Wir zerlegen auch die Liesche Klammer [, ] beziiglich eines nichtlinearen
Zusammenhangs G. Sind X, Y€, so ist

[X, Y16 <L h-1[hX, hY];
R(X,Y) ZE v-1[hX, hY];
VY & p-1[hX, oY];
VYY &L h-1[uX, hY);
[X, YV &£ v-1[oX, vY]).

Wir erhalten ohne Schwierigkeit die folgenden Tatsachen:

1) Die Klammern [, ]%; [, ]¥ sind schiefsymmetrische, R-bilineare Abbil-
dungen, und die Abbildung R ist ein schiefsymmetrisches Finslersches (1, 2)-Tensor-
feld, der sogenannte Grundtensor der affinen Kriimmung. Die Jacobi-Identitit
o[X,[Y, Z]"]"=0 (hier bezeichnet o die zyklische Summe) gilt beziiglich [, ],
dagegen gilt die Identitit o[X,[¥, Z]°]°=0 genau dann, wenn R=0.
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2) Fiir die Abbildungen V€, V¥ gelten ihnliche Eigenschaften, als wie fiir eine
kovariante Ableitung. Beide sind in den beiden Argumenten additiv; im unteren
Argument sind sie AJ(V)-linear, ferner gilt fir fEAY(V):

VEfY = hX(f)Y+f VY, VEfY=vX(f)Y +fVLY.

Die Derivation V¢ ist genau die Berwaldsche kovariante Ableitung beziiglich G.

1.2 Finsler-Triade

Definition. Eine Finsler-Triade ist eine Folge {G, V', V€}, wobei G ein nicht-
linearer Zusammenhang ist, und diec Abbildungen:

V!, V€ Ap(M)XUp (M) — Ap(M)
die folgenden Eigenschaften haben:
VI(Y+Z)=VIY+VIZ; VEY+Z =VEY+VEZ
ViyZ=V{Z+V{Z; V. yZ=V{Z+V§Z
ViY=fViY; V&Y=fVEY
VIfY=hX(f)Y+fVEY; VEFY =oX(f)Y+fVEY,

X, Y, Ze U (M), feUY (V).

Die Triade {G, V% V"} heiit die Berwald-Triade beziiglich des nichtlinearen
Zusammenhangs G.

Wir erweitern jetzt die Derivationen V! bzw. VC.

(Vio)(¥) = hX(o(Y))—o(VEY),

Vi) (@, ..., o, X, ..., X) &£ hX(Q(@", ..., o, X,, ..., X))—

— Q@ ..., Vi . Xy, o, X) =3 Q... o, Xy, ..., VEX,, ..., X)),
i i

def

(Vrg)(mls LRE wr, X, Xls LLEE Xs) -t (V{Q)(cgl, ¥a:e.9 (D’, Xl’ Xz! hES Xa)!

XY, XeA(M); o, 0'€Up; QAL

Bei der Erweiterung der Derivation V€ bekommen wir ganz dhnliche Formeln,
nur schreibt man die Symbole V€ bzw. vX statt der Symbole V' bzw. hX. Wir leiten
auch die Cartanschen Torsions- bzw. Kriimmungstensoren einer Triade {G, V', V¢}
ab. Liften wir zunéichst diese Triade in die linearen Zusammenhinge der Mannig-
faltigkeit ¥. Den linearen Zusammenhang V=Lift {G, V', V€} auf V definicren
wir durch

VoY = hVi  h 1Y +0 Vi 0 Y +hVE,  h— 1Y +0VE, (01,

X, YEA(V). Bezeichnet man mit RY bzw. TV den Kriilmmungs- bzw. Torsionstensor
des Zusammenhangs V, so erhalten wir mit Hilfe der verschiedenen Zerlegungen
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die Cartanschen Torsions- bzw. Kriilmmungstensoren:
T(X,Y) = —h-1TY(hX, hY) =— {Vf Y-V X—[X, Y]°},
R(X,Y) &£ —p-1TV(hX, hY) = v~ '[hX, hY],
CX,Y) & _h1TV(hX, vY) =VEX— VX,
P(X,Y) ¥ — v Tv(hX, vY) =VEY—-V]Y,
S(X,Y) & —p1Tv(X, oY) = {VEY-VEX—[X, Y]"},
R(X,Y)Z & —h—'RY(hX, hY)hZ = —v ' RV(hX, hY)vZ =
=—{VxVyZ-Vy V{Z—-V[‘},naZ—-VE(X',,Z},
P(X,Y)Z & —h= RY(hX, vY)hZ = — v RY(hX, vY)vZ =
= —(VEVEZ-V§ VEZ—- Vo, Z+Viy x Z),
S(X,Y)Z & —h~'R(vX, oY) hZ = —v " R¥(vX, 0¥ )vZ =
=—{V¥WZ-V{V$Z-V& v Z}.

Durch Zerlegung der Bianchi- und Ricci-Gleichungen (beziiglich der Tensoren
RY und T¥) erhalten wir die Finslerschen Bianchi- und Ricci-Gleichungen. Wir
geben hier nur die Ricci-Gleichungen an:

VIV (@, ..., ", X, Y, Xyvos X)—VIVIO(, ..., Y, X, Xy, ooy X) =
= {— a0+ Vi, no+ Vix no}@', ..., o', X,, ..., X)),

VIV (00, oo s O, X, Yy Xy, o500 ZY=VNE(OR, iy OF, T, Xy Xy g vvip XD =
= {— @px. 10+ Véx. no + Vi, no}(@', ..., @, Xy, ..., X)),
VEVE(O, ..., a, X, Y, Xy, ooy X)—VEVE@, ..., o, Y, X, Xy, ey X,) =
= {—qos(x,y,w-E-Vs";x'nw}(wl, BRERLC, 7 RO & |

wobei X, Y, X, e Up(M); o'cAf(M); weWL(M), und fir einen Tensorfeld
Q€ Wyy:

(Pox. 1@ }(2) = —0(QX, Y, Z)), o'c€U(M), X,Y,ZcAp(M),
{Pox. (@ ..., &, Xy ooy X) == (0 ..., Pox, 1@y ooy Xy oees X))

_‘Z(u)l, wony 5Ky yva 5 DK Xy X)srsny Xs)

QeUH(M); X, Y, XN (M); 'eNR(M).



82 Z. 1. Szabo

Zur Charakterisierung der linearen Zusammenhinge auf V' der Form
V=Lift {G, V', V€} fiihren wir die folgenden Tensoren beziiglich eines nichtlinearne
Zusammenhangs G ein: '

J = oh1—hot; J* & oh~t 4o,

Die Tensoren J, J*, hv~, vh™*, hh~*, vv~? sind gewdhnliche (1, 1)-Tensorfelder
auf ¥V; ferner gelten noch: J**=1Md, J*=—Id; hv=*=J"ohh™; vh™*=J"cvv™}
u.s.w. (Hier ist Ide23(¥).)

Aus der Definition des Zusammenhangs V=Lift {G, V', V€} folgt unmittel-
bar der

Satz 1. Ist ein V auf V der Form V=Lift {G, V', VC}, so gelten die Glei-

chungen
VI*=VJ=Vhh 1 =Vhv 2 =Voh? =V =0.

Umgekehrt, ist fiir einen V und G die obige Gleichungskette erfiillt, so ist V der Form
V=Lift {G, V', V€}, wobei

V{Y= h_lvlﬁxh}’: v_‘V,,xvY
ny'z h“‘V,r.th: p} Vl,xUY.

Definition. Ein linearer Zusammenhang V auf V heiit vom Finsler-Typ be-
ziiglich eines nichtlinearen Zusammenhangs G, falls V der Form V=Lift {G, V', V¢}
ist, oder die obige Gleichungskette fiir V und G gilt. In diesem Fall nennen wir
G den Berwaldschen Zusammenhang des V. Ein V heit vom Finsler-Typ im all-
gemeinen, falls V vom Finsler-Typ beziiglich eines G ist.

Aus der Gleichungskette folgen wichtige Eigenschaften fiir die Parallelver-
schicbung beziiglich eines Zusammenhanges vom Finsler-Typ V=Lift {G, V', V¢}.
In der Parallelverschiebung beziiglich V bleiben die horizontalen Unterraume G(p),
und auch die vertikalen Unterrdume 7 (V) invariant. Ist X ein paralleles Vektorfeld
lings einer differenzierbaren Kurve c¢: (o, f)—V, so sind die Vektorfelder HX, VX,
J(X), J*(X) auch parallele Vektorfelder lings ¢. Mit Hilfe dieser Behauptungen
fiihren wir eine Parallelverschiebung beziiglich einer Triade {G, V', V€} ein.

Betrachten wir jetzt eine differenzierbare Kurve ¢: (o, f)—V, und eine Ab-
bildung X: (x, f)—=T(M) mit X(1)€ Ty(y(M). Definieren wir die Vektorfelder
X" (a, p)=T(V), X*: (2, p)~T(V) ldngs ¢ auf folgende Weise:

X"(neG(c(), und =m X"(t) = X(t), ferner:
X (DETE (V) und  X°(1) = Ly (X (@)

Definition. Ein differenzierbares Vektorfeld X: (x, f)—=T(M), X(t)€ Ty (M)
heiBt parallel beziiglich der Triade {G, V', V€} lings der differenzierbaren Kurve
c: (a, p)~V, falls die Vektorfelder X"(r), X*(¢r) parallele Vektorfelder beziiglich
V=Lift {G, V', V€} lings ¢ sind.

Wir geben auch die Differenzialgleichungen der Parallelverschiebung an. In
einer Biindelkarte (U, x, y) auf V" betrachten wir die lokalen Finslerschen Vektor-



Uber Zusammenhiinge vom Finsler-Typ 83

felder: &(x, y): (x,») —ra—i (x). Die  Cartanschen Zusammenhangsobjekte
Iif(x, p), Cif(x,y) einer Triade {G, V', V¢} definieren wir durch
Vie,=Tite; Ve = Cle,

und die Zusammenhangsobjekte G/ des nichtlinearen Zusammenhangs G durch:
def 0 0 . 0
El'(x! y) T— Hax‘ (xs }) = axg (xs .V) G{(x, y) 3},1 .

So ist das Vektorfeld X: r—+X'(t)?)%(n(c(f))) lings c(1)=(x(7), y(t)) genau
dann ein paralleles Vektorfeld, wenn die Differenzialgleichungen:

dx*
dt

k=1, ..., n gelten.

Bezeichnet man  mit 2608 Tatety (M) =Ty (M) die Parallelverschiebung
beziiglich {G, V', V¢} aus dem Punkt e¢() in c(s), lings ¢, und mit
1608 Toy (V)= Towyy(V) die Parallelverschiebung beziiglich V=Lift {G, V', V¢}
lings ¢ aus ¢(t,) in ¢(t,), dann gilt

) —
A4 = 1l 608 Lo -

Bezeichnen wir mit @,(p) die Holonomiegruppe der Parallelverschiebung be-
ziiglich {G, V', V€} im Punkt p€ V. @(p) ist eine Untergruppe der Isomorphismen
Toipy(M) =Ty (M). Ist @(p) die Holonomiegruppe beziiglich V=Lift (G, V7, V6
im Punkt p, so ist die Abbildung

(rte@(p) = (I, 1l,£Px(p)

ein Isomorphismus zwischen den Lieschen Gruppen @(p) und ®@,(p). Wir erweitern
die obige Parallelverschiebung. Fiir @€ Ty () (M) ist der Tensor A5((2) @€ Ty gy (M)
folgenderweise definiert:

f-{::i w)(X) = w(ASHﬂX). X€Ts(e(yy(M).
Im allgemeinen ist fiir Q€ Ty ()5 (M),

+ X! —r *(x(1), y(r))—i-[ G‘ L(x(0), .v(!))] Ch(x(0), }*(I))]

def

A (@, ..., @, Xy, ...y X) = QU @, ..., AM) X)),
0 ET (c(f:))(M)' XiE Tu(c(r,))(M)-

Ein Finslersches Tensorfeld Q¢ 5(M) heiBt ein totalparalleles Tensorfeld,
wenn fiir jede differenzierbare Kurve c¢: (2, f)—=V die Abbildung Qoc: (2, ff)—
—~Tr(M) ein paralleles Tensorfeld lings ¢ ist. Dies ist der Fall genau dann, wenn
ViQ=veQ=0 gilt.

Ist M bogenzusammenhingend, so ldBt sich ein Tensor weT, (M), pEV,
genau dann zu einem totalparallelen Finslerschen Tensorfeld durch Parallelver-
schiebung (ausgehend von p) erweitern, wenn Alow=wol fiir jede A€ Pp(p) gilt.

6*
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Es folgt, daB die totalparallelen Finslerschen (1, 1)-Tensorfelder beziiglich der
Addition und des Matrizenproduktes einen Ring bilden, den wir mit C}(G, V', V°)
bezeichnen. Es gilt auch 1=dim C{(G, V', V€)=n? da fir idé A }(M) (definiert
durch: (p€V)—(id€ T,,1(M))) auch ide C}(G, VT, VE) gilt.

§ 2. Zusammenhiinge vom Finsler-Typ. Das inverse Problem

In diesem Abschnitt werfen wir das inverse Problem auf. Wir geben not-
wendige und hinreichende Bedingungen, damit ein linearer Zusammenhang V auf
V ein Zusammenhang vom Finsler-Typ ist. Wir werden auch sehen, daB3 unendlich
viele Berwaldsche nichtlineare Zusammenhinge beziiglich eines Zusammenhangs
vom Finsler-Typ existieren. Sie werden mit Hilfe der Holonomiegruppe bestimmt.

Es seien auf V ein linearer Zusammenhang V, und ein nichtlinearer Zusammen-
hang G gegeben. Zerlegen wir V beziglich G folgendermaBen. Die Abbildungen
(01, 05, a5 ) V: U X Up—A; definieren wir durch:

(01,02, 05 ) V(X, Y) = 057" V;,x0,Y,

wobei das System (o,, 0., 0;) eine Folge der Symbole /4 und v ist. Ferner bezeichne
¢ das Symbol 4, wenn o=v, und 6=v, wenn o=h. Aus den Eigenschaften der
kovarianten Ableitungen folgt, dass die Abbildungen der Form

(als 0'2s &E-I)V g !crlcrp
Finslersche (1, 2)-Tensorfelder sind und die Folge der Form:
{G; (h,0y,07M)V; (v,04,05")V})

eine Finsler-Triade ist. So 1Bt sich ein beliebiger Zusammenhang auf V" beziiglich
eines beliebigen nichtlinearen Zusammenhangs G im allgemeinen im vier Finsler-
sche Tensorfelder und in vier Triaden zerlegen.

Wir definieren noch die Tensoren vom Finsler-Typ:

SHX,Y) & 1V hY —0 1V, 0Y

wobei o=h oder v, X, YU ist. Dann sind 1, ,,, S;€ ;.

Wir bemerken, dal} beziiglich eines V und G die Gleichungen 7, ,,=0 genau
dann erfiillt sind, wenn die kovariante Abbleitung die horizontalen bzw. die ver-
tikalen Vektorfelder invariant ldBt. Dies bedeutet, daB fir Xe20(V), YA, auch
die Vektorfelder

VihY bzw. VyvY

horizontale bzw. vertikale Vektorfelder auf ¥ sind. Gelten fiir V und G die Glei-
chungen S;=0, so 1Bt sich V beziiglich G nur in eine einzige Triade zerlegen.
Diese ist eine notwendige und hinreichende Bedingung.

Satz 2. Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit ein linearer Zusam-
menhang V auf V beziiglich eines nichtlinearen Zusammenhangs G vom Finsler-Typ
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ist, besteht darin, daf} die Gleichungen:
(2.1) I,,=0; S:=0

1

beziiglich G gelten.
Diese Behauptung folgt unmittelbar aus dem folgenden:

Satz 3. Fiir einen beliebigen linearen Zusammenhang V auf V und fiir einen
beliebigen nichtlinearen Zusammenhang G gelten die Folgenden:

(3.1 VJ* =0 genau dann, wenn S; =0; I,,=1,,
(3.2) VJ =0 genau dann, wenn S; =0; [,,=—1,,
(3.3) Voo~ =0 genau dann, wenn I, , =0,

(3.4) Voh=* =0 genau dann, wenn S} =0; I,,=0,
(3.5) Vhv=* =0 genau dann, wenn S} =0; I, =0.

BeEwEis. Wir beweisen nur die erste Behauptung. Ganz dhnlich kann man auch
die Ubrigen ausrechnen. Die Gleichung VJ*=0 gilt genau dann, wenn fiir jede
X, YeU, die Gleichungen V, y0,Y=0, (6;=h oder v) bestehen.

Betrachten wir die Umformungen:

Vox JH(OY) = (V,x(vh‘1+hu‘1))(v}’) =V, xhY—(@h=*+ho~Y)(V,xtY) =
= (hkh=*+4+v0™Y)(V,x hY)—(vh= + ho=)(V,xvY) =
= hS}(X, Y)+o(I,(X, Y)—1,,(X, Y)).
Ahnlicherweise erhalten wir:
(Vox J*)(hY) = —vS5 (X, Y) +h(I,,(X, Y)—I,(X, Y)),

so gilt die Gleichung VJ*=0 genau dann, wenn S}=0, /_,=1,. Aus (3,4) er-
halten wir die Behauptung: Ist V auf V vom Finsler-Typ, so gilt die Gleichung
Voh~1=0 beziiglich jedes nichtlinearen Zusammenhangs G, da der Tensor
vh='¢A}(V) von der Wahl des nichtlinearen Zusammenhangs unabhingig ist.
Also erhalten wir den

Satz 4. Ist ein V auf V vom Finsler Typ, so gelten die Gleichungen S,=0, I,,=0
beziiglich jedes nichtlinearen Zusammenhangs G. Ein Zusammenhang vom Finsler-
Typ lapt sich beziiglich jedes nichtlinearen Zusammenhang G nur in eine einzige
Triade zerlegen.

Satz 5. Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit ein linearer Zusam-
menhang V auf V vom Finsler-Typ im allgemeinen ist, besteht darin, daf die folgen-
den Bedingungen beziiglich jedes beliebigen nichtlinearen Zusammenhangs G er-
fiillt sind:

1) §7=0; 1.,=0, ” ‘
2) Die Differenzialgleichungen: V' Q=1 .,V Q=1, besitzen
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Losungen beziiglich Q¢ U1, wobei

VL (hyhoh ™)V = (ho, v, 05V,
0 . def
V€ = (vhoh=Y)V = (v, v, v5 V) V.

1
Ist V vom Finsler-Typ, so ist ein nichtlinearer Zusammenhang G genau dann ein
Berwaldscher Zusammenhang des V, wenn die Gleichungen

0l L ol

0
V.I"G = !ﬁnﬁn; VCG = 1.,;,0

o1
fiir den Durchganstensor G gelten.

(1]
Beweis. Gelten fiir V und G die Gleichungen: S;=0, /,,=0, so beweisen wir
1
zunidchst, dass fiir einen anderen nichtlinearen Zusammenhang G:

(5.1) L= Ly—VFG
L] [i}}
(5'2) ll‘k] o vhn“VCG

giiltig sind. In der Tat:
Lua(X, ¥) = 05 Voc ho¥ = (07 + Gh=1)(V, (b Y — 0G(Y))) =
= Ilnh(x! Y) +6cg(xs Y)

by X, Y) =051V, (B Y = 07 +GhY)(Y, o 80 (b, Y—0G(Y ) =

a 0l
=1, X Y)+VIG(X,Y),
da aus §3=1,,=0 die Gleichungen:
(v, hoy ™YV = (v, v, 55V = (v, h ™)V = (v, v, V7 )V

folgen.
Aus (5.1) und (5.2) erhalten wir, daBB V beziiglich (l: genau dann vom Finsler-
L]

Typ ist, wenn beziiglich G
S*=0, I,=0, V'G=1ly, VG=I,,.
bestehen. Q.e.d.

Definition. Ein linearer Zusammenhang V auf V heiit vom Finsler-Typ im
lokalen Sinne, wenn jeder Punkt p€V eine Umgebung U, und auf U einen nicht-
linearen Zusammenhang G hat, beziiglich dessen V vom Finsler-Typ ist.
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Wir fithren die Tensoren Q,, Ly, M €U} ein:

0,X,Y.2)= Vr!,,o,,o(X Y,Z)- Vr[,,o,,‘(l’ X, Z)-
—fn,no(T(X, Y), Z)_Iabo(R(X; Y), Z),

Ly(X, Y,Z) =V I, (X, Y, Z)—V<1, . (Y, X, Z) —
_I*O*O(C(X’ Y)’ Z)_Ivko(‘P(‘rs Y)) Z))

o a
MyX,Y,Z) =V, (X,Y,Z)-V°], (Y, X, Z)-1,,(S(X, Y), Z).
Auf Grund der Ricci-Gleichungen sind die Integrabilititsbedingungen der Differen-
o 0
zialgleichungen: V/Q=1, ,, V¢Q=I, die Folgenden:

Qu(X,Y,Z) = Q(R(X, Y), Z)-R(X, Y)Q(2Z),
F{ L(X,Y,Z)=Q(P(X, Y), Z)-P(X,Y)Q(Z),
My(X,Y,Z)=Q(S(X,Y), Z)-S(X, Y)Q(2).

usw.
Aus den Gleichungen F, erhalten wir die Gleichungen F, auf folgende Weise:

L] o
man wendet die Derivationen V', V€ auf die Gleichungen F; an, und schreibt statt

der Symbole ﬁn”' Q bzw. YG?CQ die Tensoren /1, ,, bzw. I,,,. In dhnlicher Weise bilden
wir die Gleichungen F; aus F,, u.s.w.; so enthilt das System Fy.,, im allgemeinen,
3.2% Gleichungen. Aus dem Satz von Thomas-Veblen erhalten wir:

Satz 6. Eine notwendige und hinreichende Bedingung, damit ein linearer Zusam-
menhang V auf V im lokalen Sinne vom Finsler-Typ ist, besteht darin, daf die Glei-
chungen S,=0, I,,=0 fiir jede G gelten, ferner fiir jeden Punkt pcV eine Umgebung
U und eine Zahl N existierten, so daf die Gleichungen F,, ..., Fy auf U ein Lisungs-
system haben, das die (N + 1)-te Gleichungskette identische befriedigt.

Zerlegen wir jetzt einen linearen Zusammenhang V vom Finsler-Typ beziiglich

zwei nichtlinearer Zusammenhinge G und c.‘ Wir erhalten
ny — ul‘l V‘,xv}’ = (Uo—l +Gh_l)vchY = vo—l Vvay = chy glif Vx Y

1 ol
VIY = I"'l-lvk,x”Y= (Uu'l-i-Gh"l)thx_v&va V Y— Vax(n

Es folgt unmittelbar, dal3
C‘(G V" V6 = Cl(G V" Vo).
gilt. Diesen eindeutig bestimmten Ring (siche 1, 2§) bezeichnen wir mit C}(V).
0
Ist G ein Bcn:.raldschcr nichtlinearer Zusammenhang eines Finsler-zusammen-
hangs V, so ist G genau dann ecin Berwaldscher Zusammenhang des V, wenn

e"' Gn 0; Vn""'(o?l 0 gelten. So bilden die Durchgangstensoren der Berwaldschen
Zusammcnhange genau den Ring C}(V). Es sei noch angenommen, daB M zusam-
menhédngend ist.
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Man betrachtet die Menge
CL(V) = {id—vG*h—Y|G*€ CH(V), ide AL(V)),
mit dem Produkt:
(id—vG*h Yo(id—vQh™") = id—v(G*+Q)h~1,
dann ist C}(V) eine kommutative Liesche Gruppe mit
1 = dim C}(V) = n?,

da IdeC}(V). Bezeichnet man die Abbildung (G*€C}(V))—~id—vG*h™' mit o,
so erhalten wir den:

Satz 7. Die Durchgangstensoren der Berwaldschen nichtlinearen Zusammen-
héiinge eines Zusammenhangs V vom Finsler-Typ bilden genau den Ring C}(V). Die
Abbildung exp~toq ist ein R-linearer Isomorphismus zwischen CHV) und der
Lieschen Algebra der kommutativen Lieschen Gruppe CMV), mit

1 = dim C}(V) = n
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