Die Konstruktionen in der projektiven Geometrie
der Quaternionengeraden II.

Von L. GYARMATHI (Debrecen)')

Die projektive Geometrie der Quaternionengerade nennen wir Q-Geometrie
und die Quaternionengerade bezeichnen wir mit gq.

Im [15] haben wir uns mit den involutorischen Abbildungen der Q-Geometrie
beschiftigt, jetzt werden wir uns mit den allgemeinen Projektivititen der Q-Geo-
metrie beschiftigen.

3. Die Kernpunkte der Involutionen der Ketten bi-involutorischer Lage®)

Dieser Ketten — wie wir spiater schen — werden wir bei der Konstruktion
der entsprechenden Elemente der allgemeinen Projektivitaten bediirfen.
Die kanonische Form der harmonischen Verwandschaft H ist (s. [15], 237)

3.1) ' =—z

Die zwei Doppelpunkte sind jetzt 0 und <.

Aus der Definition der H ergibt sich, daBl dieselbe durch ihre zwei Doppel-
punkte eindeutig bestimmt wird.

Weil die entsprechenden Punktpaare der H ihre Doppelpunkte harmonisch
trennen, folgt, daB ein entsprechender Punktpaar und die zwei Doppelpunkte auf
ciner Kette ersten Grades liegen®). Es folgt der

Satz 3.1. Im H ist jeden durch die beiden Doppelpunkte gehende Kette ersten
Grades eine Doppelkette.

Diese Doppelketten bezeichnen wir mit Kji.

Aus (3.1) ergibt sich, dall Doppelketten ersten Grades die jenigen Ketten sind,
welche durch das entsprechende Punktpaar (z,, —z,) sowie durch ein z gehen, fiir
welches N(z)=N(z,) gilt. Solche Ketten gehen nicht durch die Doppelpunkte.
Wir bezeichnen sie mit K.

Es gilt der

) Der erste Teil dieser Arbeit ist im Publ. Math. (Debrecen) 21 (1974), 233—248 erschienen, [15].

%) Siehe die ersten zwei Punkten im [15].

) Kette ersten grades ist ([11]) die Menge derjenigen Punkte, denen entnommenes beliebiges
Quadrupel ein reelles Doppelverhilinis hat.
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Satz 3.2. H wird durch einen ihrer Doppelpunkte M und durch eine ihrer Ketten
K}n eindeutig bestimmt. Der zweite Doppelpunkt N ist der symmetrische®) Punkt
zu M in Bezug Kju.

Aus den Eigenschaften der Involutionen folgt, daBB die H(M, N)?®) auf einer
ihrer Kju eine elliptische Involution Ejy, bestimmt. Weil die Doppelpunkte der
H: M, N symmetrisch in Bezug auf Kji: sind, deshalb schneiden die entsprechenden
Punkte der Ey, jene ihre Ketten ersten Grades aus der K}iu aus, welche darauf
senkrecht sind und durch das Punktpaar (M, N) gehen. Es ist leicht einzusehen,
daB umgekehrt, wir zu jeder auf XK' befindlichen Ej, ein Punktpaar obiger Eigen-
schaft (M, N) finden kénnen, und jede durch K' gehende K? zwei solche Punkte
hat ([3], 85). Die Punkte dieser Eigenschaft M, N nennen wir — nach BiLo —
Kernpunkte der Eg, (Fig. 14) ®). Aus dem gesagten folgt auch, daB auf einer gege-
benen K' ein darauf nicht liegender nach Belieben aufgenommener Kernpunkt
M eine einzige Ex: bestimmt. Untersuchen wir die Frage, wo in Falle einer ge-
gebenen Eg, der geometrische Ort der Kernpunkte ist.

Fig. 14

Definition. In bi-involutorischer Lage in Bezug auf eine Kette ersten Grades
K* ist die durch den auf K* nicht liegenden Punkt M gehende Kette zweiten Grades
K2, wenn die K? auf die K2(K'M) in deren Punkten M N vollstindig senkrecht )
ist, wo N das Spigelbild von M in Bezug auf K! ist; und dann ist auch K? in bi-
involutorische Lage in Bezug auf K'.

4) Wenn eine Kette ersten Grades auf eine andere Kette ersten Grades senkrecht ist, weiter
ihre gemeinsamen Punkte M, N sind und (MNXY)= —1 gilt, wo X, Y zwei Punkte der einen
beliebigen Kette sind, dann ist (X, ¥) zu der anderen Kette symmetrisch.

8) M, N sind die Doppelpunkte der H.

%) M, N sind auf K* symmetrische Punkte und (7,, Z;)(Z,, Z;) entsprechenden Punktpaaren
von Exi1. Die Ebene von K!' konnen wir fir K! gehenden K? betrachten.

) Fig. 12, stellt zwei vollstindige senkrechte K* dar.
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Satz 3.3 Der geometrische Ort der Kernpunkte einer elliptischen Involution Ey.
ist eine in Bezug auf K' bi-involutorische ®*) K2, ([3], p. 87). der so genannte Kern
von Ex..

4. Projektivitit mit einer je nach den Punkten
doppelten (fixen) Kette zweites Grades

Satz 4.1 Wenn eine Projektivitdt n drei (verschiedene) Doppelpunkte hat, dann
hat sie auch eine fixe Kette zweiten Grades.

Transformieren wir IT in II,, so daB deren Doppelpunkte L, M, N, in die
Punkte 0, 1,-- geraten. In diesem Falle kann die Gleichung der IT, nur

(4.1) ' =8"za

sein. Namlich in (4, 1) wegen des Doppelpunktes = gilt ¢=0, wegen des Doppel-
punktes 0, ist b=0, und wegen des Doppelpunktes I, d=a, weiterhin kann a
nicht reell sein.

Nach (4. 1) ist auBBer den Punkten 0,<=, 1, auch der Punkt a Doppelpunkt
der Projektivitit IT,. Da a nicht reell ist, sind vier Punkte allgemeiner Lage der
Kette K2(0, 1, ==, a) doppelt, und so sind nach Satz 1, 5 alle Punkte der K* doppelt.
— Bezeichnen wir diese Projektivitit mit ITx2

Satz 4.2. Die Projektivitdt Il1, wenn sie keine Identitdt ist, kann nicht fiinf oder
mehr solche Doppelpunkte haben, welche nicht auf einer Kette zweiten Grades liegen.

Nimlich wenn sie fiinf solche Doppelpunkte hitte, die nicht auf einer K?
liegen, dann bestimmten jene eine je nach den Punkten Doppelte Kette dritten
Grades K®. In diesem Falle ist in jedem Punkt P der ¢ doppelt, denn fithren wir
durch den Punkt P (P{ K?) eine solche Kette ersten Grades, welche die K* senkrecht
schneidet. Nach dem projektiven Begriff der Orthogonalitiit sind diese senkrechten
Ketten ersten Grades Doppelketten und so ist der Entsprechende des P entweder
er selbst, oder aber das auf K® bezogene Spiegelbild des P. Letztere aber ist un-
moglich, denn dann wire von Antiinvolution zweiter Art die Rede.

Besichtigen wir niher die ITg:. Die K7 bringen wir in Grundlage, dann wird
(4.1) von der Form

4.2) Z=11z

sein, wo f eine gewdhnliche komplexe Zahl ist. Weil z. B. j nach (4.2) auf der durch
die Punkte j, —j, k bestimmten Kette ersten Grades liegt, (es ist dhnlich wahr
fiir allen P (P¢ K?) von ¢) deshalb nimmt ein beliebiges entsprechendes Punktpaar
der ITx: auf der in Bezug auf die fixe Kette zweiten Grades die bi-invalutorischen

Kette Platz. Das (4, 2) konnen wir noch auch in der Form
4.3) z=(14ai) " z(14ai)
schreiben. Demnach gehdrt zu einer K7 unendlich viel ITx2 und es gilt

®) Diese Benennung kommt daher, daB K, der Kern der elliptischen Involution auf K*® ist,
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Satz 4.3. Die Projektivitit Iz wird durch ihre Doppelkette und durch ihr auf

eine Bezug auf diese Kette die bi-involutorisch gelegene Kette ersten Grades liegendes
Entsprechenden Punktpaar eindeutig bestimmt.

S. Aligemeine Projektivititen der Geraden q.
Aquivalente Punktreihen

Nach der Transformationsgleichung (1) bzw. (2) kann sowohl die Projektivitit,
wie die Antiprojektivitit als eine Gruppe mit 15—15 Parametern angesechen werden.
(Mit einer Koordinate der Koeffizienten a, b, ¢ und d der Transformationsgleichun-
gen koénnen wir dividieren.)

Daraus folgt schon, daB hier der Grundsatz der gewdhnlichen projektiven
Geometrie nicht giiltig ist, die Transformationsgleichung (1) und (2) wird durch
drei entsprechende Punktpaare nicht eindeutig bestimmt. Ndmlich die Angabe von
drei Punktpaaren macht nur die Bestimmung von 12 Parametern mdglich.

Aus den Parameterzahlen folgt auch, daBl wir nicht vier Punktpaare nach
belieben aufnehmen koénnen, denn das wiirde zu 16 Parameteren fiihren.

In Verbindung mit der Untersuchung der allgemeinen Projektivitit der ¢ wird
unsere erste Aufgabe sein das Herstellen solcher Punktreihen, welche mit IT in-
einander getragen werden kénnen. Diese Punktreihen werden wir dquivalente Punkt-
reihen nennen. -

Zur Bezeichnung der dquivalenten Punktreihen verwenden wir das Zeichen: A

Definition. Fiir zwei Punktreihen gilt ABCDE...NA,B,C;D,E,..., wenn es
eine solche Projektivitit gibt, welche die Punkte der ersten Punktreihe der Reihe
nach in die Punkte der anderen Punktreihe tragt.

Mit dquivalenten Punktreihen hat sich BiLo [4] beschiftigt. Wir werden fol-
gende drei Sitze von Bilo ohne Beweis anfiihren:

Satz 5.1. Zwei Punktreihen bestehend aus 4—4 Punkten allgemeiner Lage, sind
(5.1) ABCDA A, B, C, D,

dann und nur dann, wenn die durch die Punkte D bzw. D, auf den Ketten K'(ABC)
bzw. K'(A,B,C,) bestimmten Involutionen Eg3 bzw. Eg:p ineinander iibergehen

durch jene gewdhnliche Projektivitdt, welche zwischen K* und K} die drei Punktpaare
(AA,), (BB,) und (CC,) herstellen.

Auf Grund des Satzes kann die dquivalente Punktreihe (5.1) konstruiert
werden. Die entsprechenden Punktpaare (A4A4,), (BB,), (C, C,) und den Punkt D
konnen wir nach Belieben aufnehmen. Im M, stellt der Punkt D auf der K'(4BC)
eine Involution E: fest. Mit Hilfe der obigen entsprechenden Punktpaare bestim-
men wir die projektive Entsprechende der Ex:, die Involution EKD auf der
K'(AyB,C;). Zum Punkte D; kénnen wir einen beliecbigen Punkt der die Kern-
punkte der Involution Ey: enthaltenden K* wihlen. (Figur 15.)

Die Konstruktion des emsprechenden Punktpaares (D, D,) haben wir in dem
Falle ausgefiihrt, bei welchem 4,B,C; im K;, A und B in K, sind, C aber ein Punkt
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Fig. 15

allgemeiner Lage ist. (Eine solche Aufnahme dieser Punkte weicht nur insofern
von der allgemeinsten Lage ab, daB der Punkt B nur in einer Hilfshyperebene
(z. B. {Sy3}) liegen kann, dort gilt aber das Mongesche Verfahren.) Zuerst bestimmen
wir mit Hilfe eines Profilbildes die Linge der Strecken AC und BC.

In deren Kenntnis kann die Umklappung K** von K! hergestellt werden. Der
im Innern der K} aufgenommene Punkt D, bestimmt die Involution Ex: .%) Die

Eyy tragen wir mit Hilfe der Punktpaare (4”"=A4° A4,), (B"=B" B,), ‘(C", C)
in die auf K befindliche Involution Exi® iiber, und deren Mittelpunkt sei der

Punkt D° (Die Zuriickdrehung D des Punktes D° ist Mittelpunkt der Involution
Exy.) Z.B.: Zum entsprechenden Punktpaare (D, D,) kénnen wir so kommen,

daB wir durch K' bzw. K] als groBte Kugelkreise eine Kugel K2 bzw. K} fiihren.
Wir kénnen das Punktpaar (D, D,) aus zwei-zwei solchen Punkten dieser Kugeln
gﬁhlen, deren senkrechte Projektion auf die Ebene der K' bzw. K} der D bzw.
, ist.

Die Hyperebene der K7 ist die {S;;} und D{ ist die Umklappung des Punktes
D, in K; um [0, D;|. Wir haben zur Hyperebene der K* die {S],} gewihlt, wo
Er(K3) jene Rotation bedeutet, womit wir die Ebene [ABC] in die {S,,} getragen
haben. Unsere Figur zeigt die obige Konstruktion des D nicht, nur als Endresultat
gibt sie deren drei Bilder.

*) Wir nahmen statt D den Punkt D nach Belieben auf, wo D der Mittelpunkt der Involution
ist.

7D
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Zu einem anderen Punktpaar (D, D;) kommen wir, wenn wir den Kern K2
bzw. K2 der Involutionen Ex1 bzw. Eglp, herstellen. Je ein entsprechendes Punkt-
paar gibt je ein Punkt der K? bzw. K2

Die Spurlinien der Hyperebene K2 sind ny, ny, ny und K}* ist der in K, gedreht
eines ihrer grofBten Kugelkreise.

Satz 5.2. Zwei Punktreihen bestehen aus 5—5 Punkten allgemeiner Lage; es gilt

ABCDEAA, B, C, D, E,
dann und nur dann, wenn
(5.2) ABCDAA, B, C, D,
(5.3) ABCENA, B, C, E,
(5.4) ABDENA, B, D, E,

sind

Satz 5.3. Wenn ABCDENA,B,C, D, E, ist, weiterhin F, F, ein solches Punkt-
paar ist, fiir welches

(5.5) ABCFAA, B, C, F,
und
(5.6) ADEFNA,D, E, F,

gilt, dann ist F, F, entsprechendes Punktpaar in der durch ABCDENA,B,C,D,E,
bestimmten Projektivitit bzw. Antiprojektivitdt.

6. Der Fixpunkt-Satz der Projektivitit IT

Die algebraische Untersuchung der Doppelpunkte der
(6.1) Z =(zc+d) 'z(za+b), V#0

fihrt infolge der Nichtkommutativitit der Quaternionen zu weit. Viel kiirzer kom-
men wir zum Ziel und die geometrischen Beziehungen heben sich besser aus, wenn
wir die Frage auf Grund des Satzes 1, 2* in der mit der Q-Geometrie dquivalenten
Geometrie untersuchen, und den folgenden Satz beweisen.

Satz 6.1. Die wirklichen Homographien H einer Hyperkugel K* des fiinfdimen-
sionalen Raumes R; haben immer mindestens einen Doppelpunkt.

Es ist bekannt, daB diec Homographien einer Kugel des dreidimensionalen
Raumes zu der Kollineation des dreidimensionalen projektiven Raumes erginzt
werden konnen, genau so kénnen die Homographien einer Hyperkugel des R;
zu Kollineationen des R; erweitert werden.

Die Kollineationen des R; geben die Transformationsgleichungen

(6.2) Ci = o8+ &y + 8o+ s S+ Ca+ %585
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wo i=0,1,2,3,4,5 und |x,|5#0 ist, und deren charakteristische Gleichung ist
sechsten Grades. Dann aber haben diese Kollineationen mindestens eine doppelte
Gerade: diese ist entweder eine auf zwei reellen Doppelpunkten liegende Gerade,
oder aber eine relle Gerade die auf ihren zwei konjugierten immagindaren Doppel-
punkten liegt. Bezeichnen wir mit K, jene Kollineation, welche die K* in sich selbst
iibertrigt, und mit m ihre vorhandene reelle doppelte Gerade.

Hier kann die wechselseitige Lage von m und K* die folgende sein: die m
a) beriihrt, b) schneidet in zwei verschiedenen Punkten, c¢) schneidet nicht und
beriihrt nicht die K*.

Weil K; die K* in sich selbst iibertrigt, deshalb gilt im Falle a): der Beriihrungs-
punkt M von m und K* ist Doppelpunkt der K; und zugleich auch der H; im Falle
b) soll m die K* in den Punkten M und N schneiden. Dann sind zwei Fille moglich:
M und N sind entweder Doppelpunkte, oder vertauschbare in H. Sofern M und N
vertauschbare Punktpaare sind, schreiben wir H in der Form der Quaternion

(6.2) 2’ = (ze+d) Y (za+b)

und wir bringen das vertauschbare Punktpaar M, N in die Punkte 0 und <; dann
kann nach der Definition der Homographien Satz 1.2* die Gleichung (6.2) nur
die Form

(6.3) =¢"1z-1)p

haben. Ein vertauschbares Punktpaar (6, 3) ist auch das Punktpaar ¢~!, . Wenn
¢ 1=ab ist, dann ist von einer Involution die Rede und dieselbe hat einen Doppel-
punkt. Wenn aber ¢~ ';#ub ist, dann werden die Punkte 0, , ¢~ b nicht auf
einen Kreis liegen und die Kugel K*(0, <, ¢™, b) wird in H doppelt sein. Trans-
formieren wir endlich die H so, daB die Doppelkugel K7 in die spezielle Kugel
K30, 1, =, i) gerate und das Punktpaar (0, -) vertauschbar sei, dann wird die
Gleichung der H die Form

(6.4) i § s g |

haben (wo [ und I wirkliche komplexe Zahlen sind). (6, 4) bedeutet auf der K}
eine solche Homographie, die dquivalent mit der Projektivgeometrie der kom-
plexen Geraden ist und diese hat — wie bekannt — ein vertauschbares Punktpaar,
deshalb auch einen Doppelpunkt, letzterer aber ist zugleich auch Doppelpunkt
von K*.

c¢) Sofern m die K* nicht schneidet, dann schneidet der auf K* bezogene Polar-
raum M? der m aus K* eine K* aus, welche in K, doppelt ist und sonach darauf
eine Homographie festlegt. Auf Grund des Satzes 1,5 ist diese Homographie
dquivalent mit der Projektivgeometriec der komplexen Geraden und diese hat
entweder einen Doppelpunkt oder ein vertauschbares Punktpaar. Wenn sie ein
vertauschbares Punktpaar hat, dann ist der Fall b) auf sie anwendbar, so hat die
H in jedem Falle einen Doppelpunkt und damit ist der Satz 6.1 bewiesen.

Infolge der Aquivalenz zwischen Q und H konnen wir behaupten den

Satz 6.1. Die zur Q-Geometrie gehdrenden Projektivititen IT haben immer
mindestens einen Fixpunkt.

?.
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7. Klassifizierung der Projektivititen

Auf Grund der Sétze 4.1, 4.2 und 6.1 sind nach den Doppelpunkten die fol-
genden IT maglich.

a) mit einem Doppelpunkt
b) mit zwei Doppelpunkten
¢) mit einer fixen Kette zweiten Grades.

Das Vorhandensein der IT unter ¢) haben wir schon in 4. gesehen. Das Vor-
handensein der IT unter a) und b) werden wir mit ihrer Herstellung beweisen.

a) Parabolische Projektivitdt 11,

Definition. Parabolische Projektivitit nennen wir die Projektivitdt, welche
einen einzigen Doppelpunkt hat.

Durch Transformation konnen wir erreichen, daBl die Koordinate des ein-
zigen Doppelpunktes = sei. Dann ist die Gleichung der IT,

(7.1 z' = z+a.

Nehmen wir die Darstellung von ¢ im M, dann sehen wir, daB (7.1) eine
Translation bedeutet.

Nehmen wir den Punkt P(p) der ¢ und sei IT,(P)=P, und II;'(P)=P,,
dann sind nach (7.1) die Koordinaten des P; bzw. P, p+a bzw. p—a, dann aber
ist (PyP;PM)=—1, M ist der Doppelpunkt und so gilt der

Satz 7.1. In der parabolischen Projektivitdit ist die durch den Doppelpunkt und
durch ein entsprechendes Punktpaar gehende Kette eine Doppelkette K}.

Aus Translation folgt, daB die durch den Doppelpunkt M gehenden nicht-
doppelten entsprechenden Ketten ersten Grades nur den Punkt M gemein haben,
und ferner liegen in IT, zwei Doppelketten ersten Grades auf einer Kette zweite
Grades, und drei Doppelketten ersten Grades bestimmen, wenn sie nicht auf einer
Kette zweiten Grades liegen, eine Kette dritten Grades.

Auf Grund des (P,P,PM)=—1 konnen wir auch den Doppelpunkt der IT,
konstruieren, es ist nur das harmonische Punktquadrupel herzustellen. Diesen
Doppelpunkt kann man nach 5 auch mit Konstruktion bestimmen.

Auf Grund der gesagten konnen wir iiber eine Projektivitit IT entscheiden,
ob sie parabolisch ist oder nicht. Ndmlich wenn wir das Punktquadrupel
(PyP,PM)=—1 herstellen und M der Doppelpunkt der IT ist, dann ist von einer
parabolischen Projektivitit die Rede, im Gegenfall ist IT nicht parabolisch. Nam-
lich wenn wir annehmen wiirden, daB3 IT noch einen Doppelpunkt hat, so miisste
derseble entweder auf der Doppelkette K*(P; P,PM) liegen, oder aber ihre zwei
Doppelpunkte wiren in Bezug auf diese symmetrisch, dies jedoch ist dem
(P,P;PM)=—1 entgegengesetzt.

Aus (7,1) folgt es daB IT, durch ihren Doppelpunkt und durch ein ent-
sprechendes Punktpaar von ihr eindeutig bestimmt wird.
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b) Projektivitdten mit zwei Doppelpunkten

Sofern IT mindenstens zwei Doppelpunkte hat, kénnen wir IT so transformieren,
daB zwei ihrer Doppelpunkte in die Punkte 0 und <= geraten und dann wird die
Gleihung der IT

(7.2) Z2=d™za

sein.

Vor der Behandlung der Projektivititen der Form (7.2) werden wir auf der
Geraden ¢ die Drehung um den Punkt und die auf den Punkt bezogene Streckung
deuten.

Definition. Unter der auf den Punkt O bezogenen Streckung der g veistehen
wir die projektive Transformation z'=za, wo « skalar ist.

Unter Drehung der ¢ um den Punkt O verstehen wir jene projektive Abbildung,
welche ein Punktpaar (z, —z) in ein solches Punktpaar (z’, —z") iibertrdgt, fir
welches N(z)=N(z") ist.

Unter der auf 0 bezogenen Drehstreckung der g verstehen wir das aus dem
Produkt einer Drehung und einer Streckung bestehende projektive Abbildung.

Nach obiger Definition bedeutet

(7.2) zZ’=d*za, wenn N(z)= N(z')
Drehung,

(7.3) 2’ = za,

Streckung, und

(7.4) z’ =d"'za, wenn N(z)# N(2)

Drehstreckung beziiglich des Punktes 0. Aus der Definition folgt, daB in einer
Drehstreckung die Drehung und die Streckung vertauschbar sind.

Aus der Deutung der Drehung, der Streckung und der Drehstreckung ergibt
sich noch, daB in unserem Ubertragungsverfahren in dem M, der Drehung die
Drehung des zu M, gehorigen R, um den Punkt O, der Streckung die Streckung
des R; und der Drehstreckung die auf 0 bezogene Drehstreckung des R, entspricht,

Nach den Untersuchungen von CoLE [10] (p. 209.) setz sich eine jede Drehung
des R, um 0 aus zwei einfachen Drehungen (um eine Ebene) zusammen. Die Dre-
hungen haben zwei doppelte Drehungsebenen, welche aufeinander senkrecht sind.
Nehmen wir noch in Betracht, daB die auf 0 bezogene Streckung die Zahl der doppel-
ten Elemente nicht dndert, weiterhin sehen wir von jener speziellen Drehstreckung
ab, welches aus einer einzigen einfachen Drehung besteht. Dann kénnen wir fest-
stellen, daB — auf die Gerade ¢ zuriickkehrend — die allgemeine Drehstreckung
nur zwei Doppelpunkte hat, und demnach ist giiltig der

Satz 7.2. Die Projektivitdt mit zwei Doppelpunkten hat zwei aufeinender voll-
kommen senkrechte Doppelketten zweiten Grades.

¢) Zu der in einer einzigen einfachen Drehung bestehenden I1 gehort die Projek-
tivitdt mit einer fixen doppelten Kette zweiten Grades, deren Untersuchung in 4.
schon an die Reihe kam.
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Definition. Die Transformierten der auf den Punkt O bezogenen Drehung,
Streckung bzw. Drehstreckung nennen wir kurz Drehung, Streckung bzw. Dreh-
streckung.

8. Klassifizierung der Antiprojektivititen
auf Grund ihrer doppelten Elemente

Weil das Quadrat der nichtinvolutorischen Antiprojektivitit IT eine Projek-
tivitat IT ist, konnen wir die Klassifizierung der IT aus derselben der IT ableiten.
Dementsprechend sind folgende IT moglich

a) Antiprojektivitit mit einem vertauschbaren Punktpaar,

b) Antiprojektivitit mit einem Doppelpunkt,

¢) Antiprojektivitit mit zwei Doppelpunkten,

d) Antiprojektivitit, deren eine Kette ersten Grades je nach den Punkten
doppelt ist,

e) Antiprojektivitiat, deren eine Kette zweiten Grades doppelt und die Punkte
derselben vertauschbar sind, die aber keine Doppelpunkte hat,

f) Antiprojektivitit mit einer je nach den Punkten doppelten Kette zweiten
Grades.

Das Vorhandensein dieser IT werden wir durch Angabe ihrer kanonischen
Gleichung beweisen.

a) Die Antiprojektivitit mit der Gleichung

(8.1) =Lz, wo I =t

hat das vertauschbare Punktpaar 0, -, weitere vertauschbare Punktpaare und
Doppelpunkte hat sie nicht, weil das Quadrat der Antiprojektivitdt von (8.1) eine
Projektivitit mit zwei Doppelpunkten ist.

b) Parabolische Antiprojektivitit IT,. Die II,

(8.2) Z=ZzZ+a

hat als einzigen Doppelpunkt den Punkt .
¢) Die Doppelpunkte der Antiprojektivitit

(8.3) Z=i7, wo L=Et ist,

sind die Punkte 0 und . Mehr Doppelpunkte hat (8.3) nicht, weil siec aus dem
Produkt einer Projektivitit mit zwei Doppelpunkten und einer Spiegelung einer
Kette ersten Grades, welche auf der einen doppelten Kette zweiten Grades der
genannten Projektivitit liegt, zusammengesetzt wird.

d) Die Antiprojektivitit

(8.4) z =11z

ist das Produkt einer Projektivitit mit einer fixen Doppelkette zweiten Grades
und der Spiclung auf eine darauf liegende Kette ersten Grades.
¢) Die Antiprojektivitit

(8.5) 7 =—1"1z-1¢



Die Konstruktionen in der projektiven Geometrie der Quaternionengeraden II. 103

ist das Produkt einer Projektivitit mit einer fixer Doppelkette zweiten Grades
(einer einfachen Drehung) und einer Antiinvolution A4,.
f) Die Antiprojektivitit

(8.6) 2 =—1-131

kann aufgefalit werden, als Produkt einer Projektivitit mit einer fixen Doppelkette
zweiten Grades (einer einfachen Drehung) und einer 4y deren Doppelkette dritten
Grades durch diese — Kette zweiten Grades geht.

9. Bestimmung von Doppelpunkten im Falle Projektivititen

a) Gewdohnliche Projektivitit.
Die Konstruktion der entsprechenden Elemente ist mit Anwendung der Eigen-
schaften der Drehstreckung einfach im Falle der Projektivitit IT.

(9.1) z' = (a+ pi) z(y +9i).

In diesem Falle setzt sich der Drehungsteil der im M entsprechenden IT aus der
py+ ad
. . ay— o
und aus der einfachen Drehung um die Ebene [{,&.) durch den Winkel

f : +;i zusammen, *) und das MaB der Streckung ist 7=} (a2 + f2)(y2+2).

Im Falle 1, sei t=1, dann besteht die IT bloB aus Drehung. Die Figur 16.
illustriert neben Anwendung des Profilbildes die Konstruktion der Entsprechenden
des Punktes P(xy+usj), II(P)=P, und II7'(P)=P,. Aus der Konstruktion
folgt, daB die Punkte P,, P, symmetrisch in bezug auf die Ebene [£,¢&,] sind, daraus
aber ergibt sich, daB jener P, wofiir (PPP,P,)=—1 ist, gleichfalls in der Ebene
[£o&,] liegt und N(P)=N(P) ist. (Na@mlich der Kreis K'(PP, P,) und der Punkt 0
bestimmen einen Drehungskegel.) Bestimmen wir dhnlicherweise den zum Punkte
R=P gehérenden Punkt R, welcher gleichfalls in der Ebene [£,&,] liegt und N(R)=
=N(P) ist. Demnach bestimmt P, P, R einen Kreis K, welcher symmetrisch in
Bezug auf die zwei Doppelpunkte 0, <= der IT ist. (Im allgemeinen ist nach der
Konstruktion, PR ausgenommen den Fall, bei welchem die Ebene der
K (P, P, P,) durch den Punkt O geht, dann aber sind die Punkte (PP) in Bezug
auf die Doppelpunkte symmetrisch.)

einfacher Drehung um die Ebene [£,&;] durch den Winkel ¢=arctg

iy =arctg

2) Auch in dem Falle 751 konnen wir zu dem in Bezug auf die Doppelpunkte
symmetrischen Kreis gelangen. Auch dann geschicht die Konstruktion der ent-
sprechenden Punkte nach den vorangehenden, nur die Koordinatten der durch
Drehung gewonnenen Punkte miissen wir noch um t verlingern. Unsere Figur
16. zeigt auch die Konstruktion dieser Punkte (=2 und die Bezeichnung dieser
Punkte ist die folgende: IT1(P)=PF,, 17'(P)=F,).

Bevor wir an den Beweis der Herstellbarkeit des symmetrischen Kreises gehen,
stellen wir folgende zwei Hilfssitze fest.

*) Die Winkel der Drehung wurden aus der Drehung z=a,;+j berechnet.
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Fig. 16

Hilfssatz 1. Wenn wir auf zwei verschiedene Seiten einer Strecke KP gleiche
Winkel mit dem Scheitelpunkt K abmessen und auf den so gewonnenen Seiten der

Winkel die Punkte P, bzw. P, nach KP,=tKP bzw. IZ’T’2=—R;—P feststellen, dann

ist die Strecke KP Halbsehne des die durch die Punkte PP,P, gehenden Kreises
und der Punkt desselben Kreises, wofiir (PPP,P,)= —1 ist, liegt auf der Geraden |KP).

Es folgt schon aus dem Satz der auf den Kreis beziiglichen Sckanten, daB die

Strecke KP Halbsehne des Kreises ist. Und wenn wir auf Grund_von Figur 17,
beachten, daBB (44, P,P,)= —1 ist, so folgt schon, daB der Punkt P auf der Gera-
den |KP| liegt. Weiter auf Grund einfacher raumlicher Zusammenhinge ist giiltig der

Hilfssatz 2. Wenn wir einen Winkel und seine Winkelhalbierende so auf eine
Ebene parallel projizieren, daB die Projektionsrichtung auf der durch die Winkel-
halbierende Gerade gehende und auf die Ebene des Winkels senkrechte Ebene liegt,
weiterhin auf die Projektion der Winkelhalbierenden senkrecht ist: dann wird diese
Projektion auch das Bild des gegebenen Winkels halbieren.

Kehren wir zu unserer Figur 16 zuriick und leiten wir durch die Punkte P, P, P,
einen Kreis; dieser soll die Ebene [£y&,] in der Geraden m schneiden, und sei der
Schnittpunkt des Kreises K'(PPP,) und der Gerade m auBer P der Punkt M.
Stellen wir eine senkrechte von O aus auf m und sei deren FuBpunkt K. Dann folgt
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Fig. 17

schon aus den Hilfsitzen, daB m die Winkelhalbierende des Winkels < (P, KP,)
und (PMP,P)=—1 ist, d. h. M=P und N(P)=N(P) besteht.
Auf Grund der obigen Untersuchungen gilt der

Satz 9.1 Wenn wir in der gegebenen nicht parabolischen und nicht involutorischen
Projektivitdt IT die zu einem Punkt P gehérenden Punkte I1(P)=P, und I17*(P)=P,
herstellen und jeden Punkt bestimmen, wofiir (PPP,P,)= —1 ist, dann wird das
Punktpaar (PP) auf einer solchen Kette ersten Grades liegen, welche in Bezug auf
die zwei Doppelpunkte I1 symmetrisch ist, und diese Kette wird auf zwei Doppelketten
zweiten Grades der II senkrecht sein.

Der Satz 9.1 macht die Bestimmung der zwei Doppelpunkte der IT mdéglich,
mit dessen Hilfe namlich kénnen zwei solche Ketten ersten Grades der IT K und K}
hergestellt werden, in Bezug auf welche die zwei Doppelpunkte symmetrisch sind.

Bemerkung. Sofern wir im Laufe der Konstruktion von K} und Kj zu zwei
solchen Punktpaaren gelangen, fiir welche aus P=R sich R=P ergibt, so kann
die Konstruktion der Doppelpunkte auf jene Aufgabe zuriickgefithrt werden,
welche wir in Verbingung mit den Involutionen damals 16sten, als wir die Doppel-
punkte aus zwei entsprechenden Punktpaaren bestimmten ([15] p. 246). In diesem
Falle ist das entsprechende Punktpaar (P, P).

Wenn die im vorigen Abschnitt erwdhnten zwei Punktpaare nicht zu unserer
Verfiigung stehen, dann kénnen wir ihre zwei Doppelpunkte so herstellen, daB
wir jene Punkte bestimmen, welche in Bezug auf die Ketten K], K symmetrisch
sind.

Bei der Konstruktion der symmetrischen Punktpaare beachten wir, dall wenn
M, N ein solcher Punktpaar ist, dann sind das auf K} bezogene Spiegelbild K7}
der K}, und das auf K{ bezogene Spiegelbild K] der K; symmetrisch. Dann wird
[MN| eine Transversale der Ebenen N;, N,, N,, N, welche durch die Mittelpunkte
der Kreise K7, K}, K3, K! gehenden Normalebenen sind. Nach den Untersuchungen
fiihrt die Konstruktion zu der Festsetzung der Schnittpunkte einer V? Torsfliche
dritten Grades mit einer Geraden ([12] 793). Solche Punkte gibt es drei und diese
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sind im allgemeinen mit Zirkel und Lineal nicht konstruierbar'’). (Man kann nur
Niherungskonstruktion geben).

In Kenntnis der Geraden |[MN| geschieht die Konstruktion der Punkte M
und N so, daB wir den Schnittpunkt C einer solchen Geraden mit der einen Ebene
z. B. N; bestimmen, sodann die in den Drehungskegel mit dem Scheitelpunkt C
und den Leitkreis K, gezeichnete Tangentenkugel herstellen, welche denselben in
dem Kreise K; beriihrt. Die zwei Schnittpunkte dieser Kugel mit der auBerwihlten
Geraden geben die Punkte M und N. (Von diesen Punkten sind nur zwei reell.)

In Kenntnis der Doppelpunkte kdénnen schon die aufeinander senkrechten
Doppelketten zweiten Grades der IT konstruiert werden. Bringen wir durch Trans-
formation die Doppelpunkte M, und N in die Punkte 0 und <. Dann miien wir
solche Ebenen konstruieren, welche sowohl auf die Ebene der K, wie auch auf
die Ebene der K} senkrecht sind. Diese Konstruktion zeigt Fig. 2 aus [14].

b) Im Falle von Antiprojektivititen kénnen wir die Bestimmung der Doppel-
punkte auf den Fall a) zuriickfithren, wiederum Gebrauch machend von der Tat-
sache, daB3 der Quadrat einer Antiprojektivitit eine Projektivitit ist.

Demnach werden wir die doppelten Elemente einer IT so konstruieren, daB
wir die doppelten Elemente einer IT=IT*> herstellen und aus diesen die doppelten
Elemente der IT herauswiihlen.
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9) Die Nichtkonstruierbarkeit folgt auch aus dem sechsten Grad der charakteristischen
Gleichung von (6, 2).



