Diophantische Approximationen mit natiirlichen Zahlen

Von ATTILA PETHO (Debrecen)

1. Einleitung

Bezeichne R" das n-dimensionale reelle euklidische Raum und Z" das Gitter
der Punkte in R" mit ganzen Koordinaten. Ist (xq, ..., x,)=Xx€R", dann setzen
wir |x|=max (|x,}, ..., [x,]). Wir schreiben x>0 (x<0), wenn alle Koordinaten
von x positiv (negativ) sind, und wir nennen diese Vektoren positiv (negativ).

Seien L,(x), ..., L,(x) linear unabhidngige Linearformen mit reellen Koeffizi-
enten und £(x)=(L,(x), ..., L,(x)). Nach dem Dirichletschen Approximations-
satz (s. z. B. [1]) existieren eine Konstante ¢=0 wund unendlich viele (x, y)=
=(Xgy eees Xps Vis ooy V)EZ"TT mit x7#0, welche der Ungleichung

M max (ILix)—yi) = |£(x)— | = clx|="

geniigen. Der Einfachheit halber werde ich im Weiteren — wenn ich nicht anderes
sage — unter einer Losung eines Ungleichungsystems immer ein Element von
Z"*r verstehen,

Die Lage ist viel komplizierter, wenn wir Linearformen mit natiirlichen Zahlen
approximieren wollen.

Einerseits hat N. OBRESKOV [2] bewiesen, daBl eine Konstante ¢;=>0 und un-
endlich viele (x, y)€Z"*" mit x>0 existieren, welche der Ungleichung

| L(x)— Y| = ¢|x|~@M

geniigen. Spiiter zeigte W. M. ScumipT [4] wenn 1, o, f iiber Q linear unabhingige
reelle Zahlen sind, dann existieren fiir jede £¢=>0 unendlich viele x;, x, natiirliche
Zahlen mit

lloexy + Bxsll < &lx|~*

V5+1
2
Zahl bezeichnet.
Andererseits bewies Schmidt in derselben Arbeit, daB iiber Q linear unab-
hdngige reelle Zahlen 1, a4, ..., a, existieren, fiir welche bei jedem &=>0 eine
Konstante c(g) existiert, s. d.

WO pu= ist, und |[z]|] den Abstand zwischen z und der nichsten ganzen

loy Xy + .. + X4l > c(e)|x]~2*

gilt fir alle 0<x€Z".

9.
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In dieser Arbeit verallgemeinere ich ein Lemma von Schmidt auf den mehr-
dimensionalen Fall. Als Anwendung beweise ich unter anderem, dal #(x) mit
natiirlichen Zahlen nur dann sehr schlecht approximierbar ist, wenn es mit ganzen
Zahlen sehr gut approximierbar ist.

Zur Formulierung der Sitze bendtigen wir noch einige Bezeichnungen. Seien
M,(x), ..., M,(x) liber R linear unabhiingige Linearformen mit reellen Koeffizien-
ten und M(x)=(M,(x), ..., M,(x)). Die Menge der Punkte x von R", welche dem
Ungleichungsystem

2 M(x)| < IM,(x)] (i=1,..,n=1)

geniigen, werden wir eckiges Bereich nennen und mit 90 bezeichnen. Aus der Defini-
tion folgt unmittelbar, daB in jedem eckigen Bereich unendlich viele Elemente
von Z" liegen.

Satz 1. Sei w*<o die obere Grenze der Zahlen w=0, fiir welche das Un-
gleichungsystem

3) |L(x)— y| = |x|~Cna+w

unendlich viele Losungen x#0 besitzt. Sei weiter n* die untere Grenze der Zahlen
n, fiir welche das Ungleichungsystem

@ |2()~ | = |s|-ma-n
unendlich viele Lisungen x¢IM N Z" besitzt. Dann ist
g (n—1)w*
14+ nw*

(n—1)w*

Y : : : : o
Da 1+4nw*=0 gilt, ist die Funktion f(w*)= T

wachsend. So besteht

streng monoton

: n—1)w* n—1

fur alle w*<eo. Also ist #* nicht gréBer als (n—1)/n und ;(l—q*):--;—.

Ich werde in Lemma 1 ein eckiges Bereich angeben, worin nur positive oder
negative Vektoren liegen. Als Spezialfall folgt aus Satz 1 der Satz von Obreskov
fiir alle Linearformen, welche in endlicher Ordnung approximierbar sind.

Ein System der Linearformen nenne ich, wie gew6hnlich, ein Roth System
wenn fiir dieses die, in Satz 1 definierte Zahl w*=0 ist.

Das System der Linearformen L,(x), ..., L,(x) nenne ich schlecht approximier-
bar wenn eine solche Konstante B=0 existiert, daB das Ungleichungsystem

) |Z(x) -yl = B|x|~*"
keine Losung x>0 besitzt.
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Satz 2. Sei M ein eckiges Bereich und L,(x), ..., L,(x) ein Roth System, dann
besitzt fiir jede &, n=0

(6) ‘g(;)_‘yl - slx“‘(ﬂfl‘)(l—'ﬂ
unendlich viele Losungen mit x¢ M\ Z".

Satz 3. Sei L,(x), ..., L,(x) ein schlecht approximierbares System und habe
(5) mit B=B, keine Liosungen. Dann besitzt (5) fiir

B = P = max (2'7, P +DEF Jonel
unendlich viele Liosungen mit x=0.

Aus dem Beweis folgt, daB3 Satz 3 auch fiir alle eckigen Bereiche gilt.

Ein wichtiger Spezialfall der Sitze 2 und 3 ist: wenn r=1 und die Koeffizienten
der Linearform L(x)=o,x,+...+2,X,+x,:, Uber Q linear unabhingige algeb-
raische Zahlen sind. Wie W. M. Schmidt [3] gezeigt hatte, ist eine derartige Linear-
form ein Roth System. Wenn sogar 1, oy, ..., o, zu einem Kérper vom Grad n+1
gehoren, dann ist L(x) schlecht approximierbar [1]. In Lemma 1 werde ich ein
eckiges Bereich angeben, welches nur positive und negative Vektoren enthilt. Auf
dieses spezielle Bereich die obigen Sdtze anwendend folgen die nédchsten beiden
Folgerungen aus Satz 2 bzw. 3.

Folgerung 1. Seien 1,ay, ...,a, tiber Q linear unabhdngige reelle algebraische
Zahlen, dann besitzt fiir jede &, n=0

||a1x1+ e +at,,x.,II = El-xl_n+‘
unendlich viele Losungen mit x=0.

Folgerung 2. Sei 1,0, ...,a, eine Basis eines Zahlkérpers vom Grad n+1.
Es existiert eine Konstante P,=0, fiir welche

oy Xy + ... + o, X[l < Pyx|~"

unendlich viele Losungen mit x=0 besitzt.

2. Lemmata

Zum Beweis der Sdtze brauchen wir einige Lemmata.
Lemma 1. Sei n=2; xé R" und
7 N@X)=x4+...+x—=X;4, ((=1,...,n=1)
N,(X) = x; +xs.

Bezeichne M das durch die N;(x) bestimmte eckige Bereich. Alle Elemente von N
sind entweder negativ oder positiv.

BewEis. Wir bemerken zuerst, daB N,(x), ..., N,(x) iiber R linear unabhingig
sind, so daB M tatsdchlich ein eckiges Bereich ist.
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Das Lemma werden wir mit vollstindiger Induktion beweisen. Setzen wir
zunichst n=2. Dann ist nach der Definition

Xy — X3 | =< |3y +X,].

Es gilt also x,x,>0, deswegen haben x; und x, gleiche Vorzeichen und keine der
beiden ist 0.

Nehmen wir nun an, dall die Behauptung fiir n—1 wahr ist. Setzen wir in (2)
statt M;(x) iiberall N;(x), so bekommen wir die Definitionsungleichungen von 9.
Wegen der Konstruktion der N;(x) folgt aus den ersten n—2 Ungleichungen und
aus der Induktionsvoraussetzung, daB x,, ..., x,_; gleiche Vorzeichen haben und
alle 0 sind.

Die letzte Ungleichung ist

Xy 4 oo F Xy —Xa| < Xy + X5l
Hitte x, anderes Vorzeichen, als die anderen, oder wiare x,=0, dann wire
X1t F Xy =X = X+ FXma] = X+,

ein Widerspruch. So muB das Vorzeichen von x, mit dem von x,, ..., x,_, lber-
einstimmen und das Lemma ist bewiesen.

Seien Z(x) und Mi(x) wie frither. Bilden wir aus den Koeffizienten von
M,(x), ..., M,(x) eine Determinante, wic gewcohnlich. Also in ihrer j-ten Reihe
stechen der Reihe nach die Koeffizienten von M;(x). Den, von 0O verschiedenen,
absoluten Betrag dieser Determinante werden wir mit D bezeichnen.

M,(x), ..., M,(x) sind iiber R linear unabhingig, deshalb gibt es eine Kon-
stante d, so daB

(3 x| = dM(x)|
fiir alle x€ R" erfiillt ist.
Lemma 2. Seien £(x) und M(x) wie frither, w* wie in Satz 1, endlich w=>w".
Das Ungleichungsystem
&) |2 (x)—y| < ejx|~*MC-0
(n—1Dw

T =0 und fiir jedes &=0 unendlich viele Ldsungen mit

besitzt fiir n=
xeMNZ",

Bewels. Seien D, d die obigen Konstanten. Es existiert eine weitere Konstante
(Ke, w)=K=0 welche der Bedingung

i n(1+w)

(10) DT K(d"K~")0+m) < ¢

geniigt, wo ¢, die im Lemma gegebenen Konstanten sind.
Nehmen wir an, daBl die Anzahl der Lésungen von (9) endlich ist. Dann gibt
es eine N, so, daB fiir alle N=N,, xé¢M, (x, y)€Z"*" die Ungleichungen
I'?(E)_.Yi = sN_("f’)(l_'f)

x|=N
gelten.



Diophantische Approximationen mit natiirlichen Zahlen 135

Seien T eine beliebige reelle Zahl und IT1(7) die Menge derjenigen Elemente
von R"*", welche den Bedingungen

(11) ILi(l‘)—J’iI < DVr KT — /(1 +w) () A r)
M(x)| =d™'T (i=1..,n=1)
IMuu)l = dn—lK—r Tl-l-nw

geniigen. Man kann sehr leicht nachpriifen, daB der absolute Betrag der Deter-
minante dieses Systems D ist. Infolge des Minkowskischen Linearformensatzes
enthélt IT(T) fiir alle T einen von 0 verschiedenen ganzen Vektor.

Wenn T groB genug ist, dann ist |Z(x)—y| klein und auBerdem

d-1T = d"_lK_rT1+”w.
Nach (8) muB3
|£| = ddn—lK—r T1+nw =N
gelten. Somit gilt

n 14w n 14w _n

|2 (x)—y| < DMrK(d"K-")r 1¥mwN Tt 1¥mw < gN

(1—n)

Sei nun 7 so groB, daB auch noch N=N, erfiillt sei. So muB x infolge der in-
direkten Voraussetzung auBer M liegen. Es gilt also |M;(x)|=|M,(x)| fiir diese
x mit irgendeinem Index 1=j=n—1. Nun folgt nochmals aus (8) und (11), daB

Z(14w)

1
(12) |2 (x)—y| <D"KT *
x|=T

fir alle genug groBe 7 mindestens eine nichttriviale Losung besitzt.
Es gibt weiter ein w” mit w=w'=w* und mit
= 2 (w—w)
DrEeTr .
Infolge (12) besitzt (3) mit dieser w” unendlich viele Losungen x:#0. So muB
w'=w* sein, was ein Widerspruch ist. Die Voraussetzung also da nur endlich
viele Losungen von (9) im 9 liegen, war falsch. Somit ist Lemma 2 bewiesen.
Sei jetzt L,(x), ..., L,(x) ein schlecht approximierbares System. 9, D und d
seien wie in Lemma 2, ferner sei 4A=d"/" sowie

1 n?

P=DrA"dr.

Lemma 3. Seien £(x), M und P wie oben. Nehmen wir an, daB (5) fir B=P
nur endlich viele Losungen mit x¢I besitzt. Dann hat (5) fiir B=D"" A unendlich
viele nichttriviale Lésungen.

BeweErs. Dieses Lemma kann man mit demselben Gedankengang beweisen als
Lemma 2, deshalb lassen wir den Beweis weg.
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3. Beweis der Siitze

n—1)w* : : : ;
(——-)—-—20 ist, gibt es eine w=0 mit

BEWEIS VON SATZ |. Da 75> =
1 +nw

_(n—=Dw g » _(a=Du . .
S e Die Funktion f(u)= ol fir u=0 streng monoton wach-

send, so muBB w=w* sein.
Nach Lemma 2 besitzt (9) fiir dieses n und fiir jede £é=0 unendlich viele
Losungen mit x€IM. Demzufolge gilt n*=n fir alle n=f(w)=f(w*). So gilt

s _ (n=w*
S AL 1+nw*

und damit ist Satz 1 bewiesen.

BEwEels voN SATZ 2. Nach der Voraussetzung bilden die Linearformen
Ly(x), ..., L,(x) ein Roth System, d. h. fiir diese ist w*=0. Seien ¢, =0 beliebige
relle Zahlen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir y<(n—1)/n an-
nehmen. Wenn dies nicht gilt, dann wiéhlen wir ein kleineres n die der Bedingung
geniigt. Wenn der Satz fiir dieses kleineren Wert wahr ist, dann gilt er selbstver-
stiandlich auch fiir einen gréBeren Wert.

n
n—1-—nn
wir nun Lemma 2 auf L,(x), ..., L,(x) und M mit dem obigen ¢ an. Da w=>w*=0
gilt, besitzt (6) unendlich viele Losungen mit x€9%. Damit ist Satz 2 bewiesen.

Setzen wir w= . Diese ist wegen der Wahl von # positiv. Wenden

BEWEIS VON SATZ 3. Nach der Voraussetzung besitzt (5) mit B=B8, und mit
der Linearformen L,(x), ..., L,(x) keine Losungen. Sei D der absolute Betrag der
Determinante von N,(x), ..., N,(x). D=2 kann man mit ecinfacher Rechnung
nachpriifen. Aus (7) kann man die x; mit N;(x) folgenderweise ausdriicken.

_ NMi(x)+N,(x) v = Da@X)— M (x)
1.~ 5 L] - Dt 2
X =2X;_1+Ni_s(X)— N1 (x) (i=3,..,n)

Daraus folgt
|=2"" )| (=1..,n)

fiir alle x€ R".
n 1
Setzen wir d=2""', A=min(dr,2 7 By) und P=2'rA-"+14"**, Hatte (5)
1

fiir dieses P nur endlich viele Losungen mit xé M, dann wiirde (5) fir B=27 4
nach Lemma 3 unendlich viele nichttriviale Losungen besitzen. Es gilt aber

1
B=2r A=B,, was der Wahl von B, widerspricht. So muB (5) fiir B=P unendlich
viele Lésungen mit x€N besitzen.

M ist ein zu 0 symmetrisches Bereich. Wenn x mit irgendeinem y (5) geniigt,
dann ist auch (—x, —y) eine Losung von (5). Dies vervollstiindigt den Beweis
von Satz 3.
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