Uber gleichungslosende Iterationen ohne Divergenzpunkt ITI.

Von ZOLTAN SZABO (Debrecen)
Herrn Professor BELA BARNA zum 70. Geburtstag gewidmet

Zusammenfassung. In der Arbeit werden die Verschiarfungen, die Fehlerabschitzungen, die
Konvergenzfaktoren und einige numerische Beispiele fiir die in [25] beschriebenen, quadratisch
konvergenten Verfahren der Beriihrungskegelschnitte zur Losung nichtlinearer Gleichungen an-
gegeben. In einem Intervall [a, b] sind die Verfahren in gewissem Sinne stets konvergent, ohne die
Giiltigkeit von f(a)-f(b)=0 vorauszusetzen, und ohne intervallarithmetische Hilfsmittel zu
brauchen.

Abstract. The present paper gives the sharpenings, the errors, the asymptotic error constants
and several numerical examples of the second order iteration methods of tangential conic sections
for solving nonlinear equations described in [25]. In a certain sense the procedures are always con-
vergent in [a, b] without using intervalarithmetics and without assuming f(a)-f(b)=0.

Pezome. B paboTe naroTcs yCHJIEHHA TEOPEM KACAFOLIMXCH HTEPALHMOHHBIX METOHOB KacaTellb-
HBIX KOHHYECKHX cedeHuit [25] i peineHus HeIMHEHHBIX YpaBHCHHH W HAXOIATCH OLCHKH OMGOK
M ACHMOTOTHYECKHE KOHCTaHThl owmbok. IlpuMeHeHHe METOI0B HWILIIOCTPHPYETCH KOHKPETHBIMH
NpHMEPaMM. DTH MPOLECCH ONTHMATBHBI B CMbICE [27] M NOPAIOK HX CXOAMMOCTH JIBA. DTH METOIbI
BCEraa CXOAATCs B mpoMexyTke [a, b] B cMmbiciie onpenensemoM B paboTe, n onpenenenne gaércs Ta-
KAM 00pa3om, 4TO HET HYXK/IbI B TPHMEHECHWH WHTEPBAIbHON apH(OMETHKH H B NIPHHATHH [IPEANOIIO0-
wenus f(a)-f(b)=0.

Einleitende Bemerkungen

Die stationdren und sich auf einen Punkt stiitzenden Iterationsverfahren
(22) Xn+1 = F(x,.), n= 0} 1, ...

mit der Iterationsfunktion F zur Losung f(x)=0 haben die Eigenschaft (21) (s. [25]).
Im Falle Eff=1 wird die Iteration (22) (bzw. ihre Iterationsfunktion F) optimal
genannt [27). Ist (22) von der Ordnung p, so wird der Grenzwert

=43 Ixn+l_:x|
=R e
als Konvergenzfaktor (oder asymptotische Fehlerkonstante) von (22) genannt. Unter
den Iterationsverfahren (22) hat die Newton—Raphson’sche (kurz NR) Iterations-
methode mit der Iterationsfunktion

_f&)
1)

Fyp(x) = x
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eine groBe Bedeutung. Diese quadratische und optimale Iteration wurde in mehreren
Richtungen erweitert, verallgemeinert und modifiziert (z. B. [1, 2, 7, 9, 10, 13, 15—
20, 22—24, 27, 28]). Die wohl bekannte ,modifizierte Newton-Methode* steht
vermoge ihres Wesens den Untersuchungen dieser Arbeit sehr nahe [22, 23, 27].

Existiere eine reelle Konstante M, =0 mit | f'(x)|=M,, x¢I=[a, b], dann kon-
vergiert die von x,c7 (f(x,)#0) ausgehende und monoton abnehmende Itera-

tionsfolge
(X
Xyrg = x,--l—%}?)-i-, B=0 1.,

gegen die links von x, néchstliegende Nullstelle «<7 von f, falls die Funktion f
mindestens eine Nullstelle in [a, x,] hat, und die Iterationsfolge verldf3t die Strecke
I im entgegengesetzten Falle. (Fiir die Iteration

[ f(x)|
Xn41 = Xp+———, n=0,1,..
+1 Ml

kann eine dhnliche Bekauptung in [x,, b] ausgesagt werden.) Das Verfahren ist in
I stets (d. h. fiir beliebiges x,€7) konvergent. Der ,,Preis* fiir diese vorteilhafte
Eigenschaft bei der Modifikation der NR-Methode ist das Abnehmen der Konver-
genzordnung (p=1).

In den letzteren 10—12 Jahren wurden zahlreiche Iterationsverfahren erar-
beitet, die immer konvergent sind, z. B. [1—5, 13, 18—21]. Bei diesen Methoden
wird am meisten die Intervallarithmetik als Hilfsmittel gebraucht. In vielen Fillen
wird die Relation

(23) fla)-f(b) =0

vorausgesetzt. In dieser Arbeit werden auch stets konvergente Iterationsverfahren
angegeben, die keine Intervallarithmetik benutzen, und bei denen keine Relation
von der Gestalt (23) vorausgesetzt wird. Die Ergebnisse in dem Abschnitt 2 konnen
zum Teil als Verschirfungen von [25] betrachtet werden. AuBler den hinreichenden
Bedingungen fiir die Konvergenz beschéftigen wir uns mit den Fehlerabschidtzungen
und Konvergenzfaktoren, mit der Konvergenzordnung und mit der Informations-
effektivitit der stets konvergenten Iterationsverfahren der Berithrungskegelschnitte.
Die Verfahren werden auch an einigen numerischen Beispielen demonstriert.

Wir werden einige Bezeichnungen und Definitionen brauchen. Fiir die Fehler-
abschidtzungen werden die Bezeichnungen

eg=0a—x, und d,=x,,1—X,
gebraucht. Die Bedingungen (2) werden folgenderweise aufgeschrieben.

4 {Dic Funktion f: [a, b)]=Ic R—R ist in I zweimal differenzierbar,
(24) {und die Relationen |7 (x)|=My=0,

(24.0) f(x)| = M,
(24.1) If'(x)| =M, %0
sind in 7 erfiillt.
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Definition. Die mit der Funktion f verbundene Iterationsfunktion F(x;r)
und auch das entsprechende Iterationsverfahren

(25) Xy =FOeir), . n=0,1,..

wird in [/ stets konvergent genannt, falls die aus dem Wert x,€ 1, f(x,) #0 ausgehende
und mit Hilfe (25) erhaltene Iterationsfolge {x,}

1° monoton ist, und

2° gegen die rechts (bzw. links) von x, nichstliegende Nullstelle x€7 von f
konvergiert, vorausgesetzt, daBB der Wert des ,,Richtungsparameters™ r im ganzen
Laufe der Iteration auf konsequente Weise +1 (bzw. —1) gewéhlt wird;

3% wenn es keine Nullstelle «€[x,, b] (bzw. «€[a, x,)) von f gibt, dann verldBt
{x,} die Strecke /. Die Familie von Iterationsfunktionen mit diesen Eigenschaften
wird mit A(f, I) bezeichnet (4: class of always convergent iteration functions).

Mit Hilfe dieser Definition kann die Behauptung iiber das modifizierte NR-
Verfahren folgendermafien aufgeschrieben werden. Es gilt

|f ()|

F(x:r)=x+r-Tl

cA(f, ),

falls die Ungleichung |f’(x)/=M, mit einer Konstante M,=0 in I erfillt ist.

Die Methoden der Beriihrungskegelschnitte
Die Methode der Beriihrungshyperbeln (TH) ')

Das auf der Hyperbel y=+c¢-|J1+x*, ¢=>0 basierte TH-Iterationsverfahren
wird im Abschnitt 1 von [25] geschricben. Der Satz 1 kann auf folgende Weise
formuliert werden.

Satz 6. Aus den Bedingungen (24), (24.1) und

2= 2M12+IT6 M3
folgt die Relation

Fry(x; r)€A(f, I),

wobei
g TR ¢ 1157, TP )
Fru(x; r) = x+sign (f(x,)) - Ve2—f"2(x) v V[ T Vet —f'z(x)] :

die Iterationsfunktion der Methode der Beriithrungshyperbeln ist.

1y Method of rangential hyperbolas
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Die Methode der Beriihrungsparabeln (TP) *)

Die mit den Parabeln y=+c-x% ¢=>0 verbundene TP-Methode beruht auf
dem Lemma 2 [25]. Das Lemma kann aber nicht nur fiir ¢=M, und (2), sondern

auch fiir c=% M, und (24) bewiesen werden. Aus den Bedingungen folgt ndmlich

die Existenz eines Wertes £€(x,, x) mit
FG) = 10+ (50 (6 —x)+ (€ (v =)

Deshalb kann die Differenz D(x)=f(x)—p(x) mit Hilfe der Beriihrungsparabel
(7) in der Form

D(x) = [—f" (&) +c - sign (f(xo)] (x—xo)?

aufgeschrieben werden. Im Falle c=-;— M, ist der Wert von D(x) nicht negativ

(bzw. nicht positiv), falls f(x)>0 (bzw. f(x)<0) ist. Auf Grund von dieser
Modifikation des Lemmas 2 kann schon eine Verschirfung des Satzes 2 ausgesagt
werden, wie folgt.

Satz 7. Gilt (24), so ist
F,p(x l‘) —x+51gn (f(xo)) f( ) lef(x)l [f (-:)ISEAU’ I).

Die Methode der Beriihrungsellipsen (TE) 3)

Das mit den Ellipsen y=+c-}J1—x*, ¢=0, |x|=1 verkniipfte TE-Verfahren
beruht auf dem Lemma 3 [25], das ein biBchen auch verschirft werden kann. Es

P LT et g 4 2 ' 11 e S
ist ndmlich iiberfliissig, im Lemma die Relation c:=*—5- M, zu verlangen, weil die

linke Seite von (11) immer nicht-negativ ist. Das folgt aus der Relation M=c,
d. h. aus der Tatsache, daB die Richtung der Verschicbung der Ellipse (im Fall
f(x¢)>0) immer nicht-positiv ist:

c2

Ve24+£"2(xo)

Die Verschiarfung des Satzes 3 sieht also folgendermaBen aus.

Sflxo)— 0.

IA

) Method of rangential parabolas
*) Method of rangential ellipses
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Satz 8. Aus den Beziechungen (24), (24.0) und c=max {M, 2M,} folgt die Rela-
tion
s ; ') V[l ¢ x
Fre(x; r) = x+sign(f(x,)) VT +r V] [ = VW] EA(S, ).

Bemerkung. Bei jeder Methode kann der Wert von ¢ auch gréBer gewéhlt werden.
Je groBer der Wert von c¢ ist, um so langsamer ist natiirlich die Konvergenz des
Verfahrens.

Die Fehlerschranken, Konvergenzordnungen, Informationseffektivititen
und Konvergenzfaktoren der Verfahren der Beriihrungskegelschnitte

Es seien
Li=— (i=12),

wobei m, eine reelle Konstante mit
(26) 0<my=|f'(x), x€[xp,0a] &7
ist. Fiir die TH-Methode gilt der

Satz 9. Setzen wir voraus, daf es eine Konstante m, mit (26) gibt und die Bedin-
gungen des Satzes 6 erfiillt sind, ferner daf die entsprechende Nullstelle ‘cx=,!im e
von f in I einfach ist. Dann kann der Fehler e, ., des Ndherungswertes x, ., mit Hilfe
e, bzw. d, folgendermafen geschiitzt werden:

1° lenss] = (N+Ly)-lel?

2° |eps1l = NLy ||+ (N+LyLy)+|d,?, n=0,1, ...

ol i
wobei N = Ny — A L. ist.
2m,
BEWEIS.
Es seien z. B. f(x,)=0 und x,<«. Da a« einfach
(27) qist, gilt auch die Relation f”(x)<0, x€[x,, of.
Setzen wir voraus, daB f(x,)#0,n=0, 1, ... sind.
(Gibt es irgendein n mit f(x,)=0, so ist die Behauptung wegen x,,,=Xx,=«o
eine Trivialitit.)
Es sei n eine beliebige, aber fixe natiirliche Zahl. Die Nullstelle x,.,(=x,)

der zur Funktionskurve von f im Punkt (x,, f(x,)) angeschmiegten Beriihrungs-
hyperbel 2 kann mit Hilfe (3) aus der Gleichung

(28) h(xpsp) =0
bestimmt werden. Mit einer Umordnung von (28) erhalten wir

(29) fGx) = c-[VT+@,+R}F—V1+ R,
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wobei
lg’l por L)
R = e —————a —-
=
sind. Andererseits gilt
X
(30) O
da
(31 0 f(@)—f(x) =f'(§)-en, §E(xn, )
ist. Unter Beriicksichtigung von (27), (29), (30) und der Ungleichung
V] +(dn+R)2+ Vl +R’ = ZP l +R2 = %
=B

kann der Wert von e,., auf solche Weise abgeschitzt werden:

0<epq = f(é) V14, +R*-V1+R?]-d, =
__c(d2+2Rd,) _ V&1 - e

T VO Nt @Gt R+ VIR 2Zm

£ _] < v L0 C=x)
+[f(r:) T EN= e T TGRS
Daraus folgt die Behauptung 1°, da
(32) |du| = lea] und [E—x,| < el

gelten. Anderseits kénnen wir mit der Anwendung des obigen Gedankenganges

aufschreiben, dal3

ch*f’z(xu) d2+

2my

f(x,)
@

é"xn d

woraus sich die Ungleichung
{—x, < Nd,+L,d,
ergibt. Deshalb kann die Behauptung 2° des Satzes bewiesen werden:

lensal = ng+ (Nd2+L1 *|dal) - |dal.

Stimmt die Konvexitit von f und & in (x,, o) iiberein, d. h.

(33) FO) L0 %0, ety ),
so ist
() - (€—x,) =
For ==0
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daraus folgt
len+1l = Ndu|* = Nle,|®.

In den anderen drei Fillen kann der Beweis ganz dhnlich durchgefithrt werden.
Jetzt beweisen wir eine Behauptung iiber die Fehlerabschiitzungen der TP-
Methode.

Satz 10. Es gebe eine Konstante my mit (26), die Bedingungen des Satzes T seien
erfiillt und die entsprechende Nullstelle a=1im x,(€1) von f sei einfach. Dann gelten
die Fehlerabschditzungen

3
12 lensal = 5 Lo lenl?

und

1 1
s IeaH-ll = 5 L%' |duls+L2(Ll+5) * Idnlzp

=000
BEwEIS. Wie oben, nehmen wir (27) an, schreiben wir ferner die Gleichung
(34) p(xp:y) =0
mit der Berithrungsparabel (7) auf. Aus (34) ergibt sich die Gleichheit
(35) f(xll) o cdﬁ _f’ {xu) dn )

mit deren Hilfe (30) folgendermafBen geschitzt werden kann:

cd2—f'(x)dy

€ni1 = _f!(é) dll =
= p SOC—x)
= -+ DT, e, 0, neGn. O

Deshalb ist
¢ M.
Ien+l| = —nT di F ?12 (‘: '—X,,) Idn!s

1
und aus (32) erhidlt man die Behauptung 1°,
Anderseits folgen aus (31) und (35) die Ungleichungen

N cda+1f Oalds _ 1
0 —Xn o - 7 — d;': M du .
Vet THG] i
Aus den erhaltenen Relationen kann die Abschitzung 2° aufgeschrieben werden.
(Im Falle (33) gelten die Relationen

1 1
len+1l = 3de§ = Lye;.)

In den restlichen drei Fillen kénnen die Behauptungen dhnlich gezeigt werden.
Es sind die Fehlerabschitzungen des TE-Verfahrens enthalten in dem
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Satz 11. Wenn es eine Konstante m, mit (26) gibt, und die Bedingungen des
Satzes 8 erfiillt sind, auferdem c¢=2 ist und die Nullstelle a=lim x, von f in I
einfach ist, dann gelten die Relationen

10 Ieu+1| - (N+L2)|e,,|2,
2° legsal = NLy|d,P+(N+2L,Ly)-|d,[%, n=0,1,...

M:
mit N = Ng ﬂ‘_'Vc_"'__
m,

BEwEels. Wie in den obigen zwei Beweisen, auch jetzt setzen wir (27) voraus,
ferner erhalten wir aus (10) den Wert

f(x) = c[Y1=RE=y1—(d,+ RV,

1 "’
wobei R=|g’|(1+g® *=<I und g’ —&2

ist. Der Wert von e,., kann auf

folgende Weise abgeschiitzt werden:

¢ e
en+l=m"(V1‘R2_Vl_(dn+R)) d,

o R L d? +2Rd, RPT - E)
17 Vi-R+Y1-d,+R* = mVI-R
2R Ve2+f2(xa) 2|g’|
= l d" T d: ’
+ fOLVi-R’ m, + TKG]
Das letzte Glied ist nicht gréBer als

”f (x,) _,] _ "¢ —x)d,
o TEG]

Hieraus folgt auf Grund von (32) die Behauptung 1°.
Andererseits ist der Wert von ¢—x, kleiner als

o ¢ AR, VR g 200G

ey =—-=

—l)d... $E(Xns ).

= L!(é _xu)dm 'IE(xm é)'

= Nd}+2L,d,.

m  J1-R® my . my

Hieraus folgt 2°. (Ist (33) erfiillt, so ist le,,,|=N-|d,2)
In den anderen drei Fillen kann man die Behauptungen dhnlich beweisen.
Es gilt der

Satz 12. Die Methoden der Beriihrungskegelschnitte sind quadratisch konvergent
und optimal.

BeweEs. In den Sitzen 9, 10 und 11 haben wir gezeigt, daB die Fehlerabschitz-
ungen der Verfahren der Beriihrungskegelschnitte von der Gestalt |e,. =0},
o=e= sind. Deshalb ist dic Konvergenzordnung der Methoden nicht kleiner als
zwei: p=2. Anderseits ist Eff=1, so erhilt man, daB p=2 und Eff=1, qu.e.d.
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Die asymptotischen Fehlerkonstanten unserer Methoden kénnen mit Hilfe der
folgenden Behauptung bestimmt werden.

Satz 13. Die Konvergenzfaktoren der TP-, TH-, bzw. TE-Methoden sind von
der Gestalt

c = 2tsign (f(x0)) -f"(2)

2|f () i

wo die Werte von 4

Arp — M‘zs

e 1 I 9 3/2 3 2 16 ]

ATH = (C —f (a)) s C° = 2M1+-§- Mg
bzw.

ATE = C-s(C2+f’2(a})s,’2, ¢ = max (M, 2Mg, 2)
sind.

BeEweEis. Es ist bekannt ([27], Seite 20), daB der Konvergenzfaktor einer beliebi-
gen Iteration (22) von der Ordnung p durch C=% |F® («)| ausgedriickt werden

kann. Der Wert von C unserer Verfahren ist auf Grund des Satzes 12 mit ]? |F”(a)]

gleich. Jetzt fiihren wir die Bezeichnung s=sign (f(x,)) ein. Im Beweis wenden
wir die Relation |f’(x)|=—r-s-f"(«) an.
ad I° Die Iterationsfunktion F;, hat die Derivierte

1
Frp(x) = 145+ g"(x)+r(s+g"(x)g’ () [2|gx)|+g> ()] 2,

S

M, ist. So gilt

wobei g(x)=

Fip(x) = s- g7 () + ﬁ . [(g"’(a)+ g (@)g” (@) +s-g"(2)+1g ()| —

—g'@(s+2"@)(s &' (0)+¢"(x)g' (@) |g'Ea)I ] N 1-:5 g.'g(aga)
Daraus folgt die Relation CTP=-£‘-J%({—;—:F)-.

ad 2° Die Iterationsfunktion der TH-Methode kann in der Form

Fm(x)=x+s-%+r-c(x)

: ; 1 e
aufgeschricben werden, wobei G(x)=[[[g(x)]+m] —]] , Hx)=[1—g"(x)]'*
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und g(x)":f(cx) ist. Nun bilden wir die Derivierten
Fiu(¥) = 1+ (¢"H—g'H)+1G,
Fry(x) =s-H3[H(g"H—-g'H")—2H'(§"H—g'H')]+rG",
WO
@ = (is+5) -7 -7
)=~ g+l 8 5=
und

R e S
H? H®

G"(2) = % [H3+s g’ —

X=x
ist. Hieraus erhalten wir
R RN o 3g’g”2]
s'ﬂ"(“)_?f_ﬁ[g b e ek ) o | g
Y L B

L]
X=3

r

g)gﬁf 3g12g.”2 ]
X=g g

1
— | 450" — =
+g,[H +5-g e D

so hat der Konvergenzfaktor die Gestalt
oo g'@+H @) _ e[ =@ +s-f"(a)
3 2|g’ () 2|f" (=)l i

ad 3° Auf gleiche Weise kann der Konvergenzfaktor des TE-Verfahrens er-
halten werden:

Cow = S [EH@OP 45 -1"(2)
e 2" () '

Bemerkungen.
1. Der Konvergenzfaktor der NR-Methode ist von der Gestalt

@)
S TR

2. Es ist klar, daB die Relationen Crp=Cyry, Crp=Cyg fiir eine und dieselbe
Nullstelle « von f erfiillt sind. Diese Verhiltnisse charakterisieren die Konvergenz-
geschwindigkeiten der Verfahren, dariiber hinaus haben sich auch in den Fehler-
abschiatzungen gespiegelt, da L,<Ny,<N; ist. Es soll ferner erwiahnt werden, dal3
der neue Iterationswert x,., (und auch die Konstante ¢) bei der TP-Methode mehr
einfach berechnet wird als bei den TH- bzw. TE-Verfahren. Aus diesen Uberlegungen
und den numerischen Beispielen (Tabelle 1) scheine die TP-Methode unter den
Verfahren der Beriihrungskegelschnitte das beste zu sein.

3. Die NR- und TP-Methoden haben die Eigenschaft miteinander gemein,
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daB die entsprechende (lineare bzw. quadratische) Approximationskurve die Funk-
tion f im Punkt (x,, f(x,)) in erster Ordnung beriihrt. Mit Hilfe des folgenden
Satzes von TRAUB ([27], S. 33) ist es mdglich, einen neueren Zusammenhang zwischen
den beiden Verfahren anzugeben.

Die Iterationsfunktionen F und @ seien von der Ordnung p, und die ent-
sprechenden Iterationsfolgen streben gegen die einfache Nullstelle « von f. Dann
existiert eine Funktion V mit |[V(x) << und

(36) F(x) = @(x)+V(x)-f*(x).

In unserem Fall ist p=2, F(x)=Fyp(x) und @(x)=Fyg(x). Aus (36) kann
man VF(x) unmittelbar ausdriicken. Mit zweifacher Anwendung des Satzes von
L’Hospital ergibt sich

M,
i ST O

Fiir jedes Paar aus Fpy, Frp, Frp und Fyg kann eine dhnliche Verkniipfung an-
gegeben werden.

4. Die bekannte Methode der ,,tangierenden Parabeln* (oder Tschebyschew-
Verfahren) mit der Iterationsfunktion

fx) ff"(x)
7 Ly o
&2 F) =25y~ 20

kann als eine Methode von E. SCHRODER [24] fiir p=3 aufgefalit werden. Die
Iterationsfunktion

A (%)
212 (x)—f(x)f"(x)

von E. HALLEY [12] ist auch von dritter Ordnung. Sie kann als eine rationale Ap-
proximation von (37) betrachtet werden ([27], S. 88—92). Das Verfahren wurde
durch G. S. SALEcHOW als die Methode der ,,tangierenden Hyperbeln genannt
[26]. In der Tat hat die die Funktionskurve f im Punkt (x,, f(x,)) in zweiter Ord-
nung tangierende Approximationshyperbel _}*=-§';—C die Nullstelle F(x,). Beide

Iterationsverfahren sind nicht immer konvergent. Dagegen sind unsere Methoden
der Beriihrungsparabeln und der Berithrungshyperbeln nur quadratisch (p=2),
aber stets konvergent.

5. In seiner Monographie hat sich J. F. TRAUB mit den durch die Interpolation
erzeugten Iterationsfunktionen beschiiftigt ([27], S. 60—77). Es seien X,, X,_1, ..,
covs Xy_m die Niherungswerte der Nullstelle « von f und P, ,(x) ein Polynom
G-ten Grades mit

(38) F (X)==x

PP, (xy) = fI(xy),
k=nn~1,...,n-m; j=0,1,...,5s—1;

G=s(m+1)—1.
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Eine geeignete Nullstelle von P, ,(x) wird als ein neuer Ndherungswert x,,, von
o ausgewihlt. (In den Fillen Py, und P,, erhilt man z. B. die NR-Methode bzw.
die ,,Regula falsi.*) Bei den Iterationen von der Gestalt (22) ist m=0. Die Mono-
tonie und Konvergenz solcher Iterationen behauptet der

Satz 14. Es sei J={x€R||x—o| =0}, wobei ¢=>0 ist. Es sei ferner x,¢J und
s(=1) eine beliebige, aber feste ganze Zahl. Setzen wir voraus, daff die Funktion
[ in J stetig ist,

J(x)-f(x) #0, xeJ

S(x0) +f®(x) =0 (s gerade)

gilt und

bzw.
I (x0)fP(xg) =0 (s ungerade)

ist. Py, sei ein Interpolationspolynom von f mit

PA(x) =fP%=), j=0,1,..,5-1.

Dann existiert genau eine Nullstelle x,.,€(x,, ] von P, .. Die Iterationsfolge {x,}
ist monoton und strebt gegen o [27].

Im Falle s=2 stimmen die Bedingungen des Satzes 14 mit den bekannten
Fourier’schen Bedingungen [11] iiberein. Der Fall s=3 ist fiir uns besonders inter-
essant, weil es sich um die von A. CAUCHY [6] bzw. S. HitorumATU [14] untersuchte
Iterationsfunktion

S 1 e 2f
(39) F(x) =& f» x fﬂ] f» X f + yf,pg 2-0-»

mit p=3 handelt, die aus der die Kurve von f im Punkt (x,, f(x,) in zweiter
Ordnung tangierenden Parabel P, 4(x)=Ax*+Bx+C hergeleitet wird. Auf Grund
vom Satz 14 ist die Iterationsfolge monoton, und sie strebt gegen «, falls /™ in
J stetig ist, und die Relation

(40) J'&x)f"(x) <0

in J erfillt ist ([27], S. 93—94).

Man kann feststellen, daB F;p, der Iterationsfunktion (39) dhnlich ist. Unser
monotones und stets konvergentes TP-Verfahren braucht aber weder die Existenz
von f” noch die Funktionswerte von f”(x,), die Giiltigkeit von (40) oder die
Information iiber die Existenz von « in /. Es braucht nur eine obere Schranke M,
von |f”(x)| in I. Die Konvergenzordnung der TP-Methode ist aber nur p=2.
(Vgl. mit dem Zusammenhang zwischen den Newton’schen bzw. den modifizierten
Newton’schen Methoden.)

Es gibt keinen engen Zusammenhang zwischen den stets konvergenten TH-,
TE-Verfahren, und den durch J. F. TRAUB untersuchten, monotonen, konvergenten
Iterationsverfahren, da unsere Approximationsfunktionen bei den TH- und TE-
Methoden keine Polynome sind.



Uber gleichungslisende Iterationen ohne Divergenzpunkt I11. 197

Es kann die allgemeinere Frage untersucht werden, ob es im Falle | /' (x)| =M,
x€1 fiir eine beliebige ganze Zahl p=3 eine stets konvergente Iterationsmethode
von der Ordnung p angegeben werden kann.

6. Die Iterationen (37), (38) und (39) kénnen aus den Naherungen

0 = 1(0) = F() +f" (%) - ex b5 f () -

T
i A (5

einheitlich eingefiihrt werden (siehe z. B. [15] und [27]).

2 2
7. In [8] befinden sich die Untersuchungen der aus der Ellipse 'g?"'%:]

hergeleiteten und stets konvergenten Iterationsfunktion

e, a*f’ (x) ol K - b ;
F(x;r) = x+sign (f(xo)) Va0 e ﬂ]/‘ [ b V‘bz__*_a'z_fﬁ'(—xj]

von zweiter Ordnung. Das Verfahren kann als eine Verallgemeinerung der TE-
Methode aufgefal3t werden.

8. Der Grundgedanke der Verfahren der Beriihrungskegelschnitte gibt die
Idee, die Approximationskegelschnitte auch zur Bestimmung der Maxima und
Minima von f anzuwenden. Es kann ndmlich leicht bewiesen werden, daBB die
Maximum- (bzw. Minimum-) Stelle des die Funktionskurve f im Punkt (x,, f (x.,))
berithrenden Kegelschnittes (3), (7) bzw. (10) im Segment [x,, x*] liegt, wobei x*
die von x, in der Richtung des Zu- (bzw. Ab-)nehmens von f néichstliegende Extre-
mumstelle von f ist, falls x,6/ und f"(x,) #0 gelten. Deshalb kann die Extremum-
stelle des Beriithrungskegelschnittes als eine neuere Nidherung x, von x* gewihlt
werden. Wenn man die Prozedure mit dem Punkt (x,, f(x;)) wiederholt, erhilt
man den Niherungswert x,, u.s. w. Im Falle der Beriihrungshyperbeln, -parabeln
und -ellipsen siehen die Iterationsfunktionen, wie folgt, aus:

O .
GGk
X+r- f;(:)
bzw.
J'(x)

x+r-

Y+ (x)

Die zweite Formel stimmt mit der stets konvergenten Modifikation der NR-
Methode zur Losung von f’(x)=0 iiberein. Es kénnen auch die erste und dritte
Formeln als die Varianten der obigen Methode betrachtet, weil die Nenner der
Korrektionsglieder nicht kleiner als M, sind.



198 Z. Szabb

Numerische Beispiele

Endlich betrachten wir die numerischen Beispiele fiir die TP-, TH-, TE- und
NR-Verfahren zur Losung von finf nichtlinearen Gleichungen mit der Genauig-
keit ¢=,,—6. (Unter Zeichen der Methode werden die Iterierten Xx,, X, ..., X,
mit |x;—a|=e, i<n und |x,—x <& aufgeschrieben.)

Tabelle 1

(Zur Losung von den Gleichungen mit der verlangten Genauigkeit brauchen die
TP, TH, TE bzw. NR Methoden insgesamt 11, 17, 18 bzw. 18 Iterationsschritte.)

L f(x)=2"—5x+2, x€[0, 1]; =0.732 244 255 5+,,—10
M=3, M;=4.31, My=0.961; x,=1

TP TH TE NR (x,=0)
0.732 771 02 0.751 564 86 0.817 196 49 0.696 564 32
0.732 244 26 0.732 367 29 0.742 463 75 0.732 11535
0.732 244 26 0.732 406 35 0.732 244 25

0.732 244 30

IL f(x)=e*—x2+1, x€[—2,0]; a=—1.147 757 632 2L ,,—10

M=2.865, M,=4.136, My;=1.865; x,=0

TP TH TE NR (xo=-2)
—1.023 382 26 —0.667 91273 —0.644 021 23 —1.307 271 47
—1.147 142 00 —1.032 853 36 —1.005 570 28 —1.155317 85
—1.147 757 62 —1.138 681 14 —1.131 591 17 —1.147 775 96
—1.147 692 09 —1.147 508 74 —1.147 757 63
—1.147 757 63 —1.147 757 57
II. f(x)=sin x—0.5x, x€[1.5, 3]; «=1.895494 267 01+,,—10
M=1.36, M;=1.5, My=1; x,=1.5
TP TH TE NR (x,=3)
1.894 907 40 1.791 548 93 1.810 444 38 2.087 995 41
1.895 494 26 1.88543272 1.889 586 30 1.912 229 26
1.895 381 23 1.895 461 11 1.895 652 63
1.895 494 25 1.895 494 27 1.895 494 28
IV. f(x)=e*+10x—2, x€[0, 1]; 2=0.090 525 101 3+,,—10
M=10.72, M;=12.72, My=2.72; x,=0
TP TH TE NR (x,=1)
0.089 909 65 0.087 448 89 0.080 328 72 0.157 253 95
0.090 525 07 0.090 521 22 0.090 382 50 0.090 753 25
0.090 525 10 0.090 525 07 0.090 525 10

V. f(x)=x3—3x2—x+49, x€[-2, —1.5]; a=—1.5251022549+,,—10

M=9, M,=23, M;=18; x,=—1.5
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TP TH TE NR (xo=-2)
—1.525041 12 —1.524 480 85 —1.524 489 69 —1.608 695 65
—1.525 102 25 —1.525 101 86 —1.525 101 87 —1.528 398 05
—1.525 107 68
—1.525 102 25
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