Multiplications infra-distributives sur un groupe

Par MIRELA STEFANESCU (Jasi)

On définit et on étudie la notion de multiplication infra-distributive a gauche
sur un groupe G. On établit aussi la liaison entre ces multiplications et les multi-
plications distributives a gauche et les multiplications «faiblement» distributives [8].
On étudie I'équivalence des multiplications infra-distributives a gauche, obtenant
des résultats qui généralisent ceux de WiLLiAMS [10] et CLAY [4]. On donne des
exemples de multiplications infra-distributives a gauche sur un groupe G qui sont
éxprimées par l'opération groupale. L’ensemble des multiplications infra-distri-
butives 4 gauche sur G est muni-quand il est possible-d’une structure de groupe,
en retrouvant ainsi des résultats concernant les multiplications distributives a gauche
[3] ou bilatéralement [7].

§.1. Notations, définitions, exemples

Nous désignons par G=(G, +) un groupe, par End G (Aut G) I'’ensemble
de ses endomorphismes (resp. automorphismes), par Map (4, B) 'ensemble des
fonctions de 4 dans B (A4 et B sont deux ensembles).

Soit A=(A, +,.) un anneau (presque-anneau distributif avec les produits
de ses éléments dans le centre de (A4, +)). Alors I'anneau faible [5, 6] (le presque-
anneau faible [8]) associé & A est la structure algébrique (A4, +, o), ou I'opération
binaire «o» est définie par: xoy=x-y+x+y, VX, y€A, pour le premier type, et
par xoy=x:y+@(x)+¥(y), Vx,yEA4, avec ¢,(x)=0(x)—¢(0), ¥,(x)=y(x)—
—(0), Yx€A, des endomorphismes de (4, +), pour le second type.

Definition 1.1. Nous appellons une fonction pu: GXG—~G multiplication infra-
distributive a gauche (m.i.-d.g.), si on a:

(1.1) u(x, y+2) = p(x, y)—pu(x, 00+ u(x, z), Vx,y,z€G.

Si u est associative, alors nous appellons (G, +, u) un infra-presque anneau a gauche.
Si u(x,0)=0, Yx€G, alors u este appellée distributive @ gauche (m.d.g) ([3]).

Nous désignons ’ensemble des m.d.g. sur G par Mult, G, et celui des m.i.-d.g.
par Mult; G.

Alors Mult, GEMult; G. 11 y a, évidemment, des éléments de Mult; G qui
ne sont pas en Mult, G. Ainsi, les multiplications d’anneau (presque anneau) faible
sur I'anneau (A4, +, +) sont m.i.-d.g. avec pu(x, 0)=x (le premier type) et u(x, 0)=
=@(x)+y¥(0) (le second type), Vx€A, sans étre m.d.g. 11 y a des multiplications
qui sont a la fois m.i.-d.g. et distributives a droite, c’est-a-dire u(x+y,z)=
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=u(x, 2)+u(y, z), ¥x,y,z€G. Par exemple, si G est un groupe métabélien, la
multiplication pu(x, y)=[x, y]+x, Vx, y€G, ou [x,y]:=—x—y+x+y, est de ce
type. Enfin, si ¥ est un espace vectorial sur un corps commutatif, I'ensemble des
transformations affines de ¥ est un presque anneau a droite [2], mais sa multiplica-
tion (la composition des transformations) est i.-d.g. par rapport a I'addition
(ponctuelle), comme nous avons remarqué. Ce type de multiplications nous a in-
spiré une autre Note [8].

Quelques multiplications bilatéralement distributives et associatives sur G sont
les suivantes:

@ mE,)=x, wxy)=y wmbxy)=y+x, pxy)=x+a+y, Vx, yeG

(a étant un élément fixé de G). Nous remarquons que u; et u, sont des opérations
groupales. De plus, si u€ Mult; G, alors p est i.-d.g. sur y,. On peut ainsi construire
une suite de multiplications qui sont a la fois des opérations groupales, i.-d.g. sur
les autres et admettent y comme m.i.-d.g.

®) ps(x,y) =—x, pe(x,y) =—x+y, wmlx,y)=y—x, ps(x,y) =—x+y+x,
Vx, y€G,
sont i.-d.g., sans étre, en général, associatives.

Nous avons des exemples de multiplications qui sont i.-d. g. seulement quand
G satisfait des conditions spéciales:

© Ho(x,¥) = x+y+[x, ¥l mo(x,¥) = y+[x, yI+x, pu(x,y) =
=.V+[_x9 _y]+xa Vx,J"GG,

sont des m.i.-d.g. si et seulement si les éléments de G satisfont & la condition:

(1.2) [x, y]+([z, x] = [z, x]+[x, y], Vx,y,z€G.

Chaque groupe métabélien satisfait a (1.2), mais il y a des groupes par exemple
ceux nilpotents de troisiéme ordre, qui satisfont a (1.2), sans étre métabéliens.
Si on donne la multiplication:

(d) me(x, y) =f(x)+g(y), Vx,y€G, f,gcMap(G, G),
alors p,,€Mult; G si et seulement si g satisfait a la condition:
(1.3) g(y+2) = g(y)—g0)+g(z), Vx,yeG.

Definition 1.2. Une fonction g€ Map (G, G) est appellée infra-additive, si elle
satisfait a la condition (1.3). Nous désignons I'’ensemble des fonctions infra-additives
sur G par A(G) et ses éléments sont obtenus comme la somme ponctuelle d’un
endomorphisme de G et d’une fonction constante sur G. A(G) est un groupe par
rapport a la somme ponctuelle si et seulement si G est abélien. Dans ce cas,
(A(G), +, o) est un infra-presque anneau a gauche et un presque anneau a droite.

Si feMap (G, G), gcEnd G, alors la multiplication:

(e) Ma(x, y) = [f(x), g(»)], Vx, yegG,
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est i.-d.g. (de plus, elle est une m.d.g.), si et seulement si les images f(G) et g(G)
sont contenues dans un sous-groupe métabélien de G.

La «deviation de la linéarité» d’une fonction f€Map (G, G), avec la propriété
f(0)=0, définit une multiplication:

(f) ta(x, ) = f(x+y)—f(1N—f(x), Vx,y€G,

qui este m.i.-d.g. si et seulement si g.€A4A(G), ¥Yx€G, ou g.(y)=f(x+»)—f(»),
VyEG.

Soit (7, +) un sous-groupe de G, qui est un infra-presque anneau a gauche
par rapport & + et u. Si fEHom (G, I) a les propriétés: fof=f et la restriction de
f a I est un endomorphisme de I'infra-presque anneau 7, alors la multiplication
définie par:

(1.4) i(x,y) = u(f(x), f(y)), Vx,y€G,
est i.-d.g. et associative sur G.

Definition 1.3. Si (G, +, +) est un presque anneau a gauche et (G, +, *) est
un infra-presque anneau a gauche, alors nous appellons (G, +, *) un infra-presque
anneau de Dickson associé au presque anneau (G, +, +), s’il existe un homomorphisme
de demigroupes: @: (G, *)—~(Si(G), o) (ou Si(G)=A4(G, +)NEnd (G, +), ¢(x)=
=®,, Yx€G, et «o» est la composition des fonctions), tel qu’on ait:

(1.5) x*xy=x-?.(y), Vx,yeG.
L’égalité (1.5) et Iassociativité de «*» impliquent:
(]'6) x'¢x()’)'¢xvﬂx{y)(z) = x'¢x(y)'(d§xo¢y)(z)s Vx! .V, ZEG
Cette condition est satisfaite si @ satisfait 4 la condition suffisante:
(1.7) ®,00,=D,o ) VX YEG,

ou, ce qui est la méme chose, le diagramme:

Dxd

GXG Si (G) XSi (G)
b 4 °
G = Si (G)

est commutatif, ou ¥ (x, y)=(0,0®,)(y)=x-D.(y), ¥x, VEG, a,(y)=x-y, Vx, yeG.

§.2. Propriétés de I’ensemble Mult; g
Une m.i.-d.g. u: GXG—-G a les propriétés:
(2‘]) ﬂ(x, —.".') o ;u(xs 0)-'#(xi z)+#(x; 0)1 Vx! ZGG!

n n—1
(2.2) 1 [x, ,5, y;] = Jg,; (u(x, y)—pu(x, 0)+pu(x, o), Yx, y,€G,
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Jj=1,2,...,n, qu'on peut démontrer en calculant u(x, 0)=pu(x, z—z) et, respecti-
vement, en utilisant (1.1) et I'induction par rapport & n. Par I'addition de —u(x, 0)
a droite, la relation (1.1) devient:

(23) u(x, y+2)—p(x, 0) = [u(x, y)—pu(x, 0]+ [u(x, 2) — u(x, 0)],
pour Xx,y,z arbitraires en G, ce qui nous suggeére les notations:
(2.4) v:(y) = u(x, ) —u(x,0), VyeG, Vx€G,

(2.5) A(x,y) = p(x, y)—u(x,0), Vx yeaG,

(2.6) n(x) = u(x,0), Yx€G.

On voit que v.€End G, donc on peut définir vé Map (G, End G) par v(x)=v,,
Yx€G. On voit aussi que g€Mult, G, tandis que n€Map (G, G). Par exemple,
pour la multiplication d’anneau faible ou de presque anneau faible sur (4, +, +),
les images de la fonction v sont: v.(y)=x-.y+py, respectivement: v (y)=x-y+
+(x+y—x) (premier type) et v (y)=x-y+y,(p), respectivement v (y)=x-y+
1 0 (X)+¥1(¥)—(x) (2" type).

Quand p€Mult; G est a la fois une multiplication distributive a droite, alors
la fonction n, donnée par (2.6), a les propriétés suivantes:

27 u(n(x), z) = n(x), Vx,z€G,

(2.8) u(z, n(x)) = n(u(z, x)), VYx,z€G,

(2.9) n€End G, non=n,

(2.10) n(fi(x, y)) = m(x, n(»), AMm(x),y) =0, Vx yeG,

c’est-d-dire  est un endomorphisme de G (comme un G-groupe a gauche) et I'image
de n est invariante, élément & élément, & la multiplication & droite avec des élé-
ments de G.

Considérons maintenant p,, u,€ Mult; G. Leur somme ponctuelle est aussi un
élément de Mult; G si et seulement si on a (Yx,y, z€G)"

(2.11) [a(x, ¥) = pa(x, 0)] 4 [ ity (x, 0)+pty (x, 2)] =
= [ py (x, 0) +py (x, 2)]+[12(x, ¥) — po(x, 0)].

Pour que pu,+pu.€Mult; G, il faut et il suffit que les sousgroupes engedrés par
P;={u;(x, y)/x, y€G}, j=1,2, en G, soient permutables élément a élément. La
condition (2.11) est vérifiée par deux multiplications quelconques de I’ensemble
My ={u/uc Mult; G, u(x, y)€H, ¥ x, y€G}, avec H un sous-groupe abélien de G
(par exemple, son centre). De plus, cet ensemble est un groupe. Quand G est abélien,
alors Mult; G est aussi un groupe (abélien), comme on peut le vérifier. Si Mult; G
est un groupe, alors G est abélien. En effet, vu que u-+pucMult; G, VueMult; G, on
prend u(x, y)=y, ¥x, y€G, et on trouve y+z=z+y, Yy, z€G. Dans ce cas,
Mult, G est aussi un groupe [3] qui est un sous-groupe de Mult; G et les ensembles
Map (G, G), End G, Map (G, End G) sont des groupes. Ces quelques considérations
nous conduisent & la suivante:
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Proposition 2.1. (i) Il existe wune bijection ®: Mult; G—~Map (G, End G) X
XMap (G, G) o P(pu)=(v,n), YueMult; G, les fonctions v et n étant définies par
(2.4) et (2.6). (ii) Il existe une bijection ¥: Mult; G—~Mult, GXMap (G, G), on
Y ()=, n), YueMult; G, ji et n étant définies par (2.5) et (2.6). (iii) Les bijections
ci-dessus sont des isomorphismes, quand G est abélien.

Considérons (v, )¢ Map (G, End G) XMap (G, G) et (i, n,)€<Mult, GXMap
(G, G). Les multiplications u et u,, définies par wu(x, y)=v.(y)+n(x), ou
v.=v(x), Vx,yeG et u(x,y)=pu(x,y)+n(x), ¥x, y€G, sont i.-d.g. Nous avons:
d-‘r(p) (v,m) et ¥(u)=(i n), donc les applications @ et ¥ sont surjectives.
On peut voir qu’elles sont aussi injectives et, dans le cas G abélien, elles sont des
homomorphismes des groupes considérés. Quand G est abélien, la restriction de
@ a Mult, G est I'isomorphisme du Théoréme 1.1 de Clay [3].

Quelques fonctions sur Mult; G sont utiles dans I'étude du transfert des pro-
priétés de G & Mult; G. La maniére de leur construction est indiquée dans la:

Proposition 2.2. (i) Soient les groupes G, G’, les homomorphismes f: G-G’,
h: G'—=G et gcMap (G, G). On a une application A: Mult, G—~Mult, G définie
par A()(xX’,y)=f(u(g(x"), h(y)), YueMult; G, Vx’, y'€G’. Si ucMult, G, alors
A(u)eMult, G*. (ii) Si f est un isomorphisme et h=g=f"1, alors A est bijective.
(iii) Pour G, G” abéliens, les applications de (i) et (ii) sont des isomorphismes de groupes.

Dans la démonstration, on utilise I'additivité de f et & (pour (i), la bijectivité
de f (pour (ii)) et la distributivité de la composition d’'un homomorphisme par
rapport a I'addition des fonctions (cf. Zassenhaus [11], p. 72). On peut trouver une
proposition analogue pour Mult, G et Mult, G’, en utilisant la restriction de A
a Mult, G. On obtient des conséquences utiles de ce théoréme, si on prend G'=G
et des applications particuli¢res pour f, g, i, par exemple: g=17 (I’application iden-
tique sur G), f=g=1I, h=g=1. En particulier, si G est abélien et la fonction
f,€Map (G, G) (ou f,(x)=nx, ¥x€G) est un automorphisme de G, alors la fonc-
tion F,: Mult; G-Mult; G définie par F,(u)=np, YucMult; G, est un auto-
morphisme (ici 7 est un entier positif).

Dans ce qui suit, on considére G abélien. On peut utiliser la Proposition 2.1
pour trouver la structure du groupe Mult; G dans certains cas ol on connait la
structure de End G, par exemple quand G est une somme directe — compléte ou
pas — de groupes cycliques finis du méme ordre ou infinis (on obtient ainsi des
résultats qui généralisent ceux de L. Fucwus [7] et R. J. CrLAy [3]).

11 y a beaucoup de propriétés qui sont également vraies pour G, Mult, G (voir [3])
et Mult; G. On a, par exemple, en utilisant les conséquences de la Proposition 2.2:
1. Si G est borné par n (naturel), c’e.-a-d. nx=0, Vx€G, alors Mult; G est borné
par n et réciproquement. 2. Si G[n]={x/x€G, nx=0}={0}, alors (Mult; G)[n]={0}.
3. Si G est sans torsion, alors Mult; G est sans torsion. 4. Si nG=G et G[n]={0},
alors on a la méme chose pour Mult; G.

§.3. Equivalence des multiplications infra-distributives

La Proposition 2.2 nous permet d'introduire une relation d’équivalence sur
Mu‘t,‘ (7
(3.1 By~ e = (G, +, 1y = (G, +, 1)

(comme infra-presque anneaux), ou y,, € Mult; G sont associatives.
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Soit u de Mult; G. La fonction f,, x€G, définie par:

(3.2 () = u(x,y), VyeG,

est un élément de A(G). Si u est associative, alors on a:

(3.3) fxof). =ffx().), Vx, _}’G_G.

Réciproquement, si f€Map (G, A(G)), f(x)=f,, Yx€G, avec la propriété (3.3),
alors p: GXG—-G, définie par u(x, y)=f£.(»), ¥x, y€G, est une m.i.-d.g. associa-
tive sur G.

On a donc la:

Proposition 3.1. L’ensemble des multiplications i.-d.g. associatives sur G et
I’ensemble des fonctions fcMap (G, A(G)) qui satisfont (3.3) se correspondent bi-
Jectivement.

En utilisant cette proposition, nous pouvons donner une condition nécessaire
et suffisante pour que deux m.i.-d.g. associatives sur G soient équivalentes.

Proposition 3.2. Soit u, p'¢ Mult; G, associatives, et f, f° les fonctions de
Map (G, A(G)) associées a p, W’ par (3.2). La condition nécessaire et suffisante pour
que @€ Aut G soit un isomorphisme des infra-presque anneaux (G, +, p), (G, +, i),
donc pu~ ', est que f, @ et [ vérifient I'égalité:

(3‘4) f.‘l: = (p_lof;(x)o P, ngGo

En vérité, @€ Aut G est un isomorphisme d’infra-presque anneaux si et seulement
si o(ux, »)=w(e(), 0(»), ¥x,y€G, Cest-d-dire  @(f:())=fow ()=
=(fox @) (¥), ¥x, y€G, donc I'égalité (3.4).

Quand G est abélien et 4(G) est remplacé par End G, on obtient le théoréme
utilisé par J. R. CLAY [4] pour déterminer I'ensemble des presque-anneaux a gauche
nonisomorphes sur un groupe fini d’ordre inférieur a 9.

Quand G est un espace vectoriel a gauche sur un corps noncommutatif D,
en ajoutant une condition supplémentaire concernant la multiplication avec les
scalaires de D, on obtient les résultats de Williams [10].

§.4. D’autres propriétés de transfert

Maintenant nous étudions les conditions du transfert des propriétés de
pEMult; G & i€ Mult, G, associée a u par (2.5) (I'associativité et la distributivité
a droite).

Proposition 4.1. Si pcMult; G est associative et distributive a droite, alors i,
donnée par (2.5), est m.d.g. associative. Elle est aussi distributive a droite, si et seule-
ment si on a:

4.1) By, 2)+p(x,0) = p(x,00+a(y,z), Vx,y,z€G.
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On vérifie immédiatement I'associativité de ji:

A x, ), z) = p(u(x, y)—u(x, 0), z)—pu(u(x, y)—u(x, 0), 0) =
= u(pu(x, ), 2)—pu(u(x, 0), 2)+p(u(x, 0), 0)—pu(u(x, y), 0) =
= pu(x, p(y, 2))—p(x, 0)+[u(x, 0)—pu(x, u(y, 0))+pu(x, 0)] -
—u(x, 0) = p(x, u(y, 2)—p(y, 0))—u(x, 0) = a(x, a(y, 2)),

¥x,y z€G. i est distributive & droite, si et seulement si on a, successivement:
A(x+y, )= j(x, 2)+ @y, ), p(x+y, 2)=p(x+y, 0)=p(x, z)= p(x, 0)+pu(y, 2)--
—u(y,0), donc (4.1).

Si G est abélien, la condition (4.1) est toujours remplie et, dans les hypothéses
de la Proposition 4.1, (G, +, ji) est un anneau.

Quand on fait cette construction pour A(¥), ol V est un espace vectoriel a
dimension finie, on obtient la représentation donnée par D. W. BLACKETT [2]. Si
Sf=l;+cs, g=1,4c, sont des éléments arbitraires de A(V), ou /;, [,c Homg (V, V)
et ¢;, c,€T.(V), on a: ja(f, g)=lso0ly+1s0c,.

On a le résultat plus général:

Proposition 4.2. (i) Si (G, +, p) est un infra-presque anneau a gauche, alors [,
donnée par (2.5), est associative si et seulement si on a la relation:

(4.2) a(i(x, y), z) = m(u(x, y), z), V¥x,y,z€G.

(ii) Si (G, + ,p) esi un infra-presque anneau bilatére et p(0,0) =0 alors (4.2) est
équivalente a la condition:

(4.3) p(x, p(0, y)) = p(0, y)+pu(x,0), Vx, yeG.
De plus, ji est infra-distributive a droite, si et seulement si on a:
(4.4) 1 (x, 0)+[—p(0, 2)+u(y, 2)—pu(y, 0)]+u(0, 0) =

= u(0, 0)+[—u (0, 2)+u(y, 2) —u(y, )]+ u(x, 0), Vx,y,z€G.

On fait la preuve, en vérifiant toutes les affirmations. En général, les conditions
de ce théoréme ne sont pas satisfaites par les m.i.-d.g. Ainsi, u,(x, y)=x+a+y,
Y x, y€G, est une multiplication bilatéralement infra-distributive, mais elle satisfait
a (4.3) seulement quand G est abélien. Dans ce cas, f(x, y)=y, Vx, y€G, donc
fi; est la multiplication triviale de Z-anneau a gauche (voir [1]).

Proposition 4.3. Soit (G, +, i) un presque anneau distributif, y une fonction
sur G, p une multiplication donnée par p(x,y)=p(x,y)+n(x), ¥x, y¢G. Si n satis-
Sait a (2.9) et (2.10), u et ji satisfont a (4.1), alors p est une m.i.-d.g., distributive a
droite et associative.

On peut vérifier directement toutes les affirmations de la proposition précédente.

Nous voyons ainsi que I'étude des m.i.-d.g. associatives ne se réduit pas a
I’étude des m.d.g. associatives que dans des cas spéciaux.

Tandis que & a les mémes identités 4 gauche que u, I'affirmation réciproque
n’est pas vraie que pour les identités distributives a gauche par rapport a u. Une
autre remarque: dans Mult; G il y a beaucoup de multiplications associatives tout
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a fait banales. Un exemple: si G=G,UG,, ou G,, G, sont des parties disjointes
nonvides de G, alors la multiplication donnée par:

x, Vx€G,, VYyeG,
¥, Vx€G,, VYEQG,

est i.-d.g. et associative, les éléments de G, sont distributifs a gauche. Mais la multi-
plication asociée:

4.6) i) =

n’est pas associative.

4.5) ux, ) =1

0, Vxe€G,, VYyegG,
y$ vxEGﬂs VJ”EG!
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