Uber modifizierte Lebesguesche Funktionen

Von KAROLY TANDORI (Szeged)

1. Es sei A={4); eine nichtabnehmende Folge von positiven Zahlen mit
Ay=oo (k-»==), und /*(1) bezeichnet die Klasse der reellen Zahlenfolgen a={a,}7*,
fiir die > af/i, <= besteht.

In folgenden sei ¢@={p,(x)};" ein System der Funktionen ¢, (x)€L(0, 1)
=L 3 )

G. ALExiTS und A. SHARMA [1] haben den folgenden Satz bewiesen.

Satz A, Gilt

) Ly(¢; x) = f lé o(X) (0| dt = 0(4,) (x€(0,1); n=1,2,...),

und fiir jede Folge b={b,)y€I* besteht

1 n
2) f LZ; bho(X)|dx=0(1) (n=1,2,..),
J =
dann konvergiert die Reihe
G kZ; ay @y (x)

im Falle acl*(A) im Intervall (0, 1) fast iiberall.
In der Arbeit [4] haben wir die folgenden Sétze bewiesen.

Satz B. Ist ¢ ein Konvergenzsystem fiir I* dem Maf nach in (0, 1) und gilt (1),
dann konvergiert die Reihe (3) im Falle acl*(/) in (0, 1) fast iiberall.

Satz C. Gilt
1
5. 2 2 E @r(x) (1)
L"[y}’x] ‘af Pl v

dann konvergiert die Reihe (3) im Falle acl*(1) in (0, 1) fast iiberall.

dt =0(1) (x€(0,1);n=12,..),

2. Erstens werden wir das Verhiltnis der Sdtze A und B betrachten. Wir be-
merken, dall aus den Voraussetzungen des Sitzes A die Vorauszetzungen des
Satzes B folgen. Es sei nihmlich b eine beliebige Folge aus /2. Dann gibt es eine
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nichtabnehmende Folge u={u}; von positiven Zahlen mit p, e (k—c) und
ub={u b }el®. Aus (2) ergibt sich
1 n
[ 12 mbio@)dx =0 (1=1,2,..),
F

und also

[1 2 mbo]dx=00) (n=m).
¢ k=n+

1
Z by oy (x) = Z — by (x) =
k=n+ =n+1 Hi

= MZ_':[I ][ Zk' !fp;(x)] % 5‘ Hy b 0y (X)

k=n+1\Hx  Hg+1/ Y=n+

ist, erhalten wir

1 m

[ |m2+ ()] =

0

m=1 ] 1 1 k l 1 m
= 2 lT—=3 ]f P mbioy )| dx+-— [ X qluxbk¢.(x)|dx=
m =n

k=nt1 A Ay /§ =

- o()) *_';z: [%‘Tll]+fl;] - o[%] ~0 (n<m;n—o),

und daraus folgt, daB das System ¢ ein Konvergenzsystem fiir /* dem MaB nach
in (0, 1) ist.

Wir bemerken, daB die Eigenschaft, daB ¢ ein Konvergenzsystem fiir /* dem
MaB nach in (0, 1) ist, ist mit der folgenden Eigenschaft dquivalent:

e) fiir jede positive Zahl ¢ gibt es eine meBbare Menge E,( S (0, 1)) mit mes E,=
=1—¢ derart, daB fiir jede Folge bc/?

f[,‘zn: beoe(¥)|dx=0,(1) (n=1,2,..)
E, k=1

gilt.

Ist nimhlich e) erfiillt, dann ergibt sich mit obiger Methode, dall ¢ ein Kon-
vergenzsystem fiir /*dem MaB nach in der Menge E, ist. Da ¢=>0 beliebig gewihlt
werden kann, folgt es, daBB ¢ ein Konvergenzsystem fiir /2 dem MaB nach auch
im Intervall (0, 1) ist. Ist aber ¢ ein Konvergenzsystem fiir /2 dem MaB nach in
(0, 1), dann gibt es nach einem Satz von E. M. NIKISIN [2] fiir jede positive Zahl
¢ eine meBbare Menge E, (< (0, 1)) mit mes E=1—eg, eine positive Zahl M, und
ein orthonormiertes System {Uie(e; x)});° in (0, 1) derart, daB

ox(x) = MY (e;x) (x€E;; k=1,2,..)
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besteht, und so gilt

_ﬂan' bk%(x)[dx = M, flzn' by (e x)‘ dx =
E, k=1 E, k=1

e 2 -
EM,V'J[‘ébk%(s; x)] dx=M)/ Sht<e (n=1,2,..)

k=1
fiir jede Folge b<l2

3. Mit My, bzw. mit M, bezeichnen wir die Klasse der Koeffizientenfolgen
a, fir die die Reihe (3) bei jedem System ¢ mit der Bedingungen des Satzes B, bzw.
des Satzes C in (0, 1) fast iiberall konvergiert. In folgenden werden wir die Klassen
Mg und M untersuchen.

Nach den Sitzen B und C gelten

4 B(2) S M, P()S M.
Die Klasse M ist es schwer zu charakterisieren. Man kann zeigen, daB
(5) B(A) # My

ist. Wegen J,— (k—==) gibt es solche Folge ac/, die nicht zu /2(2) gehort, und
so folgt (5) aus dem

Satz L. Es gilt 1S M.

BEwEIs DES SATZES I. Es sei ndmlich a</, und sei ¢ ein Konvergenzsystem fiir
/* dem MaB nach in (0, 1). Dann gilt mit den obigen Bezeichnungen

Slal [loxldx =M, 3 la [ Wte; 9l dx = M, A
k=1 g k=1 4 k=1

woraus folgt, daB die Reihe (3) in E, fas iiberall konvergiert. Da sup mes E,=1
e=>0

ist, erhalten wir, daB die Reihe (3) in (0, 1) fas iiberall konvergiert, d. h. a€ M} ist.
Weiterhin gilt

Satz II. Es ist /2(A)=M_.

Wegen (4) soll man zeigen, daB aus a ¢ /2(4) auch a¢ M folgt. Es sei nun a ¢ /2(4).

Dann gilt a)i= {a, ]/)I};“Q /2. Nach einem bekannten Satz [3] gibt es ein ortho-
normiertes System y={y,(x)};* in (0, 1) mit L,(x; x)=0(1) (x€(0, 1); n=1,2,...)
derart, daf3 die Reihe

:é: ag xx(x)

in (0, 1) fast iiberall divergiert. Es sei

o) = Vanx *k=12..).

Fiir dieses System ist die Bedingung des Satzes C erfiillt, und die Reihe (3) divergiert
in (0, 1) fast iiberall, d. h. gilt a¢ M.
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