Fortsetzbare dquivalente Potenzreihen

Von KARL-HEINZ INDLEKOFER (Paderborr) und ROLF TRAUTNER (Ulm)

1. Einleitung. Es sei D={z€C: |z|<i} der offene, D={z¢C:|z|=1} der
abgeschlossene Einheitskreis der --Ebene. Fiir ein vorgegebenes (6D, {,=0,
definiert
1 _*':o g :—go
V={y . 552
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eine konforme und bijektive Abbildung @, von D auf sich.

P. TURAN [15] warf 1958 die Frage auf, ob das Konvergenzverhalten von Potenz-
rethen auf dem Rande des Konvergenzkreises eine konforme Invariante sei; Turdns
tiberraschende Antwort lautete ,.,nein**. Er bewies namlich die Existenz einer in
D holomorphen Funktion f, deren Potenzreihe Saw* im Punkt w=1 koa-
vergiert, wogegen die Potenzreihe') 23'b,z" der zusammengesetzten Funktion
f*=fo®, in z=&;'=1 divergiert. (Von einer solchen Funktion f sagt man auch,
sie verhalte sich konvergenz-schlecht unter der Abbildung @,). Die Fragestellung
Turans wurde in mannigfacher Hinsicht verallgemeinert (vgl. z.B. [1], [2], [9], [10],
[11], [16]), und es wurden sogar explizite Beispiele von Funktionen angegeben,
die sich konvergenz-schlecht verhalten (vgl. z. B. [7], [10], [11], [12]). Alle diese
Beispiele waren iitber den Rand dD von D nicht fortsetzbar, und die allgemeinen
Resultate sagten nichts aus, ob iiber dD fortsetzbare Funktionen existieren, die
sich konvergenzschlecht verhalten. Das Hauptergebnis der vorliegenden Arbeit
wird sein, daB die Existenz von in D holomorphen Funktionen gezeigt wird, die
sich iiber den Rand dD auBer z=1 analytisch fortsetzen lassen und sich konvergenz-
schlecht unter @, verhalten, wobei ((¢D und (=0 ist. Das wichtigste Hilfs-
mittel zu diesem Resultat sind Kenntnisse liber allgemeine Euler-Summierungs-
verfahren, die wir im Abschnitt 2 bewiesen. Im Abschnitt 4 verscharfen wir Satz 2
durch ein Ergebnis von ARONSZAJN.

2. Permanente Sonnenschein- und Euler-Verfahren. SONNENSCHEIN [l3] fiihrte
1949 die nach ihm benannte Klasse von Folgen-Folgen Matrixtransformationen

ein. Eine solche Matrix {a,,} wird erzeugt durch eine Potenzreihe u(z)= 3 u,z"

mit Konvergenzradius R>1 und w(1)=1, iiber die Vorschrift .
0) )= Zanz (1=0.1,..).

') Die Potenzreihen Ya,w* und Xb,.-" heillen dquivalent.
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Bemerkung. Nach dem Satz von Toeplitz—Schur ist das Folgen-Folgen Matrix-
verfahren {a,,} genau dann permanent, wenn

(a) ' l}im a,=0 firjedes v=0,1,...,
() | lim 3 a,, =
. A= y=0
© 3 lagl =0(l) fir n-e ist.
v=0

Es Iijst leicht zu sehen, daB (a) und (b) erfiillt sind, wenn u(1)=1 und u(z)éD fir
zeD ist.

B. BasSanskI [4] gab hinreichende Bedingungen fiir die Permanenz des Sum-
mierungsverfahrens {a,,} an, J. CLUNIE und P. VErRMES [8] zeigten, daB diese Be-
dingungen auch notwendig sind. Genauer gilt: Sei

(i) u holomorph fiir |z|<R, wobei R>1 ist;
(i) lu(z)|<1 fiir |z|=1 auper fiir z=1;
(iii) u(1)=1;

ist {a,,} durch (1) definiert, so gilt

Flal=00). firalle n=01, ...
v=0

genau dann, wenn folgende Bedingung erfiillt ist:
(iv) Esist Re A#0, wobei A durch
u(z)—z* = Ai*(z— 1P +o((z—-1)*) fiir z -1, a=u'(l)
definiert ist. _
Allgemeine Euler-Summierungsverfahren sind transponierte Sonnenschein-
Matrizen, die Reihen in Reihen iiberfithren. Ist w=u(z) eine Funktion, die (i), (i1)

und (iii) erfillt, und f(w)= Za,w konvergent in D, so ist auch f(u(z))= Zb

v=0

konvergent in D. Die (allgememc) Euler-Transformation {a,,} ist erklirt durch

2 b,= 2 ana, (n =0. 1.
0

v=

transformiert also dic Reihe ﬁ'a, in die Reihe i‘b, und ist offenbar gegeben
durch =0 n=0

a,=a, (hn=01.)
Fiir die Partialsummen 4,= S a, und B,= 3 b, gilt

“' AW = f( bzw. f B,z" = /(@) ‘

r-ﬂ ndQ | e
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Dann entspricht der Transformation (2) das Folgen-Folgen Summierungsverfahren

3) B,= Ju,4, (n=0,1,..)
v=0

mit

(@ o mgr f S,

hierbei ist (y) ein einfach geschlossener Weg in D, der z=( im Innern enthalt.
Auf die Matrix {z,,} in (3) ist wieder das Kriterium von Toeplitz—Schur anwendbar.
B. BajSansk1 [5] bewies fiir das Euler-Verfahren (2) bzw. (3): Geniigt u(z) den
Bedingungen (i), (ii) und (iii). so ist (iv) hinreichend fiir die Permanenz des Luler-
Verfahrens (2) bzw. (3). Wir fithren dieses Ergebnis zum AbschluB, indem wir zeigen

Satz 1. Sind (1), (i) und (i) fir w(z) erfillr, so ist (iv) notwendig fiir die
Permanenz des Eiiler-Verfahrens (2) bzw. (3).

Wir zerlegen den Beweis in verschiedene Lemmata. Unter der Annahme, dal
(iv) nicht giit, werden wir

(5) sup Z; las,| ==
foigern.
Lemma 1. Es existiert eine gerade Zahl q miit folgenden Eigenschaften:

1) Zu beliebigem e=0 existiert ein vy=vy(e), so daB fiir jedes n und jedes v=>v,

|l < ev—1/4
ist.

2) Fiir geniigend grofies n ist

M3

o

|
]
[#]

= |
@
)
=

BeEwEIS. Betrachtet man

so gelten die Behauptungen l) und 2), wenn man dort a,, durch f,, ersetzt, nach
[8], Lemma 3 und 4. ch a,, unterscheiden sich von ﬁ,, dadurch, daB unter dem

Integral der Faktor e hinzukommt. chscr ist in einer Umgebung von D

analytisch und von 0 verschieden. Letzteres folgt aus der Tatsache, daB unter den
Voraussetzungcn (i), (i), (iii) nach einem Satz von JuLia (vgl. [6], S. 112) a=u'(])
reell und positiv ist. Man sneht nun leicht, daBl die Abschdtzungen von [8] giiltig
bleiben.
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Lemma 2. Es existiert eine Konstante K,>0, so daf

sup ¥ |ap,] <<
Y azK,v
Ist.

Bewels. Wir wihlen in (4) fiilr (y) den Weg |z]=r, I<r<R; dann existiert
ein K >0, so daB fir alle K=K,

i 1/K
sup |u_(z)J___ =<1
‘z|=r .
ist. Setzt man K=n/v (=K,), so folgt

l2%,] = O(3")
und daraus die Behauptung.

Lemma 3. Mit der Konstanten K, aus Lemma 2 gilt

im 5 |a]|=ece.
Y=o o=a=K,v

BEwEgis. Mit der Bezeichnung =x[:=sup la;,/ gilt nach Lemma 1

viig, -0 fir v— e,
Nun ist

- 2l

r r r o9

% 2 ll= J .l
n=0 n=10

und wiederum nach Lemma 1
lim 3 |2, = lim —
Al = — =00,
Lind v ) e N oc 7;1'1N
Wegen Lemma 2 ist somit Lemma 3 bewiesen.
BEWEIS VON SATZ 1. Wir haben mit Lemma 3
) N
lim N=' 3 3 jag ] ==

: : v=Nn=Kyv
Andererseits ist

N =2 i
N1 Zml=NT 5 Fq)=2Ksup Sl

v=Nn=Kyv n=2K,Nv=0 r=0

und damit ist Satz 1 bewiesen.

_ Beispiele. 1, Wir betrachten nach [5] die Funktion

2
Hier sind (i}—(iii) erfillt (lu(e’)!=1-sin* ¢/2), ferner ist a=2, p=4, A =~

(6) u(z)=z*- :——l]‘

%5
16"
Also gilt auch (iv). und das von u erzeugte Euler-Verfahren ist regular.
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. 2. Wir betrachten die mit « aus (6) gebildete Funktion
(N u(z) = u(®,(2).

Die Entwicklung von @, um z=1 ergibt zunichst

() = éﬁn dy (== 1 +0{(=—1)"),

1—{obo ( Co ]H
d: - }-0, d=d1_-_ ’ k=2.3
. (1_50)(l_co) ; =0,
Man erhalt
u(z) =1+2d,(z-1)+Q2d,+d})(z— l)*+(2u’3+2d1d,_}(:—l)’+0((z— l)‘),
alsoc 2=24,.

3 .
Ziehen wir hiervon z*= [:] (z—=1)*4+0((=—1)) ab, erhalten wir

k=0
u*(2)—z* = cy(z— 12+ c3(z =132+ 0((=— 1)Y).
Hierber ist zunédchst
e dl (‘:ﬁ_;ll‘
(1= (1 =)

Ist also Im {,#0, so ist p=2 und A =-c;#0, Re A=0. Ist Im{;=0, so
betrachten wir zusatzlich

Cp = 2dg+d§_'[;]

B e

T30
Ist noch {;#0, so ist p=3 und A =—ic;#0, Re A=0. Also erzeugt u* fir
alle (€D, {,=0 ein nicht permanentes Euler-Verfahren.

3. Fortsetzbare dquivalente Potenzreihen. Wir kommen nun zu unserem Haupt-
ergebnis.

Satz 2. Sei (€D, {,#0. Dann existiert eine iuber |z|=1, z#1, fortsetzbare
Funktion f, die sich konvergent-schlecht unter &, verhdlt.

BEwEls. Wir betrachten die Funktion u* aus (7) die fiir {,¢D, {,=0 ein
nicht permanentes Euler-Verfahren erzeugt. Also gibt es eine in D holomorphe

Funktion g(w)= E'a,w" ‘mit konvergenter Reihe ia, wahrend die Reihe
vy=0 re=0Q
g(u*(z))= 3 b,z bei z=1 divergiert. Da u aus (6) ein permanentes Euler—Ver-
n=0 )
fahren erzeugt, konvergiert die Reihe f(z)=g(u(z))= > ajz" bei z=1 und ist
ve0

liber |zl=1, z1, analytisch fortsetzbar. Die Funktionen f und fo&®y=gou"
beweisen Satz 2.

Bemerkungen. 1. Nach einem Satz von ARONSzAJN [3] 1aBt sich f darstellen
in der Form f=f,+/f,, wobei f; analytisch ist in {|z—1|>¢} und f; analytisch
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ist in einer Umgebung von D. Also sind f, und f,o®;, bei z=1 konvergent.
Dann ist f; bei z=1 konvergent, dagegen f; o @, bei z=1 divergent.

Wir erhalten somit die Existenz einer konvergenz-schlechten Funktion, deren
Singularititen auf eine beliebig vorgegebenene Umgebung von z=1 Kkonzentriert
sind. .

2. Satz 2 gilt natiirlich auch fiir absolute Konvergenz. So haben wir

Satz 2'. Sei CoéD {o#0. Dann existiert eine iiber |z|=1, z#1, fortserzbarel

Funktion f, f(z)= Za.,z, so daf Zla |<eo ist, aber f(®(2))= sz" fiir
lz|=1 absolut du-erg:ert
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