Eine Verallgemeinerung des Simplexalgorithmus
zur Losung des Tschebyscheff—Markoff Problems

Von G. FAZEKAS (Debrecen)

0. Einleitung

In dieser Arbeit beschiftigen wir uns mit dem folgenden Problem: Es seien
die auf dem endlichen Intervall [z, f] stetigen Funktionen u,(¢), #,(?), ..., u(1), ()
und die reellen Zahlen by, b,, ..., b, gegeben. Unter der Bedingung, daB o(t)
eine auf dem Intervall [x, f] monoton wachsende Funktion ist, welche die Integral-
gleichungen

3
(0.1) Ju@do(®)=b,, i=1,2..,m

erfiillt, werden die Extremalwerte des Integrals
/4
0.2) J o(t)yda()

und je eine der sie realisierenden Funktionen ¢ gesucht.

Ein Spezialfall der obigen Aufgabe stammt von P. L. Tschebyscheff (1874),
und wurde in 1885 von A. A. Markoff gelost. Die Gedanken von Tschebyscheff
und Markoff haben sich spiter u. a. in der Wahrscheinlichkeitstheorie als sehr
beniitzlich erwiesen. Viele Verfasser haben sich mit diesem Problem beschaftigt
und interessante Ergebnisse erreicht. (S. besonders die Monographien [3] und [6].)
Es sei hier nur M. G. KreIN erwahnt, der fiir die Losung der obigen Aufgabe — unter
gewissen zusdtzlichen Bedingungen — einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz
bewiesen hat.

Das Ziel dieser Arbeit ist' durch die Verallgemeinerung des gewdhnlichen Simplex
Algorithmus ein Verfahren zu entwickeln, mit deren Hilfe die Extremalwerte- und
Stellen von (0.2) — mindestens unter den Bedingungen von Krein — approximiert
werden konnen. Diese Mdglichkeit beruht auf der Tatsache, daB die obige Aufgabe
in gewissem Sinne als eine verallgemeinerte lineare Optimierungsaufgabe aufgefaBt
werden kann.

Das Kapitel I. enthdic einige Sitze iiber die Menge V(b) der Funktionen
o(¢), welche die Gleichungen (0.1) erfiillen. Der Satz 1.3 karakterisiert die extremen
Punkte von V(b). '
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Im Kapitel II. wird gézeigt, daB aus einem beliebig gegebenen extremen Punkt
ausgehend effektiverweise eine Folge o, der extremen Punkte von FV(b), fiir

welche f w(t)de,(t) monoton wichst, bestimmt werden kann.

Im Kapitel III. werden wir beweisen, daB unter den Bedingungen von Krein
die folgende Behauptung gilt: Die oben erwdhnte Folge ¢, kann so bestimmt
g

werden, daB f w(t)de,(t) gegen das Maximum (bzw. Minimum) von (0.2) kon-
vergiert. .
I

Es bezeichne NBYV [z, ] die Menge aller auf dem endlichen Intervall [«, f]
erklirten reellen Funktionen von beschrinkter Variation, welche die folgenden
Eigenschaften besitzen:

(i) Jede Funktion g€ NBV [«, f] hat im Punkt « den Wert 0.

(ii) Jede Funktion ¢€NBYV [a, f] ist in jedem inneren Punkt von [, f] von
rechst stetig. :

Es bedeute NBV. [«, f] die Teilmenge von NBV [z, ], deren Elemente
monoton wachsend sind.

Mit der gewdhnlichen Funktionenaddition und Skalarmultiplikation bildet
NBY [a, f] einen Vektorraum iiber dem Korper der reellen Zahlen. Benutzt man
die totale Variation der Funktionen o€NBYV [z, f] als Norm, so bildet NBV [x, f]
einem Banachraum, der dem konjugierten Raum des Raumes C [x, f] isomorph
und isometrisch ist. Neben der durch diese Norm erzeugten Topologie, welche
die starke Topologie genannt wird, werden wir die C [, f]-oder schwache Topologie
des Raumes NBV [«, f] betrachten. Beziiglich der schwachen Topologie ist
NBYV [a, f] ein lokal konvexer topologischer Vektorraum.

Eine Funktionenfolge o¢,€ NBV [«, 8] konvergiert schwach gegen eine Funktion
o€NBYV [a, f] dann und nur dann, wenn fiir jede auf dem Intervall [x«, f] stetige
Funktion ¢(r)

| [
lim f () da, (1) = [ ¢(t)da(r)

gilt.

Die Menge NBV, [x, f] ist ein schwach abgeschlossener konvexer Kegel
des Raumes NBV [« f]. @ :

Es sei u:[a, f)]—~R™ eine stetige Vektorfunktion, deren Komponenten u;(t),
i=1, 2, ...,m iiber dem Intervall {a, f] linear unabhéngig sind. Wir werden voraus-
setzen, daBl ein Vektor ac R™ existiert, fiir welchen

(l’l) " (as Il(f)) = 0’ ‘Q(I'G [a: ﬂ]r
gilt. (-, ) bezeichnet dabei das innere Produkt im Raum R™.

Fithren wir noch die folgenden Bezeichnungen ein: Es seien

(1.2) U = {u(t)|t€, A1},

]
(1.3) posU={reR"jr = [ u(r)da(r). ceNBV, [z, fl}.

@



Fine Verallgemeinerung des Simplexalgorithmus zur Lésung... 33

Ist
U* = {reR"(r,y) =0, vycU}

die Polarmenge der Vektormenge U und U**=(U")*, so ist
(1.4) U* = pos U.

Man kann zeigen, daB die Menge pos U im R™ ein konvexer abgcschlosicncr
Kegel ist.

Definition 1.1. Ein Vektor béR™ wird beziiglich u(r) positiv genannt, falls
fur jeden Vektor acU*® die Ungleichung (a.b)=0 gilt. Ein beziiglich u(s) po-
sitiver Vektor heiBt streng positiv. falls fir jeden Vektor acU™ aus (a, u(r))=0
folgt (a,b)>0. Ein beziiglich u(r) positiver Vektor, der nicht streng positiv ist,
heillt singular positiv [6].

Wegen (1.4) stimmt die Menge aller beziiglich u(r) positiven Vektoren mit
pos U uberein. .

Es sei fir einen beliebigen b€ R™

B
(1.5) V(b) = {0 NBV, [z, )| [ u(t)do(1) = b}.

Offenbar ist die Menge (1.5) dann und nur dann nicht leer, wenn b€pos U.

Satz 1.1. Die Menge (1.5) ist eine konvexe und schwach kompakte Teilmenge
des Raumes NBV [a, B].

BeweEls. Es seien
G1,6€V (D). vy, vs=0, w+v;=1L
Dann gilt einerseits
0y = v,0,+ V30, NBV, [, B,
anderseits

B B B
[ u()ydao(t) =v, [ u(t)doy(t)+vs [ u(t)das(t) =b.

a x a

Daraus folgt a,€ V(b), und somit haben wir die Konvexitit von V(b) bewiesen.

Die folgende Behauptung ist bekannt: Ist X ein Banachraum, dann ist eine
Teilmenge von X* kompakt in der X-topologie des Raumes X* genau dann,
wenn sie in der X-topologie abgeschlossen, und in der metrischen Topologie be-
schrankt ist [1]. So haben wir nur zu zeigen, daB die Menge V(b) schwach kompakt,
und in der Norm der totaien Variation beschrankt ist.

Setzen wir voraus, daB die Folge o,V (b) schwach gegen die Funktion
0, NBV [z, B] konvergiert. Weil die Menge F(b) eine Teilmenge von NBV_ [a, ],
und NBV. [«, f] schwach abgeschlossen ist, gilt - 6,6 NBV, [z, f]. Da die
Komponenten wu(r), i=1, 2, ...,m der Vektorfunktion u(z) stetig sind, so folgt
aus der schwachen Konvergenz der Folge o,(r). daB fur jeden Komponenten
b;, i=1,2,...,m des Vektors b

[ 7
(1.6) b= lim J w(@)do,(t) = [ u,(t)doy(r)
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gilt. Folglich erhalten wir
B

J u(®)doy(r) =b.

Hieraus folgt wegen (1.5), daB 6,€ ¥(b), und somit haber wir bewiesen, daB V(b)
schwach abgeschlossen ist.
Es sei mit einem die Ungleichung (1.1) erfilllenden Vekior a

¢ = : \'
v 'gg'r}] (a, u(r))

Dann ist v=>0 und fiir beliebige o€ V(b) gilt

0 < {a,b) = [ (a,u(t)) do(t) = v(a(B)— 0o () = va (B).
Hieraus ergibt sich wegen der Monotonitit der Funktion ¢
(1.7) 0 = tot. var.fo(¢) = o (f) = (a, b)/v.

Die Ungleichung (1.7) bedeutet, daB die Menge V(b) beziiglich der Norm be-
schrinkt ist. Somit ist der Satz bewiesen.

Ist Y eine Teilmenge des Vektorraumes X, dann wird mit ext Y die Menge
der extremen Punkte von Y bezeichnet.

Satz 1.2. Ist bepos U, dann ist ext V(b) eine nichtleere Menge.

BEwWEIS. Wenn bé€pos U, dann ist wegen (1.3) und (1.5) ¥(b) nichtleer. In
[1] ist bewiesen, daB jede nichtleere Teilmenge eines lokal konvexen topologischen
Vektorraumes einen extremen Punkt besitzt. Da NBV [«, f] beziiglich der schwachen
Topologie ein lokal konvexer topologischer Vektorraum ist, so folgt der Beweis
nach Satz 1.1.

Es sei fir Ac(a, ]

0, wenn a=t<i,
5 et) = 1, wenn A=t=8
und
1 g {0, wenn =,
49 f"(’) |1, wenmn a<t=p.

Offenbar gilt fiir beliebige A€[a, f]: e,6 NBV, [x, f] und

[}

(1.10) f u(t)de; (1) = u(l).

Jede Sprungfunktion ¢€ NBV, [a, ], die endlich viele Unstetigkeitssiellen besitzt,
hat die Darstellung
k

(1.11) a(t) = 3 0;e;(),

i=1

wobei ¢,=0, A<[x, B), i=1,2, ..., k.
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Ist die Funktion (1.11) ein Element von V(b), dann folgt aus (1.10), daB sich
der Vektor b in der Form

(1.12) b= 5‘ e:u()
i=]

darstellen 138t und umgekehrt: zu jeder Darstellung der Form (1.12) des Vektors
b (sofern p,=0fur i=1, 2, ..., k ist) gehort eine Funktion ¢€ NBV, [z, f], welche
in der Form (1.11) darstellbar ist.

Es ist leicht zu sehen, daB eine nicht identisch verschwindende Sprungfunktion
0€NBV, [a, f], die endlich viele Unstetigkeitsstellen besitzt, genau dann eine
eindeutig bestimmte Darstellung der Form (1.11) hat, wenn ¢,>0 fir i=1,2,.... %k
und A;A; fir ij gilt. Die Darstellungen einer Sprungfunktion o, in denen
es eine von den A; verschiedene /. mit Koeffizienten ¢=0 gibt, werden wir als
von (1.11) nicht wesentlich verschieden betrachten.

Der folgende Satz charakterisiert die extremen Punkte der Menge V(b).

Satz 1.3. Eine nicht identisch verschwindende Funktion o4,€ V(b) ist ein extremer
Punkt von V(b) dann und nur dann, wenn sie sich in der Form

k
(1.13) oo(t) = ‘Z‘ 0:€;,(1)
darstellen laft, wobei 0<k=m, 1=Si<iy<...<Ai, =B, 0,>0 fir i=12,..,k,
und das System der Vektoren u(i,), ...,u(4) im Raum R™ linear unabhdngig ist.

Bewgrls. Notwendigkeit: Setzen wir voraus, daB o,cext V(b), 0,#0. Es sei
fir i=1,2, ..., m+41:

(1.149) = fl(f) d(1+a,())".

Da m+1 Vektoren im Raum R™ abhingig sind, existieren solche reelle Zahlen
Vi, Vg, ooy Va1, Welche die Gleichungen

(1.15) zlv,r, =0,

(1.16) 3=
erfiillen. Es sei fir 0=x<c

1.1 P =3 Wi +xM -1}

Die durch (1.17) erkldrte Funktion besitzt die folgenden Eigenschaften:
(@) ¢(0)=0.
(b) @ ist auf dem Intervall [0,<<) stetig.
(c) Fir beliebige 0=x,=x, gilt die Ungleichung

(1.18) lp(xe) —@ (x| = x3—x;.
(d) ¢ hat hochstens m+1 Nullstellen in dem Intervall [0, ).

3
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Offensichtlich gelten (a) und (b). Um (c) zu beweisen betrachten wir fir z=1 die
Funktionen

(1.19) M=) =23 ... m+].
Da diese monoton wachsend und nichtnegativ sind, so sind auch diec Funktionen
(1.20) z—zWl = AA(ZU-DI_]) =23, ..,m+l1

fir z=1 monoton wachsend und nichtnegativ. Durch die Einsetzung z=1+x
erhalten wir aus (1.20), daB fiir beliebige 0=x,=x,:

(1.21) (I+x)—(1+x)V' = (1+x)—(+x)V, i=23, .., m+l

gilt. Daraus folgt mit geeigneter Umordnung

(1.22) Xg—X; Z (1 +x )V =(14+x)", i=23,...,m+1.

So erhalten wir mit Hilfe von (1.16) und von (1.17) die folgenden Abschitzungen:

m+1

(1.23) le(e—e(x)l = | Z wil(1+x)" —(1+x)"]| =

o :nzillvfl [(A+x)" = (1 +x)"] = ,.i;l Vil (x2— X)) = X3 —X;.

Das heiBt (1.18) gilt.

Die Richtigkeit von (d) 1aBt sich wie folgt einsehen: Da die Funktion x(z)=
=zm+DI_ ] fiir z=1 streng monoton wachsend ist, so hat die Funktion ¢(x)
ebensoviele Nulistellen im Intervall [0, <), wie die Funktion

24 V@ = o(x@)= 3 vamroi-Fy,

im Intervall [l,o=). Da zwischen den Zahlen v, v,,...,v,s+; ¢ine von Null ver-
schiedene existiert, so ist ¥ (z) ein Polynom vom Grade =1 in z. Das Polynom
¥(z) besitzt nach (1.24) hochstens m+2 von Null verschiedene Koeffizienten,
so gibt es héchstens m+1 Zeichenwechslungen in der Folge der Koeffizienten
von Y(z). Daraus folgt auf Grund des Satzes von Descartes [4], daB das Polynom
Y (z) hoéchstens m+1 positive Wurzeln, und deswegen ¢(x) hdochstens m+ 1
nichtnegative Wurzeln besitzt. Damit ist die Aussage (d) bewiesen.
Betrachten wir jetzt die Funktionen

(1.25) 0,(t) = ao(’)""P("o(’))s
(1.26) ' 0s(1) = 0,(1)— (0 (2)).

Da oix)=0 und o, auf dem Intervall (a, f] von rechst stetig isi, besitzen o,
und o, nach (a) und (b) ebenfalls diese Eigenschaften. o, ist monoton wachsend
und nichtnegativ, deshalb gilt wegen (c) fiir beliebige a=7,=1,=f# die Ungleichung

(1.27) “P(“u(fﬂ)"“ﬁ'(a'o(f:))i =.09(ta) — 0o (;).



Eine Verallgemeinerung des Simplexalgorithmus zur Lésung... 37

Daraus geht die Richtigkeit der folgenden Ungleichungen hervor:
(1.28) 01(ty) = 6o(t)+@(0(8)) = 0o(ta) +@(0(t2) = 0, (22),
(1.29) aa(t) = 0o(t) — @ (00())) = 0(t) —0(04(12)) = a4(t2).

(1.28) und (1.29) bedeuten, daB ¢, und o, auf dem Intervall [a, f] monoton
wachsende Funktionen sind. Aus (1.14), (1.15) und (1.17) ergibt sich

]
(1.30) [ u(t)do(oo(r)) = 0.

Die obigen Ergebnisse zusammenfassend erhalten wir, daB o, 0,€ ¥(b). Nach
(1.25) und (1.26) gilt daneben offenbar die Beziehung

asm 00(t) = 5 (@ (D +0,(0)). -

Mit Riicksicht darauf, daB o,cext V(b) ist, folgt aus (1.31) ¢,=oc,. Hieraus
nach (1.25) und (1.26) ergibt sich

(1.32) @(0,()) = 0.

Damit erhalten wir wegen (d), daB der Wertebereich der Funktion &, hdchstens
m+1 Elemente enthdlt. Da ¢, auch monoton ist, so ist ¢, eine Sprungfunktion
mit hochstens m Unstetigkeitsstellen, also nach (1.11) 1aBt sich ¢, in der Form
(1.13) darstellen.

Es bleibt iibrig zu zeigen, daB die Vektoren u(/,),...,u(4) im Raum R
unabhidngig sind. Auf Grund der Beziehung (1.12) gilt jedenfalls -

(1.33) b= é; oiu(A).

Es sei mit irgendwelchen reellen Zahlen vy, va, ..., %
k
(1.34) 2 viu(i) =0.
i=1

Da die Gleichung (1.34) mit einer beliebigen positiven Zahl multipliziert werden
kann, konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, daB

(1.35) vl<e fiir i=12 ..,k
Nach (1.33), (1.34) und (1.35) ergibt sich, daB die Funktionen

k
g,{t) = :g)'. (eitv)e, (1),

70 = 3 @-wen®
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zu der Menge V(b) gehdren. Es ist aber auch

oo(1) = ";‘“1(‘) +';' ox(t),

so erhilt man wegen o,€ext V(b), daB o¢,=0, ist, und das bedeutet, daB
w=0 fir i=1L2 ..,k
Damit ist die Notwendigkeit bewiesen.

Hinldnglichkeit: Setzen wir voraus, daB die durch (1.13) erklarte Funktion

o, der Menge V(b) gehort und die Funktionen o,, 6.€ ¥(b) mit einer gewissen
Zahl O0<pu<1 die Gleichung

(1.36) 0o(t) = poy (t)+(1 —p)a,(t)

erfilllen. Beriicksichtigt man, daB o, eine Sprungfunktion, und O<pu<l1 ist,
so folgt hieraus, daB o, und o, auch Sprungfunktionen sind, und daB ¢, und
o, keine von 4, 4,, ..., 4, verschiedene Unstetigkeitsstelle besitzen. Deswegen
sind oy und o, in der Form

d'l(") 2 i-él 0: e.l;(‘)’

oy(1) = é; o e, (?)

darstellbar, wobei gj, ¢/ =0 fur i=1,2, ..., k. Dann gilt offenbar

b= 2 e = 3 ofu)

und hieraus folgt wegen der Unabhingigkeit der Vektoren wu(4,), ..., u(4), daB
ei=¢i=¢ ist fur i=1,2, ..., k. Das heiBt o,=0, und folglich g,cext V(b).
Damit ist der Satz bewiesen.

Bemerkung 1.1. (a) Es ist leicht zu beweisen, daB o,=0¢ext V(b) genau dann,
wenn b=0. In diesem Fall hat dic Menge ¥V(b) keinen von o,=0 verschiedenen
extremen Punkt.

(b) Nennt man diejenigen Lsungen o(f) der fiir o betrachteten Integral-
gleichung

(1.37) f u(t)do(r) =b,

die zu der Menge NBV, [a, f] gehGren, zuldssige Losungen, so ist es klar, daB die
Menge der zuldssigen L3sungen von (1.37) mit V(b) iibereinstimmt. Eine zuldssige
Losung von (1.37) heiBt zuldssige Basisldsung, falls alle Vektoren u(1), welche
irgendeiner Zunahmestelle A der Funktion ¢ entsprechen, ein linear unabhéngiges
System bilden. Eine zuldssige Basislosung besitzt hdchstens m Zunahmestellen.
Verwendet man die obigen Benennungen, so 1a8t sich der Satz 1.3 in folgender
Weise formulieren:
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Die Mcnge ext ¥(b) besteht aus allen zuldssigen BasislGsungen der Integrai-
gleichung (1.37).

Dieser Satz zeigt eine enge Analogie mit dem folgenden Satz der linearen
Programmierung:

Es sei A eine Matrix vom Typ mXn mit reellen Elementen, ferner es sei
X< R" und b<R™ Dann sind die extremen Punkte der Menge

(1.38) K= {xéR"|Ax =b, x =0}

zuldssige Basislosungen des linearen Gleichungssystems Ax=b, und umgeckehrt:
jede zuldssige Basislosung bildet einen extremen Punkt von (1.38).

(c) Der Satz 1.3 ist auch in [3] bewiesen, aber unter stirkeren Bedingungen,
namlich falls die Komponenten der Vektorfunktion ein Tschebyscheffsystem
bilden.

Es sei w:[a, f1=R eine stetige Funktion, und setzen wir voraus, daB die
Funktionen wy, u,, ..., 4,, @ auf dem Intervall [a, f] linear unabhéingig sind.
Es sei weiterhin fiir o€ NBV [a, f]:

e

(1.39) I0)= [ o) do().

Offenbar ist (1.39) ein lincares Funktional des Raumes NBV [z, f], das in bezug
auf beiden von uns betrachteten Topologien von NBYV [a, f] stetig ist.

Satz 1.4. Ist bepos U, dann existiecren Funktionen o, ccext V(b) derart,
dap fiir jede o€ V(b)
I(o) = I(o) = I(G)
gilt.

Bewels. Da die Menge V(b) schwach kompakt und das Funktional (1.39)
auf V(b) schwach stetig ist, so nimmt (1.39) seine Extremalwerte iiber V(b) an.
Es seien

(1.40) Y= max (o)
und
(1.41) H = {ocV (b)|I(0) = 7).

Es ist klar, daB HS V(b) und H=§ ist. Nach dem Satz 1.1 ist H beschrinkt
beziiglich der totalen Varjationsnorm, anderseits ist H abgeschlossen in der
schwachen Topologie. Daraus folgt, daB H eine schwach kompakte Menge ist.
Beriicksichtigt man die zum Beweis des Satzes 1.2 durchgefiihrten Uberlegungen,
so ergibt sich hieraus, daB ext H nichtleer ist. Setzen wir voraus, daB fiir Geext H
und o, 0,¢€ V(b) die Gleichung -

gilt. Dann ist nach (1.39)

(1.43) y = (@) = ul(e)+(1 —p) I(cs)
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und wegen I(o,)=y, I(c,)=y und O<pu<1 folgt hieraus
(1.44) I(@,) = I(o7) = 7.

Durch Vergleich mit (1.41) erhalten wir ¢y, 0,€ H, somit kann (1.42) nur dann gelten,
wenn o,=0, ist. Daraus ergibt sich acext V(b).
Im Fall des Minimums 1aBt sich der Beweis genauso durchfiihren.

IL

Es sei gegeben a=4i,<l,<...2,=f derart, daB die Vektoren u(4,), u(4y), -..,
..., u(4,) linear unabhingig sind. Weil nach unseren Voraussetzungen die Funktionen
u;(t) linear unabhingig sind, kann man solche Vektoren auswéhlen.

Setzen wir voraus, daB reelle Zahlen g,, @, ..., 0,=0 existieren, fir welche

@2.1) b= 3 ou()

gilt. Dann ist nach dem Satz 1.3

(2.2) Gy = iZ 0;€;,€ext V(b).
=]

Da die Vektoren u(4,), u(4,), ..., u(4,) im Raum R™ eine Basis bilden, 1a8t sich
u(t) in der Form

23) u@) = 2 di(0)u()
ausdriicken, wobei - dy(1), dy(¢), ..., d,(t) eindeutig bestimmte, in dem Intervall

[«, B] stetige Funktionen sind. Fiithren wir noch die folgenden Funktionen ein:
Es seien : -

2.4) 2= 3 (o),
@.5) 8 = 2()—a(r).

Dann gilt der

Satz 2.1. (A) Ist 6(t)=0 fir alle t€[a, pl, so ist die durch (2.2) erklirte
Funktion o eine Maximumstelle des Funktionals (1.39).

-.(B) Gibt es eine Stelle Ac[a, p] mit 8(2)<O0, dann.

(i) existiert mindestens ein i, (l.=i=m), abhdngigvon A, wofir di(2)>0;
weiterhin
(ii) existiert ein o,€ext V(b), wofiir

(2.6) I(0y) = I(cy).
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BEWwEIS. Setzen wir voraus, daB fir alle r€[x, f] 6(r)=0 ist. Dann gilt auf
Grund der Formeln (2.1), (2.2), (2.3) fir beliebige o€ V(b)

m [4 Ps m
en  Zeuty=v= [u0de®= [ (3 d@nuw)do=

o
= 2 ([ dyde®)uii,
und hieraus folgt wegen der Unabhéngigkeit der Vektoren u(4,), u(4y), ..., u(4,)
4
2.8) [ di@)dot) =0, fir i=12,..,m.

Da o(t) monoton wachsend und &(1)=0 ist, erhalten wir aus (2.4), (2.5) und
(2.8),daB . ’

s -
29) I = [w)de@)= [ z2(t)do(r) = f [;‘.Zl d‘,(r)cn().,)] do(t) =
i

[
m 4 m
2 ([ d®do))wl) = 3 ew) = 1. .

Daraus folgt die Behauptung (A). ’
Es sei fiir eine A, d(4)<0, und setzen wir voraus, daB fir i=1,2,....m
in Gegensatz zur Behauptung (i)

(2.10) di(A) =0 :
gilt. Es sei £é=>0. Dann erhdlt man aus (2.1) und (2.3), daB sich b in d_er Form

@11) b= ,?: 01u(%) — eu(l) +2u(ly) =

- z (0s—ed; (i) u(A) +2u (o)

ausdriicken laBt. Daraus ergibt sich wegen (2.10) und &¢>0, daB

@.12) oy = g' (0i—2dy(A)) €3, +23,€V (b),
weiterhin _
@.13) 1e) = 3 (e—edi(ia) (0 + 600y =

= g'"l 0, (%) —e5(%) = I(00)— 25 ().

Ist ¢ nun hinreichend groB, so wird I(o,), wegen &(4,)<0 beliebig groB. Das
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bedeutet, daB das Funktional I(g) iiber ¥(b) unbeschrinkt ist. Diese Tatsache
widerspricht dem Satz 1.4, und somit ist die Behauptung (i) bewiesen.
Um (ii) zu beweisen, bestimme man g, durch die Beziehung

il Q; o vl
(2.14) %o *a.i?iﬁo{di(;,,)} T diGg)

Offenbar ist g,=0, weiterhin folgt aus (2.14)
0,—&di(Z) =0 fir i=12 ..,j-1,j+1,...,m,
;—8od;(%9) = 0.

Betrachten wir jetzt die durch (2.12) erklirte Funktion ¢, mit dieser g,. Es ist
klar, daB ¢,€V(b), nach dem Satz 1.3 gilt sogar o,€ext V(b), weil wegen d;(29)>0
das Vektorsystem

u(io), u(dy), ... u(djoy), w(d;j4y), -..o u(iy)

unabhingig ist. Aus (2.13) folgt wegen £=0 und &()))<0 (2.6), und somit ist
der Satz bewiesen.

Bemerkung 2.1. (a) I(o,)=1(c,) gilt fiir die durch (2.12) erkliarte Funktion
¢, dann und nur dann, wenn g,=0 ist.

(b) Ist eine Darstellung der Form (2.1) fiir b gegeben, dann kann man die
Funktionen d4,(¢), ..., d,(1), z(1), 8(t) bestimmen, und entscheiden, ob d4(¢) fiir
alle t€[a, f] nichtnegativ ist. Ist fiir gewisse A, 6(4iy)<O0, dann kann man auf
Grund des Satzes 2.1 irgendeinen der Vektoren u(;) mit u(2,) vertauschend eine
neue Darstellung von b einfiihren, so daB fiir die zugehdérende o,€ext V(b) /(o) =
=1(0,) gilt. Aus der neuen Darstellung ausgehend kann man das obige Verfahren
wiederholen. Im allgemeinen entsteht so eine Folge ¢, gy, ... der extremen Punkte
von V(b) derart, daB

Iog) = I(6) =...= I(0,) =...
gilt. Fithrt man fiir b statt (2.1) die Darstellung

(2.15) b= 2 oiu(i)+eu(dy)

i

ein, und bildet man die den Formeln (2.3), (2.4) und (2.5) entsprechenden Formeln:

(2.16) u(t) = !;; di (t)u(A)+dg(t)u(y),
2.17) 7= 2 dit)o@)+dy () o),

(2.18) (1) =z2'(t)—o(t), .
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dann kann man leicht beweisen, daB die folgende Beziehungen gelten:

(2.19) 0 = ei—edi(Z), i#],
@.20) 40 =509, i,
d (t) o d!(lo)y
TR L,
2.21) () =4(1) —dj 7] 0 (Ag).
(c) Betrachten wir jetzt die folgende Aufgabe: Unter den Bedingungen
g
Q22 [ u(®)do(t) =b,
(2.23) GENBV, [a, B,

werden der Maximumwert des Funktionals
I ]

(2.24) I(6) = _[ o(t)do(t)

und eine der Funktionen ¢€NBV, [x, f], fir welche der Maximumwert erreicht
wird, gesucht.

Die bisherigen Ergebnisse und die obige Aufgabe sind dem Thema der linearen
Programmierung und ihrer Grundaufgabe

Ax = b,
(2.25) x=0,
(¢, x) -~ max

sehr dhnlich. (In (2.25) ist 4 eine Matrix vom Typ mXn, bER™ x, cER".) Die
von uns betrachtete Aufgabe ist in gewissem Sinne eine stetige Verallgemeinerung
der linearen Optimierunsaufgabe (2.25). Namlich 1aBt sich die Vektorfunktion
u als eine Matrix mit m Zeilen und ,,unendlich vielen Spalten* auffassen. Der
Bedingung ,,x=0*“ entspricht die Bedingung, daB ,,0 monoton wachsend ist“,
und dem Funktional ,,(¢, x)** entspricht das Funktional ,,/(¢)".

Auf Grund der bisherigen Ergebnisse (Vgl. Satz 1.4.) kann man eine Funktion gy,
fiir die der Maximumwert von /(o) erreicht wird, unter den extremen Punkten der
Menge V(b) suchen. Da die Menge V(b) im allgemeinen unendlich viele extremen
Punkte besitzt, endet das in (b) erwdhnte Verfahren, das dem gewohnlichen Simplex-
algorithmus dhnlich ist, nicht unbedingt nach endlich vielen Schritten. So entsteht
die Frage: unter welchen Bedingungcn konvergiert die Folge I(a,), I(oy), ... gegen
den Maximumwert von J(¢), und wie kann man eine Funktion o,, fir die der
Maximumwert erreicht ist, approxlmteren Der folgende Kapitel ist diesem Problem
gewidmet.
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1L

In diesem Kapitel wird vorausgesetzt, daB die Komponenten der Vektorfunktion
u(?z) im Intervall [a, f] ein Tschebyscheff-System bilden.

Definition 3.1. Man sagt, daB die Komponenten der Vektorfunktion wu(¢)
im Intervall [a, ] ein Tschebyscheff-System (oder kurz: 7-System) von Ordnung
m—1 bilden, falls fiir beliebige acR™ die Funktion

(3.1 | p(t) = (a,u(®))
in dem Intervall [«, f] hochstens m—1 Nullstellen besitzt [3], [6].

Bemerkung 3.1. In [6] wurde bewiesen, daB wenn die Komponenten von u(¢)
ein 7-System bilden, dann ein Vektor a€ R™ existiert, fiir den (1.1) gilt.
Fiir T-Systeme gilt der

Satz 3.1. Die Komponenten der Vektorfunktion wu(t) bilden ein T-System in
dem Intervall [a, Bl dann und nur dann, wenn fiir beliebige a=t,<t,<...<t,=
die Determinante

uy(ty) uy(ta) ... uy(t,)
(3.2) ug(ty) ua(ty) ... us(ty)

() (1) ... (1)
nicht verschwindet. (Das heiBt, daB die Vektoren wu(t),...,u(t,) unabhingig
sind [6].) .

Definition 3.2. Ist die Determinante (3.2) fiir beliebige a=tj<th<...<!,=
positiv, so sagt man, daB die Komponenten von u(r) ein T,-System bilden [6].

Definition 3.3. Die Funktion w(r) heiBt die 7-Fortsetzung (bzw. T,-Fort-
setzung) des Systems uy(?), ..., u, (1), falls (), ..., u,(2), w(t) ein T-System
(bzw. T ,-System) von Ordnung m bilden [6].

Es sei

(3.3) e(t) = {

1, wenn r=a, oder =35,
2, wenn a<{t<2p.

Satz 3.2. (A) Ist bépos U ein singular positiver Vekior, dann enthdlt die
Menge V(b) nur ein Element. In diesem Fall ldft sich b eindeutig in der Form

(3.4) b= 2 au(iy)

darstellen, wobei a=)y<Ay<...<iy=P, 01, 02, s g_..;:-ﬁ.

(B) Ist bepos U ein streng positiver Vektor, so enthdlt die Menge V(b) un-
abzihlbar viele Elemente, aber es existieren genau zwei Darstellungen von b in der

N
Form (3.4) derart, daf > e(A)=m ist. [6).
k=1 .
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Bemerkung 3.2. Ist b ein streng positiver Vektor, dann besitzen seine Dar-
N
stellungen der Form (3.4), fir die J e(/,)=m ist, die folgende Struktur:

k=1
(a) fur gerade m ist

a<t<ly<.<ly<f, N=ml2
oder
a=A<bg<..<iy=f, N=(m/2)+1;

(b) fir ungerade m ist

a=Ai<Ad=<..<iy<PB, N=(m—-1)2+1,
oder
a<My<lg<..<ly=B, N=(m-1)2+1.

Definition 3.4. Ist b ein streng positiver Vektor, so wird seine Darstellung (3.4),
N ¢
fur die > e(i,)=m ist, je nachdem Ay=pf oder Ay<p ist, obere bzw. untere
k=1

Hauptdarstellung genannt [6].

Bemerkung 3.3. Nach dem Satz 3.2 ist die obere bzw. die untere Haupt-
darstellung eindeutig bestimmt.

Satz 3.3. Es sei b, eine Folge von beziiglich u(t) streng positiven Vektoren,
die gegen einen beziiglich u(t) streng positiven Vektor b konvergiert. Es sei weiterhin
die obere Hauptdarstellung von b,:

N
(3.5) =), n=12...,

k=1

die obere Hauptdarstellung von b:

N
(3.6) b= Z o u ().

k=1
Dann gelten fiir k=1, 2, ..., N die folgenden Grenziiberginge:
3.7 o = o, (n —+oo),
(3.8) 2 M =)y (n =)

BEwels. Da ein Vektor existiert, fiir welchen (3.1) positiv ist, so sind nach dem
Satz 1.1 die Zahlenfolgen o{™ beschrinkt. Wegen A{™€[a, f] sind auch die Folgen
44" beschrdnkt. Aber dann ist die Vektorfolge \

(3.9) 9, = (o™, ..., o, A, ... M)

im Raum R beschrinkt, deswegen enthilt jede Teilfolge von (3.9) eine konvergente
Teilfolge. Es sei

(3.10) (T PR A UG
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der Grenzwert einer beliebigen konvergenten Teilfolge von (3.9). Dann gilt wegen
der Stetigkeit von u(r)

Gy 3 ofu() =b.

' N
Es ist klar, daB J e(4,)=m, aber hier kann < nicht stehen, weil dann b singular
k=1
positiv wire. Folglich bildet (3.11) — wegen A{’=Ay=p — eine obere Haupt-
darstellung von b. Hieraus folgt wegen der Eindeutigkeit der oberen Haupt-
darstellung,
=0, A=4 fir k=1,2,..,N.

Wir enthalten also, daB der Grenzwert ciner beliebigen konvergenten Teilfolge
von (3.1¢,

(312) 3 =(el’ Q25 -5 QN’E'I:;'S'!-"’;'N)

ist. Da aus jeder Teilfolge von (3.10) eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert
(3.12) ausgewihit werden kann, so ergibt sich, daB (3.10) auch selbst gegen (3.12)
konvergiert. Damit ist der Satz bewiesen. :

Bemerkung 3.4. (a) Ein analoger Satz gilt auch fiir untere Hauptdarstel-
lungen.

(b) Es ist leicht zu beweisen, daB die Konvergenz der Folgen (3.7) und (3.8)
gleichwertig mit der Tatsache ist, daB die zu der oberen Hauptdarstellung von
b, gehdrende Funktionenfolge ¢, NBV, [«, f] schwach gegen die zu der oberen
Hauptdarstellung von b gehdorenden Funktion o€NBV, [a, f] konvergiert.

Satz 3.4. Setzen wir voraus, daf die Komponenten der Vektorfunktion wu(t)
in dem Intervall [a,p) ein T.-System bilden, und w(t) ihre T ,.-Fortsetzung ist.
Es sei b ein beziiglich w(t) streng positiver Vektor. Das Funktional (2.23) nimmt
sein Maximum (Minimum) iber V(b) bei der zu der oberen (unteren) Hauptdarstellung
von b gehdrenden o€ V(b) an. Dieses Maximum (Minimum) ist streng [6].

Bemerkung 3.5. Ein Spezialfall des von uns betrachteten Optimierungsproblems
wurde von P. L. TsCHEBYSCHEFF im Jahre 1874 aufgeworfen. A. A. MARKOFF hat
das Problem von Tschebyscheff in seinem im Jahre 1885 erschienenen Artikel geldst.
Der Satz 3.4 ist die Losung des sogenannten verallgemeinerten Tschebyscheff—
Markoff Problems.

Setzen wir voraus, daB die Funktionen u(s) und w(r) und der Vektor b den
Bedingungen des Satzes 3.4 geniigen. Die weiteren Untersuchungen werden wir auf
den Fall ungerader m beschrdnken. (Der Fall der geraden m kann analog behandelt
werden.)

"Es sei fir b eine Darstellung der Form (2.1) gegeben, und betrachten wir die
Ausdriicke (2.3), (2.4), (2.5). Dafiir gilt das

Lemma 3.1. (A)
0, wean i#j,

(3.13) d,aj):ll’ wenn iz, F=hZom
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(B)
(3.149) 8(A) =0 fir i=12....m.

(C) d;(t) und O(t) haben keine von den Zahlen i,,2,, ..., A, verschiedene
Nullstelle in dem Intervall [u., B].

(D) Ist Ai.,<pB, dann ist 6(f)<0.
(E) Ist t<4,, dann ist sign d,(1)=sign &(1).

Bewgis. Offenbar 1aBt sich d (1), i=1,2, ..., m in der Form

 ja(y)....u0h-Du()ulh,y)...u0)
) (= P RTEN]

ausdriicken, wobei |...| die mit Hilfe der entsprechenden Spaltenvektoren ge-
bildete Determinante bezeichnet. Daraus folgt (3.13). -

Verwendet man (2.4), (2.5) und (3.13), so ergibt sich
(3.16) 0(4y) = g; d(L)o(i)—ol) =ol)-o()=0

fir j=1,2,...,m, das heiBt, es gilt (B).
Entwickelt man geeigneterweise die Determinante in (3.15), so erhdlt man mit
irgendwelchen reellen Zahlen ay, ..., a;, fir d4;(t) den Ausdruck

(3.17) d.(1) =,§ agu;(t) = a;, u(t)).

Somit ergibt sich, da die Komponenten von wu(r) ein T-System bilden, daB d;(r)
in dem Intervall [«, ] héchstens m—1 Nullstellen hat. Aber nach (A) sind die
voneinander verschiedenen Zahlen Ay, ...,4;_y, 4i41y .... 4 Nullstellen von
d;(1), deshalb besitzt d;(r) keine von diesen verschiedene Nullstelle.

Nach (2.4), (2.5) und (3.17) 1aBt sich &(+) mit Hilfe gewisser reellen Zahlen
€y, Cgy ..., ¢y in der Form

(3.18) 5(f) = ‘é ety () - (e)

schreiben. Da w(r) die T-Fortsetzung des Systems u,(¢), ..., u,(f) ist, so ergibt
sich (C), indem man (B) beriicksichtigt und die vorhergehenden Uberlegunge
wiederholt. -

Nach (B) und (C) gilt fiir (r) mit geeigneter “y die Beziehung
Uy (Ay) - uy(Ay) uy ()
(3.19) t)y=vy-

u-(-ll) LA A “u'(j'-) u-(‘) }
o(4) o) o)
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Durch Vergleich mit (3.18) folgt hieraus

. uy(2y) .. “1(;.)
(3.20) (=1)t=+2eye] =-1.

Up(2y) ... ..(f.;)
Auf Grund der Definition 3.2 ergibt sich aus (3.20) einerseits
(3.21) signy =—1,
anderseits folgt wegen Z,<p und (3.21) aus (3.19)

signd(f) =signy =—1.
Damit ist (D; bewiesen.
Offenbar ist sowohl d,(t) als auch (¢) in den Intervallen (2,, Z,), (4s, 43), ...,
vees (Am—2, A 1) alternierend positiv, bzw. negativ. Um_(E) zu beweisen, haben wir
nur zu zeiger. daB fir jede 1€(/,,—1, An):

signd(t) = signd,(¢)

ist. Da d,(4,)=1 und d,(¢) im Intervall (2,_,, ] nicht verschwindet, so ist

fir jede t€(4,.—1, Bl:
signd, (1) = 1.

Aber aus (3.19) folgt wegen y<O und wegen der Definition 3.2, daB fiir jede
1€(Am—1s An): 8(1)>0 ist. Damit ist das Lemma bewiesen.

Bemerkung 3.6. (a) Auf Grund des Lemmas 3.1 kann man voraussetzen, dall
in der Formel (2.1) /4,=p ist. Ist ndmlich in (2.1) Z,<p, so kann man wegen
&(B) <0 irgendeine A; mit f vertauschen, so daB dabei das Funktional (2.23) wéchst.

(b) Ist in (2.1} 4,=p, so gilt wegen (E) die folgende Behauptung: Vertauscht
man in (2.1) dem Satz 2.1 entsprechend eine 4; mit einer A€[x, f], fir welche
0(4)<0 ist, dann gilt i=m.

Setzen wir in (2.1) 4,=p voraus. Dann ist die Anzahl der Zahlen /[, f)
gerade. Es seien diese Zahlen

(3_22) (t! =) j_{o) - I{n) s ;w} - ‘[m e i ;(ol - le (=< ﬁ)

- e 5. SRS Cfahr

wol‘(3 22) o .(a‘;‘)‘,uof I'(e} = ,uo) et j_‘(o e ,w'i -z:f“"(-: ﬁ)

wobcl s=(m—1)/2. Nach 'dcm Lemma 3.1 kann das Verhalten der Funktion (1)

(3'2folgendermal3en beschrieben werden:

(3.2(3.23) 5(¢)=0, falls ¢r=29,19,...,19, 19 8;

(3_2(3.24) o(t) =0, falls r€[x, 2 ‘”)U(I"” B)U( (A, z}",}l)]
=1

Es sei nun eine Einteilungsfolge =y, m,, n,, ... des Intervalls [A{(9] gegeben,
die den folgenden Bedingungen geniigt:
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(i) Jede Einteilung (mit der Ausnahme der ersten) ist eine Verfeinerung der
vorigen Einteilungen.

(i) lim _max Ifl}"’-'l}'-’d =0,

e j=23,

wobei n{™, n{", ..., ny” die Teilungspunkte von =, bezeichnen.
(iii) m, besteht aus den Punkten

PICIS (CRPICR (ORI O (O
Es bezeichne A, die Matrix des Typs mXxk,, deren Spaltenvektoren
u(nf™), u(rf™), ..., u(mi™), u(p)

sind. Es bezeichne weiterhin @, den k,-dimensionalen' Vektor, der mit Hilfe der
Funktion @(r) &dhnlich wie A, gebildet werden kann. Lose man fiir n=1 mit
Hilfe des Simplexalgorithmus die lineare Optimierungsaufgabe

Ax =D,
(3.26) x=0,

(®@,, X) -~ max,

und dann gehe man auf den Fall n=2 iiber, der offenbar eine Erweiterung der
fir n=1 betrachteten Aufgabe ist. Ist (3.26) fiir n=k=>1 gelst, so gehe man
auf den Fall n=k+1 iiber. (Hierbei kann man die fiir n=k erhaltene Optimal-
16sung benutzen.)

Aus der Konstruktion der Matrizen A4, und der Vektoren @, folgt, daB die
Aufgabe (3.26) fur jede n losbar ist. Fiir beliebige n endet das Simplexalgorithmus
dann, wenn

(3.27) ™ =0

fir j=1,2, ..., k, gilt. (Hierbei bezeichnet &(-) immer die mit Hilfe der aktuellen
Basis entsprechend der Formel (2.5) gebildete Funktion.) Es ist klar, daB die Optimal-
basis von (3.26), fiir die sich das Algorithmus (3.27) erfiillend beendet, fiir jede
n die Gestalt

(3.28) u(AM), u(A™), ..., u(A", u(AM), u(p)
besitzt, wobei _
(3.29) a= A" <1 <...<i® < i< p

und jede A{™ bzw. A{™ soll gleich irgendeinem der Punkte n{™, n{", ..., n{” sein.
Da die Aufgabe (3.26) nur dann alternative Optimalldsungen besitzt, wenn die
Funktion 4(t) in einem von den Punkten (3.29) verschiedenen Punkt verschwindet,
so folgt nach dem Lemma 3. 1 — (E), daB die Basis (3.28) fiir jede n emdcutng
bestimmt ist.
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Auf Grund der Formel (3.28) 1a68t sich b fiir jede n=0, 1, 2, ... in der Form
(3_30) ; b= 2 qu) u(lj"))+ 2 =(n) "(1}'))'*' q(’"u(ﬂ)
darstellen, wobei of”, a§", o™=0. Ist
(3.31) b= E‘: 2;u(4)+ cu(h)

die obere Hauptdarstellung von b, dann gilt der

Satz 3.5. Fiir n—-c gelten die folgenden Grenziibergdange:
(332) AW =4, A=A, "+ -0 (1=1,2,...,5) ™~

Blzwms Da die zu der Darstellung (3.30) gehdrende Funktion &(¢r) auf der
Menge U (A§™, Z§™) negativ ist, so fillt wegen (3.27) keine der Teilungspunkten

der E.mtellung n, in die Intervalle (A{", 1{). (Anderfalls hatte sich das Simplex-
algorithmus bei der Basis (3.29) nicht beendet. ) Daraus folgt wegen (ii)

(3.33) IW—a -0 fir j=1,2,..,s
falls n—+c, Es sei nun
(3.39) b, = Z(ej"+e ")u(d§”)+ o™ u(B).

Dann gilt offensichtlich b,—~b, falls n-+ee. Némlich ist

G35 b, = E, (e +ai™)u(AP) + o™ u(p) =

= ,_2', (Qj" -(iju)) + ‘35:) “(15")) o Q(n) ll‘(ﬁ) - 2'-' Q}') (ll ( 1}'}) “ul 1 }.})’) <

=b—3 of” (M) —u(iP))
aber wegen (3.34) und wegcn der Stetigkeit von u(f) und der Beschrinktheit der
Folgen g™ strebt 2' of" '(u().}")—u(lj‘))) gegen 0, falls n—oco.
Jj=1

Die beziiglich u(z) streng positiven Vektoren sind die inneren Punkte der
Menge V(b) [6]. So ist b, wegen b,—b fir jede n, die gréBer als gewisse g
ist, streng positiv. Da offenbar ‘ :

;‘i‘ a(Ij':’)+e(ﬁ) =m

ist, so ist (3.25) fiir n>n, die obere Hauptdarstellung von b,. Daraus erhalten
wir auf Grund von Satz 3.3 die zu beweisende Behauptung.
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Bemerkung 3.7. (a) Es ist klar, daB der Maximumwert der Zielfunktion von
(3.26) gegen den Maximumwert des Funktionals /(o) konvergiert, falls n—eo.
(b) Es sei der Formel (3.30) entsprechend fiir n=0, 1, ...

5 5
(3.36) o= 2 0" et 28" exm+ee.

Auf Grund des Satzes 3.5 ist es leicht zu zeigen, daB die durch (3.36) erkldrte Folge
schwach gegen die Funktion

5
o= ;Z; 0;je;,+ 0ey

konvergiert.

(c) Ganz analoge Sitze gelten fiir den Fall des Minimums.

AbschlieBend sei Herrn Professor E. GeszreLyl fiir seine wertvollen Be-
merkungen und Ratschlage warmster Dank ausgesprochen.
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