Les extensions et les schémas non-commutatifs

Par A. VERSCHOREN (Anvers) *)

Résumé

A tout anneau peut étre associé un schéma affine. L'emploi des extensions aux sens de Procesi
fonde une géométrie algébrique dont le formalisme est trés proche du commutatif.
Exemple: le sorite des sous-schémas et des schémas réduits.

(. Introduction

Cette note a pour but de montrer comment les extensions au sens de PROCESI
[6] peuvent servir a définir une géométrie algébrique non-commutative. Ailleurs
nous étudierons les produits fibrés, les variétés algébriques, les groupes algébriques
et leur applications. Comme nous y utiliserons des techniques assez différentes de
celles introduites ici, comme la localisation des bimodules et I'emploi des anneaux
a identité polynomiale, nous nous limiterons dans cette note aux constructions et
aux premiéres applications.

Nous indiquons d’abord, en nous inspirant de [5] et [7], comment associer
a un anneau non nécessairement commutatif un schéma affine ayant des propriétés
assez proches de celles rencontrées dans le cas commutatif. Le comportement de
ce schéma est optimal si en plus I'on suppose que I"'anneau de base est «géométrique» ;
dans ce cas, il est assez facile de définir a la fagcon de Grothendieck des «schémas»
a propriétés raisonables, méme dans le cas non-commutatif. Comme premiéere
application et en guise d’exemple nous étudierons ensuite les schémas réduits et
les sous-schémas fermés. Cela nous montrera que le formalisme géométrique est
le méme que dans le cas commutatif et nous permettra dans une note ultérieure
d’introduire des variétés algébriques.

Je tiens a remercier le professeur F. VAN OYSTAEYEN de I'université d’Anvers
pour son intérét et ses suggestions constructives, sans lesquelles ce travail n'aurait
jamais vu le jour.

1. Bimodules et algébres

Dans cette section nous rappelons quelques résultats et délinitions de [1].

1.1. Soient A un anneau et M un A-module bilatére. Son cenrre est défini par
Zy (M) ={meM: YacA, am = ma}.

(*) L'auteur bénéficie d’une bourse de la N. F. W. O. a I'université d’Anvers, contrat A2/35.
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On dit que le module M est un A-module dans le sens de Artin ou simplement un
A-bimodule s’il n’y a pas d’ambiguité, si M est engendré en tant que A-module par
Z,(M). Si 'anneau A est commutatif, un A4-bimodule est simplement un module
dans le sens habituel. Un morphisme ¢: M —~N de A-bimodules est par définition
un homomorphisme de A-modules bilatéres. L'on a bien-siir ¢(Z,(M))S Z,(N).
Réciproquement, si ¢ est un homomorphisme A-linéaire 4 gauche (ou a droite)
pour lequel ¢(Z,(M))=Z,(N), cet homomorphisme est un morphisme de A-
bimodules. Ceci définit une catégorie b(4) ayant pour objets les A-bimodules et
pour morphismes les morphismes de A-bimodules. Elle est additive, mais en général
non-abelienne. Notons que pour tout couple M, N de A-bimodules I'ensemble
Homu4) (M, N) est muni de fagon canonique d’une structure de Z(A4)-module, ou
Z(A) dénote le centre de A. Il est enfin clair que A lui-méme est un A-bimodule.

1.2. D’aprés Procesi [6] on appelle extension un homomorphisme d’anneaux
fi: A—=B qui munit B d’une structure de 4-bimodule. Cela signifie que B est en-
gendré en tant que A-module par

Z,(B) = (b B; YacA: f(a)b = bf (a)}

ou que l'anneau B est engendré par f(A) et Z,(B). On dit aussi que B est une
A-algébre. L'exemple générique d’une A-algeébre est Ialgébre A {X;} des polynomes
non-commutatifs en X, a coefficients dans A4, c’est-a-dire les variables X; ne com-
mutent pas entre-elles, mais commutent avec les €léments de 4. Cela signifie que
les X; sont dans Z, (A{X;})=Z(A){X;}. De plus, on voit facilement que toute
A-algebre est isomorphe 4 un quotient d’une algébre de polynémes par un idéal
(bilatére).

L’algebre B est centrale si elle est engendrée comme A-bimodule par son centre
Z(B)=Zgz(B). Icil'exemple principal est I'algébre A[X;] des polyndmes commutatifs
en X; a coeflicients dans A. Les variables commutent entre-elles et avec les scalaires.
Notons que toute A-algébre centrale est isomorphe a un quotient d’une algebre
A[X;]. 1l est evident qu’on définit ainsi des catégories Alg, resp. Algs ayant pour
objects les A-algébres, resp. les A-algeébres centrales. Des catégories sont des cas
particuliers de catégories dites «monoidales».

Remarquons que nous pouvons toujours supposer que les extensions consi-
dérées sont injectives:

1.3. Lemme. Soit [: A~ B un homomorphisme d’anneaux. Les conditions suii-
vantes sont équivalentes:
(1.3.1.) f est une extension;
(1.3.2.) !'injection canonique i: f(A)B est une extension.

En effet, il est évident que (1.3.2.) implique (1.3.1.), A—f(A) étant surjectif
donc une extension; d’autre part, si f est une extension, Z,(B)=Z,,(B) im-
plique B=Z,(B) f(A)=Z;4,(B)i(f(4). O
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2. Schémas affines associés 4 un anneau

Tous les anneaux considérés dans la suite sont noethériens a gauche.

2.1. Le spectre ou spectre premier d’un anneau unitaire 4 est pardéfinition
I’ensemble X=Spec (A4) des idéaux premiers (bilatéres) propres de A. A4 un idéal
I de A on associe I'ensemble V(I)={P<X, P>I} qui dépend seulement du radical
rad / de 1. Nous dénotons le complément de V' (/) dans Spec (A4) par X,. On vérifie
facilement que les ensembles X, définissent une topologie sur X qu’on appelle la
topologie de Zariski.

Un homomorphisme ¢: A—B d’anneaux non nécessairement commutatifs
n'induit généralement pas de morphisme

“p = Spec(¢): Spec(B) - Spec(A4)

comme dans le cas commutatif. Ainsi, en général Spec ne définira pas d’objets
géométriques.
Néanmoins nous avons la proposition suivante:

2.2. Proposition (PROCESI). Soit ¢: A—~B une extension, alors
(2.2.1.) P<Spec(B), on a ¢ '(P)cSpec (A4);
(2.2.2.) Le morphisme induit

“p: Spec(B) -~ Spec(A)

est continu. [

2.3. On obtient ainsi un foncteur contravariant Spec de la catégoric & des
anneaux unitaires et des extensions dans Top, la catégorie des espaces topologiques
et des applications continues. Nous pouvﬁfs relativiser ce foncteur a Alg,=d&/A,
ol A est un anneau arbitraire. On obtient alors un foncteur contravariant

Spec: ing_A — Top/Spec (A)
ou Top/Spec (A) et la catégorie des espaces topologiques sur Spec (A4).

2.4. Rappelons quelques définitions.
Un espace annelé est un couple Z'=(X, 0y), ou X est un espace topologique
et @y un faiscean d’anncaux sur X. Un morphisme d’espaces annelés

¢: T=(X,0x) -~ = (Y, 0y)

est une paire (¢, 0), o ¢: X—Y est une application continue entre les espaces
topologiques sous-jacents, et ou 0: 0y—¢, (0y) est un morphisme de faisceaux.
Notons que le faisceau induit ¢, (0y) sur Y est défini comme habituellement par

F(Ua (P*(QX)) = F((p_l(U), _Q\')

pour tout sous-ensemble ouvert U de Y. On obtient de cette fagon la catégorie
des espaces annelés, qu'on dénote par 2. Un exemple bien connu est le spectre
d’un anneau commutatif muni de son faisceau structurel canonique.

Si x est un espace annelé, nous dénotons par Z/% la catégorie des espaces
annelés au-dessus de Z.
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2.5. Lemme. Soient (¢, 0,) et (p,, 0,) deux morphismes entre les espaces an-
nelés (X, Ox) et (Y, 0Oy). Ces morphismes induisent pour chaque xcX,y=q@(X),
des morphismes

oi.X: Ql’.r =~ Gx’x (= I, 2)

entre les fibres correspondantes. Supposons que pour tout x<X ces morphismes coin-
cident, alors (¢y, 0;)=(p,, 0,).

En effet, il suffit de prouver que pout tout sous-ensemble ouvert U de X les
morphismes 0,(U) et 0,(U): Q,(U)*Qx(tp“(U)) coincident. Considérons le
diagramme commutatif suivant:

6, (W)
0y (W) _ sy o Qx(¢-1 w))
92(U)
(2.5.1.) U
Py
Y 5 Y
0 o
Xy, % =X, x
Y 91 T ez,x

Prenons s€ 0, (U), nous avons alors

(€27 00,))(s) = (2 20, (U))(s);
ainsi, il existe un voisinage ouvert ¥, de x contenu dans ¢ ~'(U) pour lequel

(2.5.2) o5 P (0.())(s) = 0% P (02(U)) ().

Comme ceci peut étre réalisé pour chaque x€¢~'(U) nous pouvons recouvrir
@~ (U) par une famille (Vy)c,o-1py telle que nous avons (2.5.2.) pour tout x;
mais comme @y est un faisceau, cela donne 0,(U)(s)=0,(U)(s), d’ou la conclu-
sion. [J

2.6. Soit Z la catégorie des espaces annelés. Nous voulons définir un foncteur
contravariant
Spec: &~ R
resp. un foncteur
Spec = Alg, ~ R/Spec(A).

Dans ce but, associons & tout anneau noethérien a gauche 4 un «schéma» affine
de la fagon suivante:

L’espace topologique sous-jacent est l'espace Spec(A4) muni de la topologie
de Zariski. Afin de construire un faisceau structurel sur Spec (4), nous ferons
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correspondre a tout idéal 7 de A le filtre localisant # (/) formé de idéaux a gauche
contenant un idéal 7/ tel que rad /=217 ou, ce qui revient au méme, qui est formé
des idéaux a gauche L tels que L =27" pour un entier positif n. Comme # (/) admet
une base formée d’idéaux, ce filtre définit un foncteur noyau symétrique a;:

o/ (M) = {meM; ILeF(I), Lm = 0}

pour tout R-module a gauche M.

En utilisant des techniques de localisation comme exposées dans [4], nous
associons alors a tout sous-ensemble ouvert non-vide X;, c¢’-a-d. pour lequel
I'ZTrad 0, 'anneau de fractions Q,(A4) de A par rapport a o;. Ceci est bien défini,
puisque X; et # (/) ne dépendent clairement que du radical de /. On vérifie que
I'on définit ainsi un préfaisceau d’anneaux séparé 2°(A4) sur Spec(4) avec des
morphismes de restriction évidents. Si 4 est un anneau premier on constate avec
joie que 2°(A) est un faisceau d’anneaux. Dans le cas général nous dénotons par
2(A) ou A le faisceau associé a 2°(4). Ce faisceau s’appelle le faisceau structurel
de Spec (A) et le couple (Spec (4), 2(A4))=Spec (A) est le schéma affine associé a A.

2.7. Plus généralement nous pouvons définir pour tout M¢ 4-mod, la catégorie
des A-modules a gauche, un préfaisceau de 2%-modules a gauche sur Spec (4),
en mettant sur X, le module de fractions Q,(M) de M par rapport a o, et en utilisant
[9] ot I'on a prouvé que {o;} définit un foncteur noyau “local” sur Spec (4). On
dénote par 2,(M) le faisceau associé. Cette construction produit un foncteur
covariant

2,(-): A-mod - a(2,)
M —~ 2,(M)

ol a(2,) est la catégorie des faisceaux de 2,-modules a gauche. Ce foncteur est
exact si Spec (A4) posséde une base d'ensembles parfaits, c’-a-d. d’ensembles ouverts
X, tels que o; détermine une localisation parfaite et que tout idéal o;-fermé K de
A se prolonge en un idéal propre de Q,(A).

Pour tout idéal / de A tel que A est a,-parfait (cf. [7]) 'espace annelé (X,, 2,] x;)
est isomorphe & Spec(Q;(4)). De méme on a 2y, 4(0;(M))=2,(M)|x, pour
tout 4-module a gauche M.

2.8. Proposition. Soit Spec A un schéma affine, alors on a pour tout A-module
a gauche M absolument sans torsion

I'(Spec (4), 2,(M)) = M.

En effet, comme 29%(M) est séparé, on a clairement 2%(M)& 2,(M) et
on déduit qu’il suffit de prouver que I'(Spec(4), 2%(M))=M. Mais V(4)=0,
donc Spec (4)=X, et sur X, on a mis Q,(M), la localisation par rapport a o,.
Le foncteur noyau o, étant associé au filtre localisant #(A4) qui ne contient que
'anneau A lui-méme. Pour tout M la torsion est donc o, M={meM; Am=0}=0,

ainsi Q,(M)=M. 0O

2.9. A un idéal premier P de 4 on associe un foncteur noyau symétrique o, _p
comme suit. Pour tout M€ A-mod on définit 6,_pM={mEM; Is¢ A—P, sAm=0}.
Ce foncteur noyau est associé au filtre localisant #(A4 — P) qui est formé des idéaux
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de A qui contiennent un idéal principal (s)=AsA engendré par un elément s€¢ A — P.
Notons que nous devons supposer que A4 est noethérien a gauche. o ,_p n'étant
pas nécessairement idempotent au cas contraire,

2.10. Proposition. (cf. [7]). Si Pc X=Spec(A), on a

(2.10.1) sup {o,; PEX;} = 06,4_p;
(2.10.2.) :L;l Qi(4) = Qq-p(4). O

Cette proposition décrit complétement les fibres du faisceau structurel 2, sur
Spec (A4).

3. Comportement fonctoriel

3.1. Lemme. Pour tout idéal premier P de A on a 6,_pACP.

C’est évident, puisqu’un élément x€A4 est contenu dans o,_ A si et seulement
si pour un certain élément sc4—P on a sAx=0; mais alors AsAd+-AxA=0CP,
c-a-d. AsAS P ou AxAZS P et le premier étant impossible, on conclut xéP. [

3.2. Lemme. Soit P un idéal premier de A et soit jp 4=jp: A+Q4 p(A) le
morphisme canonigue, alors
j;i(QA—P(P)) = P.

En effet, dénotons d’abord par 6(P) I'ensemble {xcA4;: Kx& P pour un idéal
a gauche K dans Z(A4—P)}. Si x€j~1(Q4-p(P)), alors jp(x)EQ4_p(A)jp(P)jp(A),
il existe q;€Q,_p(A4) et p€ jp(P) tel que jp(x)=2" q;p;. Choisissons Kc F(4— P)
tel que Kq;< jp(A) et remarquons que Kjp(x)Sjp(P), puisque Kjp(x)E >'Kg;p; S
C 3jp(A)p;E jp(P); de plus KxEP+o,_pP=P, donc xcd(P), ce qui prouve
que j5 1 (Qa-r(P) S O(P).

Démontrons maintenant que Jd(P)=P. L’inclusion o(P)=P est évidente:
réciproquement soit x€d(P), il existe alors KeF(A—P) tel que KxE P et nous
pouvons choisir K=(s) pour un élément s¢ 4 — P, donc AsA - AxAS P, d'ou x¢ P.

Finalement, il est clair que PZj5'(Q,-p(P)). En effet, considérons le dia-
gramme commutatif suivant:

PS : > A

(G.2.1) Jp,p Jp,A

%-p P g LT %Pt
A-P A-pll G
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ou i est Il'inclusion canonique. Pour XxéP on a jp(x)=(jp 40i)(x)=
=(Qu-p(D)ojp p)(x), donc jp(x)€Q _p(P). [I

3.3. Lemme. Soient ¢: A—B une extension et I un idéal de A. Pour tout sous-
ensemble H de B dénotons par (H) I'idéal de B engendré par H. Alors pour tout entier

positif n on obtient:
(@ (D))" = (@(1)").

11 suffit de le prouver pour n=2, et dans ce cas on a
(@ (1) = Bo(1)Bo(1)B = Bo(1)p(A)Z,(B)¢(1)B =
= Bo(IA)o(1)Z,(B)B = Bo(I)*B = (¢(1)?). [
3.4. Corollaire. Soient ¢: A—B une extension, N un A-module a gauche, M
un B-module a gauche et y: N—M un morphisme de modules, semi-linéaire par

rapport a @. On a l'inclusion suivante

¢, N) S oM
ou J=(o(I)).

En effet, si n€o; N, il existe un entier positif p telque /Pn=0, donc
0 =y("n) = @U")(n) = @) }(n)
d’ou (@(1)")y(n)=0, puisque
Bo(I") By (n) = Bo(I")p(A)Z4(B)Y (n) =
= Bo(I")Z (B)y(n) = BZ (B)p(I")(n) = 0.
Ainsi, du lemme précédent il résulte que
J?(n) = (@) = (e(I"))Y(n) =0, c-a-d. y(n)co,M. [

3.5. DELALE a cité dans [2] les résultats suivants: soit ¢: 4A—+B une extension
centrale, chaque foncteur noyau ¢ dans A4-mod induit un foncteur noyau ¢,o
dans B-mod en définissant pour tout M¢B-mod la torsion par (@,6)(M)=0c(M,)
ou M, est le A-module de M par restriction de scalaires. Visiblement le filtre lo-
calisant de ¢, o est donné par

F(p.0) = {I idéal de B, ¢~ (1)eF (o))
En démontrant que [Q,,,(B)],=0,(B,). il prouve que le morphisme
0.(9): Q,(4) ~ 0,(B)

est une extension (centrale !). Dans [10] nous avons démontré que le méme résultat
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reste valable pour une extension non nécessairement centrale mais en supposant,
soit que ¢ induit une localisation parfaite, soit que ¢ est un morphisme plat.

Dans ce qui suit I'on suppose toujours que 'une de ces conditions au moins
est satisfaite. Ceci ne causera aucun problémre géométrique. En effet, la restriction:
@ est centrale sera en pratique toujours réalisable, B ¢tant alors de la forme A[X]/];
en ce qui concerne la perfection de o on réféere au paragraphe suivant, en remarquant
que I'on supposera souvent que Spec (4) posséde une base formée d’ensembles X;
tels que a, est parfait (= ouvert spécial) et que pour déduire les propriétés qui
suivent, il suffit de les prouver pour une base de la topologie de Zariski sur Spec (4);
enfin la platitude s’interpréte géométriquement comme au commutatif.

St on applique les résultats ci-dessus a une extension ¢@: A—B8 ou I'on prend
o=0;, comme dans (2.1), on obtient une extension ¢,: Q;(4)—~Q,(B).

Sur B-mod vivent alors deux foncteurs noyau: ¢, o, et o;, ot J=(¢(/)) I'idéal
engendré par ¢ (/).

3.6. Proposition. Avec les hypothéses qu'on vient de formuler, et que l'on sup-
posera satisfaites dans ce qui suit, les foncteurs ¢ o et o, coincident.

En effet, prenons M€ B-mod, alors m€ ¢, o; M ssi il existe un idéal Kc # (¢, 0;)
pour lequel Km=0. Prouvons que K€ F(a,)=%#(J). Si Ke F(¢, o)), 1l existe par
définition un entier positif n tel que ¢~'(K)=2I": mais alors K=2¢(p (K))=2
2¢p("M=e)", dou K2(@(I)"); il suffit maintenant d’appliquer le Lemme (3.3.)
pour trouver que K=2J" c¢’-a-d. KeF(J).

Réciproquement, si K€.#(J), il existe un entier positif n tel que K=2J"; en
plus nous pouvons supposer K bilatére. Ainsi ¢~ (K)2¢'(J")2¢ ' (J)"2I". En
effet. I'inclusion au milieu est correcte comme on le voit de la fagon suivante: pre-
nons x€@~'(J)", alors X=Xy ..., Xs; avec x; ;€@ '(y;,) pour certains
_l'f.;EJ. d’ou

p(x) = _S; Oy 1) i (P(-"ma) = Z; Vi iy sesn V€I

et xé@'(J". Finalement [/"S¢~'(K) signifie que ¢ Y K)EF(I), c’-a-d.
Kéy(‘P.U;)- r_‘

3.7. Corollaire. Avec les notations de (3.5.) on trouve une isomorphisme
ve: Qi(B) =?Qr;.a,(3) ~ QJ(B)-
Ce n’est qu'une reformulation.
3.8. Théoréme. Toute extension ¢:. A—~B définit un morphisme d’espaces an-
nelés.
b = ("¢, 0): Spec(B) —~ Spec(A).
Notons X (resp. Y) pour Spec (A4) (resp. Spec (B)). L’application “p: Y —X a déja

été définie ci-dessus, elle est donnée par (“@)(P)=¢ '(P), pour tout PcY. Elle
est continue, car (%) '(X)=X,, si J=(o(])).
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On peut construire I'application 0: 2,-+(%p),(25) en la définissant pour les
pref‘amcmux 2% et (“p),(2%) et (si nécessaire) sur une base formée d’ouverts spé-
ciaux. Ainsi, si X; et un ouvert spécial de X, on a I(X,)2%=0,(4) et
r(X,. (“@).(29))=I(Y;, 25)=0,(B), donc nous devons construire de fagon
fontorielle un morphisme

0,: Q;(A) ~ Q,(B).

Ce morphisme est ["application composée

10 Qy(4) =5 0,(B) - 0,(B)

cf. (3.5.) et (3.7.). La vérification de la fonctorialité en 7 est un exercice facile que
nous laissons au lecteur. [

3.9. Pour tout idéal premier P de A on définit A(P)=Q,_p(A4)/Q4_p(P).
Un morphisme (¢, 0): Spec B~Spec A est local si pour tout P€ESpec B,
Q=¢(P)cSpec A, le morphisme des fibres 0p: Q,_o(A)>Qp_p(B) induit un
morphisme injectif k(Q)‘k(P). Notons toutefois qu'en général Q,_p(A4) n’est
pas un anneau local; c’est le cas par exemple si Q,_p est une localisation parfaite.
Nous reviendrons a cette question plus loin.

3.10. Théoréme. Le morphisme (“¢, 0) construit dans (3.8.) est local.

Notons d’abord que le morphisme 0p: Q,_o(A4)—~Qy_p(B) applique Q,_,(Q)
dans Qp_p(P), comme ¢, 0,_ Q=0p-p- Cette dernicre inégalité peut étre cont-
rolée de la fagon suivante: soit / un idéal bilatere dans #(¢,6,_,) c-a-d.
o Y 1)eF(A—-Q); comme ¢ '(I) est lui-aussi bilatére, il existe s€¢ 4—Q tel que
s€@1(I). Mais ceci implique ¢ #(B—Q), car si ¢(s)EP, on a sc¢~1(P)=0Q, con-
tradiction. Donc une base de F(¢,0,_,) est contenue dans F(B—Q), ce qui dé-
montre notre assertion. Considérons maintenant les diagrammes commutatifs
suivants:

$p

Qp_o(A) > Qq_p(B)

A-Q

Pq Pp
(3.10.1.)

II |

k(Q) k(P)
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Ia ,".-’p
A e L S B———— B/P
l... ¥ 0 lrw o ltp\ i Qs o (B/P
(3.10.2,) Qpogth) === QW pptf? — = Up-p
L ™~ T
e s e (]
:‘Q \\ r‘P ™~ “ J
s o
~ Qg (A)/Q (@ A Qo (8) /0y p(P)

ol I'existence de » et f§ découle de la semi-exactitude a gauche de Q.

#

(3.10.3.) 10 o
QA..Q(A/Q) _'—'—¢—+ QB_P(B/ P)
N

Le morphisme @p est injectif: en effet, c’est le morphisme unique qui rend le
diagramme suivant commutatif:

(3.10.4.)
A/Q 4 S P
Jp
Jq,A Jq,8
A-q (%)

Dans ce diagramme @ est injectif car ¢~'(P)=0Q, donc Q,_, (%) I'est aussi;: comme
B/P est sans oy._p-torsion, cf. lemme (2.10.), Qg _p(B/P) est I'enveloppe a5_p-
injective de B/P, d’ou l'injectivité de jp: comme @,0,_p=0y_p, le module B/P
est sans o, _o-torsion, donc le morphisme j, 5 est injectil lui-aussi. De I'essentialité
de Qg_p(B/P) sur B/P, on conclut que 7 est injectif. Supposons en effet le contraire,
alors 7 a un noyau, disons K, qui est différent de zéro. Mais alors K[ B/P =0,
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c’-a-d. il existe h=0 dans B/P tel que t0jy 5(h)=0, donc jp(h)=0 et b=0,
puisque jp est injectif; ceci contredit notre hypothése.
Considérons maintenant les identités suivantes:

: Y (2) 1 R - P J
Boyope=PBopeo®p=mpo@p=Ppomg=Pp0y 0Py
ou (—) renvoye au diagramme commutatif qui fournit I'identité considérée; comme

P, cs?rsurjectif. on conclut foy=@poux, c'-a-d. le diagramme suivant est com-
mutatif’

Ik (Q) T - k(P)

(3.10.5.) 0% ?

Qp_qCA/Q) C————— Qg _p(B/P)
7P

Mais poy=d@pox est injectif, car @p et « le sont, donc y est injectif, ce qu'on

voulait démontrer. |

3.11. Soit &/ la sous-catégorie de # formée des schémas affines Spec (A4) et
ayant comme morphismes les morphismes locaux (¢, 0): S pec (4)-~Spec (B) tels
que @ (Spec B): B+~ A soit une extension. Le théoréme précédent nous fournit
un foncteur

Spec: & — o
et un foncteur
Spec: Alg, —~ /S pec(A).

3.12. Théoréme. Pour tout A et B dans & il y a correspondance bijective entre
Hom, (B, A) et Hom, (S pec (4), Spec (B)).

En effet, dans (3.10.) nous avons construit une application Hom, (B, 4)—~
- I-Inml, (S pec (A), Spec (B)). Construisons maintenant une application réciproque.
Soit (i, 0): (X=Spec (A4), 2,)~(Y=Spec (B), 25). Pour tout idéal premier
PcSpec (4) et Q=y(P)cSpec (B), ceci nous donne un morphisme local

Op: Op-o(B) ~ 0, _p(A)
et d'autre part un morphisme entre les sections globales

@ = 0(Spec(B)): B —~ A.
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Considérons le diagramme commutatif suivant, dans lequel nous employons les
mémes notations que ci-dessus:

212.1.)
JV‘ J/
ﬁQ,Q Tl‘T‘".'P
T, T
pa Q :pP | P
B/Q »A/P
o v /

| ﬂ

lk(Q) k (P)

Du lemme (3.2.) on déduit que les morphismes A/P—-Q ,_p(A)/Q,_p(P) et B/Q—~
~Qp-o(B)/Qp_o(Q) sont injectives. De plus, si nous dénotons par 7, , (resp.
To.o) I'application A e A/P—~k(P) (resp. B . B/Q ~k(Q)) il est clair que a< P
ssi p(@)=0 donc ssi mp p(a)=0 (resp. acQ ssing o(a)=0).

Prouvons maintenant que pour tout PeSpec(A), ‘“@(P)=y(P), c’-a-d.
@ '(P)=0. Cela se voit comme suit: il est clair que:

OP”Q.Q = HPPQJ;Q = palpio = Ppip® = Tp p@

et par hypothése I'application 0F est injective (c'est exactement dire que (1. 0) est
un morphisme local) d’olt

acp ' (P) < @(a)e P < mp p(9(a)) = 0 < 0%(7g,o(a)) = 0
< Mg, ol@) =0 = acQ.

Finalement. ¢ induit un morphisme de fibres ¢,: Qy_o(B)~0Q _p(A4), cf. (3.10.)
et comme il y a un homomorphisme unique Qp_,(B)—=Q,_p(A) rendant le dia-
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gramme suivant commutatif

B ]

(3.12.2.) Jq Jp

nous pouvons conclure que pout tout PeSpec (A4), les morphismes ¢p et 0, coin-
cident. Mais alors le Lemme (2.5.) nous donne ¢ =10, ce qui termine la démonstra-
tion. [

4. Schémas

4.1. Les résultats présentés jusqu’ici présentent deux lacunes. Tout d’abord,
comme il n'y a pas aucune raison pour laquelle Q,_p(P) serait un idéal de Q4 p(A4),
en général k(P) ne sera pas un anncau. D’autre part 'anneau Q,_p(A) n'est pas
nécessairement un anneau local, ¢’-a-d. a idéal maximal unique. On peut remédier
a ces probléemes de la fagon suivante.

Nous dirons qu'un sous-ensemble ouvert X; de X=Spec (A4) est un ensemble
parfait si le filtre localisant # (/) associé¢ a X, induit une localisation parfaite et si
tout idéal o,-fermé K de 4 définit en localisant un idéal propre Q;(K) de Q,;(A).
L’anneau A sera dit géométrigue si son spectre premier Spec (4) posséde une base
consistant d’ensembles parfaits. C'est un probléme tantalisant en théorie des an-
neaux que de caractériser de fagon plus intrinséque les anneaux géométriques.

4.2. Un type d’anneaux géométriques assez courant est ce que F. VAN
OYSTAEYEN [8] appelle un amneau Zariski-central. Ces anneaux sont caractérisés
par une des propriétés équivalentes suivantes:

(4.2.1.) L'ensemble #={X;: I idéal de A tel que I=A(I[1Z(A))} est une base
pour la topologie de Zariski sur Spec (A4):

(4.2.2.) Pour tout idéal 7 de 4 on a /Srad A(I1Z(A)):
(4.2.3.) Pour tout idéal premier P de 4 on a P=rad A(PZ(A)).

Pour la démonstration du fait que tout anneau Zariski-central est géométrique,
nous renvoyons le lecteur a [8]. Remarquons que les anneaux Zariski-centraux
généralisant de fagon naturelle les anneaux commutatifs ou d’Azumaya.

4.3. Soient y la catégorie ayant pour objets les anneaux géométriques et comme
morphismes les extensions d’anneaux, y, la catégorie relative par rapport a un an-

neau fixé A4, ¢ la catégorie des espaces géométriques c’-a-d. les objets sont les es-
paces annelés en anneaux locaux et les morphismes induisent des extensions locales
dans le sens habituel entre les fibres, finalement soit %, la catégorie %/Spec (A).
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4.4. Théoréme.

(4.4.1.) Nous avons un foncteur:
Spec:y -9
et pour tout anneau géométrique A un foncteur relatif
Spec: 7.4
(4.4.2.) Ces foncteurs sont pleinement fidéles.

En effet, alin de démontrer (4.4.1.) il suffit de remarquer d’abord que si A4
est un anneau o-parfait pour un foncteur noyau symétrique arbitraire o, alors tout
idéal premier P de A qui est o-fermé localise en un idéal premier Q,(P) de Q,(A),
ce qui est assez simple a prouver. Ensuite remarquons qu’un anneau géométrique
A est o, _p-parfait pour tout idéal premier PcSpec (A4): en effet dire que A4 est géo-
métrique équivaut a dire qu'il existe une base # de la topologie de Zariski, telle
que A soit o, -parfait pour tout X,£#4. La proposition (2.10.) et le fait que I"'ensemble
des foncteurs noyaux symétriques pour lesquels A4 est parfait est fermé pour le
supremum, démontrent notre assertion. La seconde assertion (4.4.2.) se démontre
de fagon analogue a (3.12.) [0

4.5. Nous dirons qu'un espace géométrique (X, Cy) est un schéma affine si la
condition suivante est satisfaite:

(4.5.1.) 1l existe un anneau géométrique A tel que S pec (_A}-L:"L(X. (y) dans
le sens suivant: # induit des isomorphismes (locaux):

”\: @I..\: o QA-N.U(AJ

qui prolonge I'isomorphe global I'(X,0y)~A et § est un homéomorphisme de
X sur Spec (A).

4.6. Un schéma est un espace géométrique (X, Oy) qui posséde un recouvrement
par des sous-ensembles ouverts U, de X tel que tout espace géométrique induit
(U,. Oy |y,) soit affine. La sous-catégorie pleine de % formée des schémas est notée
Sch. Nous laissons le relativisation au lecteur.

Soit (¢, 0): (X, @y)~(Y,0y) un morphisme de schémas. Pour tout xcX,
1~—f(r){-'} le morphlsmc 0.: Oy ,—~0y . induit un morphisme injectif k(y) < k(x)
ou k(z)=0./m,. si ». dénote lrdeal maximal unique de la fibre @.. Notons que
k(z) est SImple mais non nécessairement artinien.

Comme dans le cas commutatif nous obtenons pour tout anneau géométrique
et tout schéma #Z=(X, 0y) une bijection

Homser (7, Spec (A)) = Home (A, I'(X, Ox)).
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5. Sous-schémas fermés

5.1. Comme dans le cas commutatif un sous-schéma fermé de Z est par dé-
finition un couple (%, n), ot #=(Y, 0y) est un schéma tel que Y est fermé dans
X avec inclusion canonique i: Y<~ X et n: Oy—i, 0, un morphisme de faisceaux
surjectif. Si 7 est déterminé par le contexte, nous dirons simplement que % est un
sous-schéma fermé de #. A un sous-schéma fermé % de Z nous associons un
faisceau d’idéaux de Oy de la fagon suivante: S(Z,%)=Ker n. Il est clair que
J(4,%) détermine % a isomorphisme prés. Réciproquement, tout faisceau S
d’idéaux de Oy ne détermine pas nécessairement un sous-schéma fermé de 7 — il
nous faut imposer une condition de cohérence sur !

5.2. Un morphisme de schémas (@.0): Z—% est une immersion fermée si
les conditions Suivantes sont satisfaites:

(5.2.1.) ¢ est fermé et injectif sur les espaces topologiques sous-jacents:
(5.2.2.) pour tout xcX, yv=¢(x) l'application induite

”.t: f‘."x..\- e Q‘l’.y
est surjective.
Cela signifie que (¢, 0) induit un isomorphisme de % sur un sous-schéma fermé
de 4. Nous pouvons généraliser au noncommutatif la proposition classique suivante:

5.3. Proposition. Soient A un anneau géométrique et I un idéal de A. La surjec-
tion canonique w: A-~A[l=A définit une immersion fermée (°m,0): Spec(A)—~
~Spec(A), et le faisceau d’idéaux J associé a cette immersion satisfait a

(5.3.1.) F(X;. #) = Qi(1) = 19,(A)
(532) Jo=1Qy.. c-i-d. VPeSpec(Ad): fp=1-Q,4 p(A)=0,_p().

En effet, I'application “n définit une bijection entre Spec (4/1) et V(/), I'en-
semble des idéaux premiers de 4 qui contiennent /. Plus généralement, si JOF
est un idéal de 4 et J=J/I, alors “r applique V (J) sur V' (J), ¢’-a-d., cette applica-
tion est fermée. Que tous les (p sont surjectifs se déduit sans peine du fait que 0,

est une localisation de n: 4—~A/I: si P=n(P)cSpec(A/l), on obtient 2, axp)y=

=04 p(A) et (24,0)a=(Qs-p(D)=04_p(A)=0Q,_p(A)/Q4-p(I) donc B:
Q4 p(A) =0, p(A))O,_p(I), dou (5.3.2.) L'assertion (5.3.1.) découle de

F(X,. #) = Ker (I(X,. € ~ (X, 0,) = Ker (Q;(4) ~ Quny(A/ 1)) =
= Ker(Q,(4) - Q,(4/1),). comme Q,(A/])" Q. 1, (A/D),

=Q,(1) = 1Q,(A), puisque 0 -/ - A - A/l -0 est exact.
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5.4. Théoréme. Soit A un anneau géométrique et soit % un sous-schéma fermé
de Spec (A). Si S est le sous-faisceau de 2, définissant ¥ et I=I (Spec (4), ),
on a %=Spec (A/l), c’-a-d. nous obtenons un diagramme commutatif

NS : > Spec(A)

g, "

Spec(A/I)

*.

Notons d’abord qu'on peut supposer /=0, c’-a-d. I'application induite i*:
A—~TI (Y, Oy) est injective. En effet, de (4.6.) il découle que i factorise a travers
Spec (A/I), comme i*: A-I(Y,0y) factorise par A/l. L'espace Spec A étant
quasi-compact, Y I'est aussi, donc il peut étre recouvert par un nombre fini d’ouverts
affines {Spec (S;)}. Nous devons démontrer en premier lieu que i est un homéo-
morphisme; comme i est fermé il suffit de vérifler la surjectivité, mais puisque i(Y)
est un sous-ensemble fermé de Spec (4) nous trouvons que Y=V (K) pour un
idéal K de A. Clairement i*s=0 en tout point de Y, donc en particulier, on trouve
des restrictions:

resY.Spcc(S;)(i*S) =0£S;
tels que pour tout P¢Spec (S;) le morphisme composé
S; = S;/P ~ Q&—p(si)st,-p(P) = k(P)

annule g;, c’-a-d. o€rad (0). Ceci démontre que les o; sont fortement nilpotents.
Montrons que i*s est fortement nilpotent. Soit {s,} une suite telle que s,=i"s
et s,.,=s,b,s, avec b,cI'(Y, 0y); pour chaque indice / nous obtenons une suite
{resY.Spcc(S[)('s:n)}z: {sni} avec Soi=0y, Sui=Sni1,xbiSni1,i3 bi€S;, donc pour
chaque i 1l existe un entier positif k; tel que s, ;=0 pour tout n=k,. k=max {k;},
on obtient pour tout n=k que s,;=0. Comme @, est un faisceau et que
{Spec (S)}; recouvre Y, nous trouvons s,=0, d’ou la régularité forte de i*s. Fi-
nalement, s€rad 0 découle de I'injectivité de i*: A—TI'(Y, Oy) et comme ceci signifie
Kcrad 0 on obtient Y=V (K)=V(0)=Spec(4). Nous avons donc prouvé que
I'on peut supposer qu'on a un seul espace topologique muni de deux faisceaux
d’anneaux Oy et 0y et d'un homomorphisme surjectif. Démontrons en conclusion
que cet homomorphisme est alors injectif. Prenons y€Y, j(y)=P¢cSpec A. Nous
voulons démontrer que 'application

0_‘.2 Qx,p =Q4-p(4) - QI".)’

est injective. Supposons le contraire: il existe ac 4 dans le noyau de 0,. Considérons
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de nouveau un recouvrement ouvert, fini {Spec (4;,)=X""} de Y et des extensions
¢;: A—~A; telles que le diagramme suivant soit commutatif’:
a .
Spec(A.;) e Ve Spec(A) =X

L

Nous savons que pout tour y€Y les restrictions g} j(a) s’annulent, donc il existe
un ouvert X;, /¢ P tel que pour tout ycU=i"'(X;) nous ayons oY j(a)=0.
Si nous dénotons par I T'idéal (¢;(7)) de A4;, cela donne UNX@V=X{) et

rx®, 0y)=Q;u(A4;). Pour chaque indice i, j(a) s’annule dans Q;«(4;). Chois-

10
issant pour tout i un o;€ A; qui représente j(a) sur Spec (A4;), on obtient des entiers
positifs n; tels que .

[/, = 0
et comme le nombre d’ X est fini, il existe k€N tel que pour tout i
(19}, = 0.

Mais alors, pour tout indice i, les restrictions ¢4 (j(/*a)) de j(/*a) a Spec (A4
s’annulent, d’ou: j(/*a)=0, et comme j est injectif on obtient I*a=0, c’-a-d.
aco,_pA, ce qui démontre l'injectivité de 0,. [J

5.5. Corollaire. Soit (¢, 0): =% un morphisme de schémas. Les assertions
suivantes sont équivalentes:

(5.5.1.) (¢, 0) est une immersion fermée;

(5.5.2.) pour tout sous-ensemble ouvert affine U de X l'ensemble @~ '(U) est affine
et l'application I'(U, Ox)~T(¢~*(U), Oy) est surjective;

(5.5.3.) il existe un recouvrement ouvert {U,) de X tel que pour tout indice o I’ensemble
@Y (U,) est affine et I'application I'(U,, Ox)—~T (¢ "(U,), Oy) est surjective.

5.6. Corollaire. Soient X un schéma, J un sous-faisceau d’idéaux de Oy et
Y={yeX, Oy #5): le conoyau Coker (F=~0y) s’annule en dehors de Y, donc
peut-étre considéré comme un faisceau d’anneaux Oy sur Y. Equivalentes:

(5.6.1.) ¥ est un sous-schéma fermé de ¥;
(5.6.2.) . est quasi-cohérent.

Cela se démontre exactement comme dans le cas commutatif.

3%
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5.7. Un schéma (X, €y) est réduit si pour tout U de X, 'anneau I'(U, 0Oy) est
semi-premier, ¢’-a-d. rad (I'(U, €y))=0. Cela équivaut a: I'(U, @y) est un produit
sous-direct d’anneaux premiers ou: pour toute paire d’idéaux, leur produit est
zéro si et seulement si leur intersection I'est. En particulier ceci implique que les
fibres de 0y sont des anneaux semi-simples.

5.8. Proposition.

(5.8.1.) Soient ¥=(X,Oy) un schéma et Z< X un sous-ensemble fermé;: parmi les
sous-schéma fermés 2,=(Z,0y/5,) de X il existe un unique sous-schéma réduit,
disons Z,=(Z.0x, S,).

(5.8.2.) Si Z,=(Z, 0, F,) est un autre sous-schéma de &', alors 5,< F, et S, ,=
=rad (), ou I'(U,rad (£))=rad (I'(U, £)) pour les ouverts affines U de X.

Encore une démonstration analogue au cas commutatif.

5.9. On dénote par Z,.4 I'unique sous-schéma fermé réduit de 4 avec le méme
espace topologique sous-jacent et on vérifie facilement qu’on définit ainsi un fonc-
teur ( )..q Jouissant des propriétés bien connues. Ce foncteur nous permettra d’in-

troduire des variétés en géométrie algébrique noncommutative, ce sera 'objet d'une
note ultérieure.
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