Uber verschiedene geodiitische Abweichungen
in Weyl—Otsukischen Riumen

Von ARTHUR MOOR (Sopron)

Einleitung

In den differentialgeometrischen Ridumen bestimmt die geoditische (auto-
parallele) Abweichung!) die fundamentalen Torsions- und KrimmungsgroBen
bzw. auf Grund der Theorie der Differentialgleichungen kann entschieden werden,
ob die aus einem Punkt O ausgehenden geoditischen Kurven eine Hiillkurve be-
sitzen, oder nicht. Sind die geoditischen (autoparallelen) Kurven die Extremalen
eines Variationsproblems, so kann mit Hilfe der skalaren Form der geoditischen
Abweichung entschieden werden, ob der Raum endlich oder unendlich, genauer:
die aus dem Punkt O ausgehenden Extremalen endlich sind — wie z. B. im Falle
der Kugel —, oder ihre Linge keinen endlichen Wert hat.

Die erste Arbeit in diesem Gegenstandskreis stammte wohl von Levi CiviTa [1],
der dieses Problem in den Riemannschen Riumen untersuchte. In den Finsler-
raumen bzw. in den allgemeinen Linienelementraumen wurde die geoditische
(autoparallele) Abweichung von H. RunD (vgl. [6] und [7] Kap. 1V. § 4.) bestimmt
bzw. in unserer Arbeit [2] studiert.

Im folgenden wollen wir die geoditische Abweichung in einem WEYL—
OTsUKISCHEN Raum bestimmen (vgl. [3] und [4]). Dieser Raum ist ein Raum, in
dem die Ubertragung eine solche Form hat, wie es von T. OTsuKkI bestimmt wurde
[5], aber die Ubertragungsparameter sind von einem metrischen Grundtensor g (x)
abgeleitet, ferner fiir g, (x) ist die Otsukische kovariante Ableitung rekurrent.

Im §1. werden wir die FundamentalgréBen der Weyl—Otsukischen Réume
nach den Resultaten von [3] und [5] zusammenstellen. Nach der Definition der
geoditischen Linien, von denen in den Weyl—Otsukischen Riumen — wie wir
es sechen werden — zwei Type mdglich sind, werden wir in §§ 2. und 3. die geoditi-
schen Abweichungen, die zu den verschiedenen Typen von geoditischen Kurven
gehoren, bestimmen. Es wird sich zeigen, daB die Torsions- und Kriimmungs-
tensoren mit den analogen GréBen von [4] und [5] eng zusammenhingen. Im §4.
untersuchen wir einige explizite Beispiele, und im § 5. bestimmen wir endlich die

1) Geoditische und autoparallele Kurven sind im allgemeinen voneinander verschieden. Die
von T. Otsukl in [5] durch (4.7) gekennzeichneten Kurven sind im wesentlichen autoparallele Kurven,
wir wollen aber Otsuki’s Benennung: ,,geoditische Kurven* behalten.
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skalare Form der geoditischen Abweichung. Wir werden ferner in diesem Para-
graphen eine geometrische Anwendung der Theorie geben, indem wir eine analyti-
sche Bedingung fiir die Existenz der Hiillkurve der aus einem Punkt O ausgehenden
geodédtischen Kurven bestimmen.

§ 1. Fundamentalgro Ben der Weyl—Otsukischen Riume

In seiner Arbeit [5] entwickelte T. Otsuki eine Ubertragungstheorie, deren lokalen
Teil wir zu Grunde legen wollen. Dementsprechend werden die kovarianten Ab-
leitungen von kontra- bzw. kovarianten Vektoren mit verschiedenen Ubertragungs-
parametern [/ (x) bzw. "I/ (x) gebildet. Diese Ubertragungsparameter hingen
miteinander durch die Formel (vgl. [5], (3.13)):

(1.1) WP+ "THPI—PITf, =0
zusammen, wo der gemlschte Tensor P einen Grundtensor des Otsukischen Raumes
bedeutet ; ferner nehmen wir noch an, "daB P} einen eindeutig bestimmten inversen
Tensor Qj hat (vgl. [5], P. 109).

Fiir einen beliebigen Tensor sind die fundamentalen kovarianten Ableitungen
durch (vgl. [5], (3.7) und (3.8)):

g | i”
(] 2) V] J |k T ()k V} F+ Z rr k p} 3= 1”‘+l Z]_ 1ll’J¢ 1'J¢+1 J: r]gsk’

t
(1.3) ViVjlijri=P3... Pp :'.::;;ﬁkP;:...P}:

festgelegt®). Nach der Otsukischen Bezeichnungsweise werden wir die Bezeichnung
'V, bzw. "V} beniitzen, fall seine kovariante Ableitung allein mit den Ubertragungs-
parametern ‘I" ;' bzw. “I' f, gebildet werden soll. Fiir einen rein kovarianten Tensor

ist z. B. nach (1.2)

V;

"
. ddr = "NV 4

Die zu (1.2) bzw. (1.3) gehoérigen invarianten Differentiale sind die folgenden:
(1.4) DV;wjei= Vi fmydx,
(1.5) DV;rje= Vi Vik o jedx,
Offenbar kann statt (1.5) auch die mit (1.5) dquivalente Formel
(1.6) DV = PR, PRDY e P .. P
verwendet werden, wie das nach (1.3)—(1.5) unmittelbar verifiziert werden kann
(vgl. [5], (4.9)). Wir beniitzen noch durchwegs die Bezeichnung ‘D bzw. "D, die im

folgenden das gewdhnliche mit ‘I bzw. “I" gebildete affine invariante Differential
bedeuten wird.

%) In [5] ist statt V. die Bezeichnung: ,,,.* verwendet. Wir beniitzen die Bezeichnung von [3].
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In einer Otsukischen Raum sind somit die GrundgréBen die Ubertragungs-
parameter ‘" und "I, ferner der gemischte Tensor P}', die aber miteinander durch
die Formel (1.1) verbunden sind. Ist z. B. Pj und "I ;}, angegeben, so ist "I"j}, durch
(1.1) eindeutig festgelegt. In einem Weyl—Otsukischen Raum, d. h. in einem Otsu-
kischen Raum mit rekurrentem MabBtensor, den wir in [3] begriindet hatten, ist
“I';/’x von einem symmetrischen metrischen Grundtensor g;;(x) abgeleitet, der eine
rekurrente kovariante Ableitung hat, d. h. es besteht:

(1.7) Vi = %8

wo 7, einen kovarianten Vektor bedeutet. Aus (1.7) erhdlt man (vgl. [3] (2.1a),
(2.2a) und (2.3))

4 1 ’ ] ’
( I 8) r‘k — ? g” (dk By + (’,, B — ds Bek— (?t m,, 2 Ve — Vs ,"rk))!
(1.8a) m,:= g;;0104.

Die Formel (1.8) zeigt, da "I/, in einem W-—O,-Raum, was jetzt und im
folgenden die kurze Bezeichnung des n-dimensionalen Weyl—Otsukischen Raumes
sein soll, in den unteren Indizes symmetrisch ist. ‘I";', kann dann aus (1.1) bestimmt
werden, da Pj einen inversen Tensor hat. Wir benétigen noch im folgenden die
Formel der kovarianten Ableitung des Kronecker-6, was nach (1.2):

(].9) (sj'lk — frjik_ ”rjllk
ist ([5], Formel (3.10)).

§ 2. Geodiitische Abweichung vom Kkontravarianten Typ

Nehmen wir an, daB im folgenden im W—O,-Raum fiir eine Kurve C: xi(¢)
der Parameter s immer die Bogenlinge bedeuten wird, d. h.

Y i . dx!
s=;[ Vega(x)% 2% dt, x':= =

Als geoddtische (autoparallele) Kurve vom kontravarianten Typ bezeichnen wir die
durch

D dx®
(2.1 -(Ts-‘-?s— =

charakterisierten Kurven, die nicht unbedingt mit den geoditischen Linien von
T. Otsuki (vgl. [5], (4.7)) iibereinstimmen, da ,,s* nicht affiner Parameter sein muB,
wie das in den Riemannschen Riumen der Fall ist. Auf Grund der Formeln (1.6),
(1.4) und (1.2) bekommt man aus (2.1)

B2 g A% X
e ey

ds® =y
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was nach einer Kontraktion mit dem inversen Tensor Qf von P} die Form

d*x' I dx*
(2.2) d2+l'“() —5—0
haben wird.

Betrachten wir nun eine Schar der geodiatischen Linien vom kontravarianten
Typ, die durch einen Anfangspunkt O hindurchgehen. Die vom Punkt O gerechnete
Bogenlinge sei der Parameter jeder Kurve der Kurvenschar. Die charakteristische
Differentialgleichung der Kurve C sei eben (2.2), die einer Nachbarkurve C* sei

d‘lﬁ' dy’ dp*
(2.3) do? ”‘("(’)d do =5

wo der Parameter o die von O gerechnete Bogenlinge von C*, ferner
(2.4) Vi(o) = x'(s)+<'(s)

besteht. Ist &'(s) ein infinitesimaler Vektor, so ist C* auf Grund von (2.3) und (2.4)
eine nachbargeoditische Linie von C.
Zwischen den Parametern s und o soll die Relation

do

e ds

= 1+4(s)

gelten wo 4(s), und im folgenden auch d//ds, ferner &' und d&'/ds infinitesimal
und von derselben GroBenordnung sein sollen. Wegen des Faktors dx’ dx* kommt
in (2.2) und (2.3) offenbar nur der symmetrische Teil von I}, d. h.:

’ l ’ i ’
ruin; "2"'( Iyt rk‘j)
vor?).
Wegen (2.5) gilt:
{ 1s d
2.6) ¢ ds

d d
&0~ dods ~ TG
und somit wird nach (2.4)
@7 ""'(’l = (1—-A(s ))d_x+d5'

wo jetzt und im folgenden die infinitesimalen Glieder, die in 4, &', ... eine h6here
Ordnung besitzen, vernachlissigt werden. Es folgt ferner aus (2.6) und (2.7):

a2 d"‘ dx' di  d2¢

i e VA —mat

%) Fiir die Bezeichnung der symmetrischen bzw. schiefsymmetrischen Teil der GrioBen werden
wir die Schoutensche Symbolik beniitzen.
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Auf Grund der Definition (1.4) des invarianten Differentials wird

dé! . DE iy il
e s = as T
d*é"_ d D¢ [ st PR sy dx‘]

(2.10) el i i L R e e o - A

® Lt dx"'] dx*

‘rj.k[ r:maw-
Fiir die Berechnung von (2.3) bendétigen wir noch die Formel:
(2.11) T}‘k(h”) = T;ik(x‘l'f) ="’ j‘g(-‘f)"'f)...'r;"g(x)f"'-

Substituiert man nun die Formeln (2.7)—(2.11) in die Gleichung (2.3), beachtet
man noch fiir d*x'/ds* die Formel (2.2) und die Identitiit

(212) ’rrj‘kl = frjik_f j‘k‘
’ ' ] ’ » i
(2. I 3) T[jikl:: r[j‘“ — 3( rj‘k i r* f)‘

die im wesentlichen den symmetrischen Teil von 'I" aus (2.3) eliminiert, so bekommt
man:

Dy dx’ DL, e dt d dx di
i o Xa vk alli m = o
dst 7 - Ly ds 25 TR i+ 2V T8 ds ds ds ds

was schon die Gleichung der geoditischen Abweichung ist. Wir wollen aber aus
dieser Formel das invariante Differential ,.D* mit Hilfe von .,D* ausdriicken?).
Nach (1.6) ist:

(2.15) b¢' = ,D¢,
(2.16) D*¢' = D(Q,D¢") = ('DQ;) D" +Q,DDE" =
= 0,0/ D*¢'+Q,0r(DQ,, —Q; D3, ) DS,
wo wir fiir ‘DQ} die folgende Rechnung beniitzt haben:
'DO! = dQ; +('T /', 0% —'T ', Q) dx*,

und dann beachteten wir die nach (1.9) folgende Relation

(2.14)

(2.17) D&t =T} dx*—"T  dx*;
somit haben wir die folgende Formel bekommen:
(2.18) 'DQ; = DO, —(Dé;)Q0; = ;07 (DQ;, —0Q;Ddy,),

was wir in (2.16) verwendet haben.

) Wo es kein MiBverstindnis vorkommen kann, schreiben wir nur D bzw. D statt D/ds bzw.
D/ds.
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Mit Hilfe von (2.15) und (2.16) kann man nun in (2.14) die Operation D/ds
durch D/ds ersetzen. Wenn man mit Hilfe des Tensors Pj, der der inverse Tensor
von Q? ist, den Koeffizient von D?¢' auf Eins normiert, d. h. (2.15) und (2.16) in
(2.14) substituiert und dann mit P¢PE multipliziert, so wird nach gewissen Ver-
anderungen der Indizes:

D¢ [DQ" Déf  dx)) D
(2.19) = +PLor 05 =+ 2P T = 2
J k ;

FPLPECR 420, T em S AX_ g py dX° d2

ds ds "*"*"ds ds
Es gilt somit der

Satz 1. Die geoditische (autoparallele) Abweichung vom kontravarianten Typ
im W—QO,-Raum ist durch (2.19) bestimmt.

In der Formel der geoditischen Abweichung hidngt das in D¢ lineare Glied
von der Torsion ab, und das in & lineare Glied von der Kriimmung des Raumes
ab (vgl. z. B. [2], Formel (3.7)). In dem W—O,-Raum kommt ‘7.’ z. B. in [4],
(1.1) und (1.2) und in [5], (7.12) und (7.13) vor (abgesehen von dem unwesentlichen
Faktor 1/2). Der Tensor P!P§'R},, als Krummungstensor kommt in [4], (1.3)
und (1.4) vor, wirend der Kriimmungstensor “R;",,, in [5], (7.10) und (7.11) eingefiihrt
wurde.

In diesem Paragraphen wollen wir noch 4(s) berechnen. Nach (2.5) wird:

(&) =0rior=nero (G 3) (G T

Unter Vernachlissigung der Glieder héherer Ordnung in /, &', d&', und unter Be-
achtung der Identitit

dxt dx*
8 () 7= ds ds :
wird :
3 (i d“k} 1
(2.20) A(s) = __dr G L dx' dx* i

o T B il T8 7
Aus (1.7) erhdlt man nach (1.3) und (1.8a)

(22 1) ’.,m gfk — ﬂrikm e ”rkim +}Fm mik ’

und wenn man noch (2.9) und die Symmetrie von “I',;; in (m, k) beachtet, wird
aus (2.20) nach (2.17):

dx' j‘D’ Dé;, dx* o L. o e oy
(222) /(S)‘_“glk d Q — Bk dS ds A "]lk f “ts ?j&'
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§ 3. Geoditische Abweichung vom kovarianten Typ

Die der Gleichung
D {
(3.1) D (a2 =0, (= x0)

geniigenden Kurven bezeichnen wir als geoddtische (autoparallele) Kurven vom
kovarianten Typ. In einem Riemannschen Raum, wo Dg;;=0 besteht, sind die
der Gleichung (3.1) geniigenden Kurven offenbar mit den der Gleichung (2.1)
geniigenden Kurven identisch. In einer W—O,-Raum ist aber das im allgemeinen
nicht der Fall. Beachten wir (1.6), so folgt aus (3.1), da P}' einen inversen Tensor hat:

dx* dx=

D dx") d[ g} .
k"ds ) i m 8k ds ds

ds 8ix ds ds

(Das invariante Differential D kann offenbar immer mit D ausgedriickt werden).
Beachten wir jetzt (2.21), so wird die Gleichung der geoditischen Kurven vom
kovarianten Typ nach Heraufziehen des Indexes ,,i*":

dazx' dx’ dx*
(3-2) 132+ i@ 25 ds ds el
mit
(3.2a) rjik:= gj'(”rjrk+mru?m)-

(3.2) und (3.2a) bestimmen die geoddtischen Linien vom kovarianten Typ. Da
I/, im wesentlichen in (j, k) symmetrische Ubertragungsparameter darstellt, ist
die geoditische Abweichung der durch (3.2) gekennzeichneten Kurven:

D o, dx dx*,, dx di
(3:3) 7 I i o e i it

wo D das mit I '« gebildete gewohnliche affine invariante Differential und ﬁfkm
den entsprechenden Kriimmungstensor bedeuten.

Wir wollen aber die geoditische Abweichung mit den GréBen des W—O, -
Raumes ausdriicken, genauer: mit dem invarianten Differential ,,D* bestimmen.
Statt der Umrechnung von (3.3) ist es leichter eine unmittelbare Herleitung anzu-
geben. Vor allem werden wir (3.2) etwas umformen. Auf Grund von (1.9) kann
(3.2a) in der Form:

(3.4) fjik = ’rjik'*'}'jik
(3.4a) }'jit o~ _5j xt B‘r’"ru}‘n
geschrieben werden; somit wird die Gleichung (3.2) der geoditischen Abweichung
die Form
d2x dx? dx*

(35) ds T2 +( r; k(r)+}'jk( )) fS dS =0
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haben. Fiir die spiteren Rechnungen ist wichtig die folgende Behauptung: ('T /'y +7,')
ist in ( j, k) symmetrisch. Diese Behauptung folgt unmittelbar aus (3.4) im Hinblick
auf (3.2a) unter Beachtung von (1.8), was die Symmetrie von "I"/, in (J, k) zeigt.

Bemerkung. "T 'y ist in den W—O,,-Ridumen immer symmetrisch.

Betrachten wir nun wieder eine Nachbargeoditische, die vom Punkt O (mit
s=0) von (3.5) ausgeht und durch die Gleichung

d;! i d d k
(3.6) 4’ +( rjt(%")'{‘?j;('l‘)) d'{; dlﬁ_ =0
charakterisiert ist. Es sollen beziiglich ¢ und ¢' die Gleichungen (2.4)—(2.7)
bestehen.
Bei der Bestimmung der geodatischen Abweichung kdnnen wir nun ebenso
verfahren, wie im vorigen Fall. Aus (3.6) folgt nach (2.7) und (2.8), wo aber jetzt
d?x' aus (3.5) berechnet werden soll:

g dxdl [dxj & . d dﬁ-‘]
(3.7 > oy " +(rjk+?“) + T +
dx? dx* .
+(C) rjl.-l-()m'}"' k) dx d_l,‘ m -

Fiir d¢' bzw. d*&' verwenden wir nun die Formel (2.9) bzw. (2.10), wo aber d*x‘/ds*
wieder aus (3.5) ausgedriickt werden soll. Man erhilt somit nach einer lingeren,
aber elementaren Rechnung:

D2 i d J D ey x ; ! 5 .
(3.8) df +2(Tf +7 g;) 2 =2V T s+ Vu¥in + 2T 1) —
dx! dx* dx' dr.
i 1 R o s T T
2Ty = 2Tl 1 )" ds ds ds ds

wo noch auch die Definitionsgleichung (2.13) ofters beniitzt wurde. Es ist aber
nach (1.9) und (2.13)

(3.9) ’Tjik = ‘5;;'.1:] e —(Sh ils
womit nach (3.4a) der Koeffizient von DE* in (3.8) vereinfacht werden kann. Be-

achten wir jetzt (2.15) und (2.16), so geht (3.8) nach einer Kontraktion mit P{ P}
und nach gewissen Verinderungen der Indizes in:

2l DQ; Ddf dxj} DEr
l3.]0) ', 2 I —QJ d +2P.h k J_d d? +
e, : ’ : v ,, dx’ dtJ'
+P;P‘::{ R; 1»;'*‘2( Vi ijm +'}’j'n Tmbr _ijf Tus '?rbi Tm‘j) + m/’j u}f T

dx? di.

ds ds

a* b

tiber. Es gilt somit der
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Satz 2. Die geoddtische (autoparallele) Abweichung vom kovarianten Typ im
W-—0,-Raum ist durch (3.3) oder (3.10) bestimmt.

Vergleichen wir (3.10) mit (2.19), so sieht man sofort, dall im Kovarianten
Fall die der Torsion "T}",, entsprechende GroBe der durch (3.4a) bestimmte Tensor
ist. Dieser Tensor hingt auch in expliziter Weise vom Rekurrenzvektor y,, ab. —
Auch die Kriilmmung, d. h. der Koeffizient von £™ verinderte sich mit dem Tensor
7% bzw. mit 'V, y5%.

§ 4. Untersuchung von Spezialfillen

1) Nehmen wir erstens an, dal
“.1) P, = 06, (o0 = Konst.)

In diesem Fall ist nach (1.1) ‘I/,="I, und nach (1.9) besteht somit &},=0;
nach (3.9) ist 'T;,=0, und der inverse Tensor von Pj wird: Qj=p '6}. Aus
(2.19) bekommt man in diesem Fall fiir die Gleichung der geoditischen Abweichung

vom kontravarianten Typ

¢ o AR PR i . R\ | )
R R e T

Beniitzen wir statt D/ds die Operation D/ds, so wiirde nach (2.14) der Faktor p
ausfallen.

Die geoditische Abweichung vom kovarianten Typ bekommt man aus (3.10),
wenn man y;', berechnet. Nach (3.4a) und (1.8a) wird

ds ds ds ds

4.2)

(4.3) Tjik = irQ?Q?j},hgah = 9_25';1-}',‘,.
Aus (3.10) wird in diesem Fall
D¢ i - ARDEICH
) ap T g
_ . ¥ dx’! dx* dx' di
2/ p i fv I W S i NS 2__20
F(Q R um + VY0 ds ds ¢ ds ds

Die Formeln (4.2) und (4.4) zeigen, dal3 die beiden geodiitischen Abweichungen
auch in yewdhnlichen Weylschen Rdume, d. h. im Fall o=1 voneinander verschie-
den sind.

Wir haben schon darauf hingewiesen, daBB der Koeffizient von DE&* als Torsion
des Raumes betrachtet werden kann. Nach (4.3) und (4.4) folgt, daB jetzt im wesent-
lichen y,, als Torsionstensor betrachtet werden soll.

2) Nehmen wir jetzt an, dal3
(4.5) 'J"fik =0

ist. Bilden wir den schiefsymmetrischen Teil von y /%, so folgt nach (3.4a) und (3.9),

5 D
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daB '7;/,=0 gilt, folglich ist auch I’} in (j, k) symmetrisch: ferner es folgt noch
nach (3.4), daB auch I v="I'j’, besteht. Somit gilt der

Satz 3. In dem durch (4.5) charakterisierten Fall ist die affine Ubertragung
I" mit 'T identisch, und es stimmt ferner die durch (3.3) angegebene Gleichung der
geoddtischen Abweichung mit der durch (3.8) bestimmten iiberein.

Stellen wir noch neben die Bedingung (4.5) auch die Annahme, daBl g;; ein
Eigentensor des Raumes ist; es gilt also neben (4.5) auch

(4.6) PiPig,. =18y, T=1(x)#0,
oder nach einer Kontraktion mit Q!Qf wird im Hinblick auf (1.8a):
(4.6a) My =T 1g,.
Aus (3.4a) erhdlt man somit wegen der Annahme (4.5):
(4.7) 100V = i
Eine Verjiingung iiber 7,/ gibt nach éj=n und 6f,=0
(n+ 1Dy = 1i =0,

woraus nach (4.7) wegen 10 die Relation 0},=0 folgt. Nach (1.9) folgt somit
‘''="T. Es gilt also der

Satz 4. Aus (4.5) und (4.6) folgt 'I'="I und 7,=0.

Bemerkung. Aus ‘'I'="I" und y,=0 folgt zwar nach (3.4a), daB y,/,=0 und
nach (1.9) daB 5}“‘:0 ist. Doch es muBB die Bedingung (4.6) nicht bestehen.

§ 5. Skalare Form der geodiitischen Abweichung

Die Form der geoditischen Abweichung war beim kontra- bzw. kovarianten
Typ nach den Formeln (2.19) bzw. (3.10) bestimmt; beide hatten die Form:

D¢ a8t DE -y o det At oyl dl
S~ S A i L U T PRt i i i
wo jetzt die Tensoren 7% und R}, die entsprechenden Koeffizienten von DE*
und &™ bedeuten. Wir bemerken hier, daB fiir die folgenden auch die Formel (2.14)
bzw. (3.8) verwendet werden konnte, wo statt der Operation D/ds die Operation
D/ds vorhanden ist. —

Offenbar kann der Vektor &' in der Form:

(5.2) =X, gaX'X'=1

bestimmt werden®), wo dann der Skalar ¢ die Linge des Vektors &' bedeutet. Aus

?) Die Bestimmung von & in dieser Form und die Umrechnung der Gleichung der geoditischen
Abweichung kommt erstemal in [6] vor.
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(5.2) folgt:
LAY DTN JICRNG &
(5.3) T P:E(SX)*EHX +% =
DA il e ,DX"]_
ds® Ly ds EP:X te ds )~
d2¢ . dé {DP:’ ) DX'} . DX}
= g PPX A+ Pt X2+ g

Beachten wir (1.9) und die Formeln (1.4) und (1.6) der invarianten DilTerentiales
so wird

Pi'DP; = Q} DP,— PiQ}DS;,
womit bekommen wir:

D2 £i ; {f‘? =

(54) —5-=PPX"- (Q"X'

DFP; Dé}, . DX'] gE- Pyt
— Pioh x! P —_t & —.
Or ds " ds ) ds e ds?

Substituieren wir nun D& und D*¢E" von (5.3) und (5.4) in (5.1), so bekommen
wir fiir die Gleichung der geoditischen Abweichung:

2k r J r e
pipryt {[Q"DP"—P‘Q"Dé 3274, *%]x*+2p;‘w L. 3

£ ds? ds ) ds
Lt der | D « dx DX"} 1ng 4% dA
{RJ X ds ds % ds? bt i ds ds J° Pj_;g__(?; =1

Man kann leicht das d*¢ enthaltende Glied auf Eins normieren. Nach einer Uber-
schiebung mit Q! Qfg.. X ¢ wird im Hinblick auf die zweite Formel von (5.2)

12 prt D& ..., dx’ DX" dé
65 L& {(as 22 2% Lorsoros ) w0 2K e B
. . aidel de DR e Dx*} o 2l ol
+OI0g X {Ri el s i Rl O e Ut e

Die Gleichung (5.5) ist die skalare Form der Gleichung (5.1). Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit kann sogar in (5.5)

dx?

(5.6) Bre— g X =0

genommen werden, da die Bedingung (5.6) driickt nur soviel aus, daB die Punkte
der nachbargeoditischen Linien C und C* in solcher Weise zueinander geordnet
sind, daB der Tangentenvektor dx'/ds von C auf den Vektor X' bzw. &' senk-
recht steht.

5.
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Nehmen wir also an. dal} (5.6) besteht: somit geht (5.5) in die folgende Form
tiber:
(5.7) fi+2b(s)£+c(s)§ =0
ds? ds .
wo 2b(s) bzw. ¢(s) der lings der geoditischen Linie C: x'=x(s) definierte Koeffi-
zient von d¢/ds bzw. &(s) der Gleichung (5.5) bedeutet. Mit Hilfe der Transforma-

tion

E = exp(——fb(s) ds] n(s)
kann (5.7) auf die Form
_ d*y [ Lol db)
(5.8) e +e(s)—b3(s) i n=0
gebracht werden.

Die Formel (5.8) ist schon geeignet dazu, daB3 beziiglich der Existenz der Hiill-
kurve der aus einem Punkte O ausgehenden geoditischen Linien analoge Unter-
suchungen durchgefiihrt werden kénnen, wie das z. B. in [2] gemacht wurde. Die
Gleichung (5.8) hat ndmlich ebensolche Form, wie (4.2) von [2]. Es kann somit

ebenso, wie der Satz 4. von unserer Arbeit [2] der folgende Satz bewiesen werden:

Satz 5. Gilt fiir den lings jeder geoddtischen Linie C: x'=x'(s) definierten
Skalar:

K(s):= c(s)—b%(s)— %

die Ungleichung K(s):-%, A = konst.=0, so haben die durch einen Punkt O

gehenden geoddtischen Linien eine Hiillkurve.

Beziiglich des Beweises vgl. [2], § 4.
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