Uber eine Charakterisierung des hyperbolischen
Flicheninhaltes und eine Funktionalgleichung

Von WALTER BENZ (Hamburg)

1. Versieht man die offene Kreisscheibe
(1) H2:= {(x, y)ERIx2+)% < 1}

mit der Riemannschen Metrik

(1 =y dx*4+2xydxdy+(1 —x*)dy*
(1 —x2—)%)* ’

so hat man bekanntlich (s. K. STRUBECKER [6], S. 159) die hyperbolische Metrik
des Cayley—Klein-Modells vor sich. (Zum Cayley—Klein-Modell s. etwa L. REDE!

[4]). Berechnet man zum vorliegenden Fundamentaltensor g, die GréBe }g. so
werden also bekanntlich hyperbolische Flicheninhalte durch das Integral

dxdy
) s Um—v- B

gemessen. In der Literatur iiber hyperbolische Geometrie findet man zwar die
folgenden grundlegenden Eigenschaften, denen der hyperbolische Flicheninhalt
geniigt (s. H. SCHWERDTFEGER [5], S. 159): Solche Flicheninhalte sind nichtnegativ,
additiv und invariant gegenuiber hyperbolischen Bewegungen. Dem Autor ist aber
keine Stelle in der Literatur bekannt (Herr Schwerdtfeger duBerte sich ebenso),
wo untersucht wird, inwieweit die genannten grundlegenden Eigenschaften den
Flacheninhalt (3) charakterisieren. Diese Frage ist Gegenstand der vorliegenden
Note. (s. den in Abschnitt 3 formulierten Satz).

(2) ds® =

2. Wir schildern die folgende Aufgabe. deren Losung in O. PERRON [3] angegeben
ist: Es sei A die Menge aller (nichtkollinearen) Dreiecke von H? und es sei

F: A<-R%
R*:={réR|r=0}, eine Funktion mit den Eigenschaften
(i) Ist ¢ hyperbolische Bewegung und ist DA, so gilt F(D%)= F(D).

(i) Wird ein Dreieck D in die paarweise sich nicht iiberlappenden Dreiecke D,. ..., D
zerlegt, so gilt

D)= j_~; E(D,).
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Ordnet man nun jedem Dreieck D seinen Defekt dD zu, dD=n—(x+f+7y), wo
«, B, 7 die hyperbolisch gemessenen Winkel im Dreieck D sind, so gilt: Es existiert
eine reelle Zahl k=0 mit F(D)=k-0D fiir alle D£A.

Zum Beweis siehe 0. Perron, loc. cit.

Die folgenden Hinweise, die wir unabhingig von 0. Perron angeben, fiihren
unmittelbar zum Beweis der Aussage:

a) Sei 0<=x<=mn. Istdann D ein Dreieck mit dD=x, sosetze man g(x):=F(D).
Ist D’ ein anderes Dreieck mit dem gleichen Defekt x, so sind D, D’ zerlegungsgleich
(BaLpus—LoBeLL [2], S. 117): Beide besitzen je nicht iiberlappende Zerlegungen
Dy, ....D, bzw. Dj, ..., D; in Teildreiecke so, daB D; hyperbolisch kongruent zu
D! ist fur alle i=1,...,r. Also gilt mit (i), (ii)

F(D) = _\1 F(D;) = ‘2{ F(D}) = F(D)
und g(x) ist eindeutig definiert.

b) Es kann g(x+y)=g(x)+g(y) hergeleitet werden fir alle x, y¢R mit
O=x,y, x+y=mn. Dies iiber ein Dreieck vom Defekt x+), das vermdge einer
Transversalen in zwei Teildreiecke der Defekte x, y zerlegt wird.

c) Ist g:]0,n[-R* eine Funktion, die der Gleichung b) geniigt, so existiert
ein k=0 mit g(x)=kx fiir alle x€])0, n[. (J. AczeL [1], S. 48).

3. Eine Menge McH?® heilit hyperbolisch beschrinkt (kurz h-beschrinkt),
wenn es einen hyperbolischen Kreis gibt, der M in seinem Innern enthilt. Es sei
nun Q die Menge aller Riemann-meBbaren und A-beschrinkten Teilmengen von
H®. An dieser Stelle sei gesagt, daB Q ein fiir die iiblichen Zwecke der hyperbolischen
Geometrie hinreichend groBes System von Mengen ist. Natiirlich kann man einen
Begrifl h-meBbar entwickeln und so den euklidischen Begriff Riemann-meBbarkeit
vermeiden.

Satz. Gegeben sei eine Funktion
(4) F. @ -+R*

mit den Eigenschaften
(1) Ist o hyperbolische Bewegung und ist M€ Q, so gilt F(M®)=F(M).
(ii) Ist M, M,Q, so dafp M,(\M, den Riemannschen Inhalt Null besitzt, so gilt

F(M,UM,)=F(My)+ F(M.).

Dann gibt es eine reelle Zahl k=0 mit F(M)=k f I ]d‘—di_' fiir alle M€ Q.
"- I ( s 2. '\.L’. _‘1".!):

Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten!

1) Mit AcQ weill man nach Abschnitt 2, dal ein A=0 existiert, so dal
F(D)=k. oD gilt fir jedes Dreieck DeA. Ist aber D ein Dreieck, so zeigt eine ele-
mentare Rechnung der Analysis (D stehe auch fiir das Dreiecksinnere mitsamt
Rand)

, Ixdy
(5) Ve TN e LAY
.{:f l( I - x‘: L ‘1.:‘:):!
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Damit gilt

g dxd } . i
(6) FM) =®oM):= k- fir jedes McA.
[ s
2) Ein achsenparalleles euklidisches Rechteck V<H? wird durch eine Dia-

gonale in zwei Teildreiecke D,, D, zerlegt.

Also gilt mit (ii)

F(V) = F(D)+F(D,) = ®(D)+®(Dy) = @(V).

3) Sei McQ. Im Folgenden betrachten wir achsenparallele euklidische Quad-
2L", neN, so daB kein solches Quadrat sowohl Punkte von M
als auch Randpunkte des Einheitskreises enthdlt: Da M h-beschrinkt ist, ist
dies fur alle » ab einem n, erreichbar. Da zu M ein O=p<1 existiert mit
Mc {(x, y)eR*|x*+y*=p*}, konnen wir ab einem n, sogar erreichen (und wir
wollen dies von nun ab auch voraussetzen), daBl keines der achsenparallelen Quad-

rate der Seitenlinge

|
rate der Seitenliange 7 n=n,, sowohl Punkte von M als auch Randpunkte des

Kreises .\-‘*-r'r'*:(lT] enthilt. Zu vorgegebenem &=0 finden wir nun Quad-

ratnetze M,, M,, bestehend aus endlich vielen Quadraten und so, daB jedes Quadrat
von M, auch Quadrat von M, ist (die Quadrate seien nicht {iberlappend), so daB
gilt

%) M,c Mc M,
und

(8) (M) = u(M) = u(M,),
9) 0= u(M,)—u(M,) =g,

wo i den Riemannschen Inhalt bezeichnet.
Da M,, M,, M, M~ M, M,> M Riemann-meBbar sind, gilt mit (ii) und (4)

F(M) = F(M,)+ F(M M,) = F(M,),

F(M,) = FIM)+ FIMN\M) = F(M),
d: h;
F(M,) = F(M) = F(M,).

Aufgrund des Beweisschrittes 2) und (i1) gilt also
P(M,) = F(M) = &(M,).
Nun ist aber trivialerweise wegen (7)

d(M,) = (M) = O(M,).
Beachten wir noch

_ dxdy i 1 =
= <I>(Mg)-¢(M,):A; {[;ﬁ k su pﬂrxz_._.:_‘z)s(p(ﬂfg) w(M,)),
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wo das Supremum sich iiber den Kreis

{(x, VER?X 4y = [ ] i
erstreckt, so erhalten wir
|®(M)—F(M)| = &(M,)—P(M,) = Ke

mit einem festen (von ¢ unabhingigen) K=0. Also gilt F(M)=a®(M).

Bemerkung. Wie der Beweis zeigt, kann die Voraussetzung (i) des Satzes noch
abgeschwicht werden, indem (i) nur fiir Dreiecke M gefordert wird.

4. H. Schwerdtfeger, loc. cit., fiihrt den /. Flicheninhalt von vornherein liber
ein Integral ff(p{.r, y)dxdy ein, ¢: H*~R", wobei er — die Invarianz gegeniiber
M

h. Bewegungen ausnutzend — eine Funktionalgleichung fiir ¢ aufstellt, die er unter
der Voraussetzung der Existenz der partiellen Ableitungen ¢,. ¢, in H* auflost.
Wir wollen zeigen, daBl diese Bestimmung der Funktionen ¢ auch ohne Forderung
der Existenz der genannten partiellen Ableitungen gelingt. Einzige Voraussetzung

ist die Existenz des Integrals ff(p(r. y)dx dy fir jede Riemann-meBbare und /-

beschrinkte Teilmenge M von H?, daneben natiirlich Nicht- negaimlat und In-
varianzeigenschaft. In [5] wird in einem Poincaré-Modell gearbeitet., wir verbleiben
im Cayley—Klein-Modell.

Sei o[x"=f(x,y), ¥y =g(x,y)] eine orientierungstreue /. Bewegung und sei
M,cH* eine folge konzentrischer und sich auf den Punkt (x, y) zusammenzie-
honder Kreise. Dann gilt

fftp(x, Vdxdy = ff:p(x’. V)ydx"dy’ jftp (f(x, y), g(x. ))

{- 4
M

r)(f 3)

xdy,

d. h. ber Division durch u(M,) und Grenziibergang

I(f.
(10) P(x, ¥) = o(f(x, y), g(x, .v))%g—f;'

LaBt man o eine gewdhnliche Drehung um den Ursprung (0, 0) sein, so ist die Funk-
tionaldeterminante 1, und (10) zeigt, dall ¢(x, ») nur eine Funktion von x*4)?
ist, @(x, y)=¢(x*+)?). Betrachtet man fir a€R und |a/<=1 die orientierungs-
treue /. Bewegung

X—a

flx,3) = ——=

ax

V1—a?—y

r{Xx, y) =
g(x, ) ax— |
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so ergibt (10)

x—a l-l—_a*t] l-'m]s.

o (x, y)z(p[a.r—l’ ax—1 l—ax

Mit x=a, y=0 und ¢(0,0)=:k ergibt sich

T—x2)2 ¢
vy =k (B8] - =
1 —x® V(1 —x%)>?
Also ist allgemein

k

e(x,y) =P (x*4+y?) =
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