Bemerkung zur Konvergenz der Teilreihen
von Orthogonalreihen

Von KAROLY TANDORI (Szeged)

1. In der Arbeit [1] haben wir die folgende Behauptung gezeigt.
A. Ist die Reihe

(1) 2: ay ‘Pa(-")
k=1

fiir jedes orthonormiertes System ¢={p.(x)};", im Intervall (0, 1) fast iiberall
konvergent, und gilt b,/=la,l (n=1, 2, ...), dann konvergiert die Reihe

(WK

> by (x)

k=1

I

auch fiir jedes orthonormiertes System ¢ fast iiberall.
Der Beweis dieses Satzes folgt aus den folgenden zwei Behauptungen.

B. Die Reihe (1) konvergiert fir jedes orthonormiertes System ¢ im Intervall
(0, 1) fast iiberall dann und nur dann, wenn

[ 1 k 2
|a| = sup V f sup [z‘ak(pk{x}] dx
¢ 0

1sisj k=i

besteht, wobei das Supremum fiir jedes orthonormiertes System ¢ im Intervall
(0, 1) gebildet wird.

C. Gilt |b,|=la,| (n=1,2,...), dann ist ||b|| =|a|.
Aus dem Satz A bzw. aus dem Satz B folgt unmittelbar:

D. Ist die Reihe (1) fiir jedes orthonormiertes System ¢ in (0, 1) fast iiberall
konvergent, dann konvergiert die Reihe

(2) j g, Py, (X)
i=1

fiir jede Indexfolge k,<...<k;<... und fiir jedes orthonormiertes System ¢ in
(0, 1) fast iiberall.

E. Fiir jede Indexfolge ky<...<k;<... gilt [{a )= {a)]-
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Ahnliche Behauptungen sind fiir gleichmidBig beschrinkte orthonormierte
Systeme bewiesen (s. [2]). In [2] wurde das Problem aufgeworfen, ob adhnliche
Sitze auch im Falle giiltig sind, wenn die Lebesgueschen Funktionen der Systeme
¢ gewisse Beschrinktheitsbedingung befriedigen.

2. Fiir ein orthonormiertes System ¢={p,(x)};" in (0, 1) setzen wir

dt.

1 n
Lig;®)= f
0 R=1

Es sei ~={4}i" eine nichtabnehmende Folge von pozitiven Zahlen, und mit Q*(%)
bezeichnen wir die Klasse der orthonormierten Systeme ¢ in (0, 1) mit

1 "
f supmmr = 1.
0 5 .

Weiterhin sei M *(4) die Klasse der Folgen a={a,};" fiir die die Reihe (1) bei jedem
System @< Q*(2) in (0, 1) fast iiberall konvergiert. Fiir eine Folge a setzen wir

Z“t‘f’k(f) dx.

la; A" = sup f! sup

PEMNA) o (\1=i=] |k
In der Arbeit [3] haben wir gezeigt:

F. ac M*(J) gilt dann und nur dann, wenn |a; A|*=os. Weiterhin gibt es
im Falle |la; A|*=c ein System @€ Q*(4) derart, daB die Reihe (1) in (0, 1) fast
tiberall divergiert.

Das Analogon der Behauptung E kann leicht gezeigt werden.
Satz L. Gilt acM*(2), dann ist {ay,}ii,€M*(2) fiir jede Indexfolge k,<...

e R

BEwEIS DES SATZES 1. Es sei ndhmlich fir eine Indexfolge k,<...<k;<
la,)iz16§ M*(2). Auf Grund der Behauptung F. gibt es ein System
@={@y(x)}7€Q*(4) derart, daB die Reihe (2) in (0, 1) fast iiberall divergiert. An-
derseits ist die Reihe (1) in (0, 1) fast iiberall konvergent.

Es sei

alx) k=k; i=12 .,
() = {—(p,‘(x), ketk, i=1,2,...

Es is klar, daB ¢ ={y,(x)};"¢ Q" (1), und so ist die Reihe
:é ag P (x)
k=1

in (0, 1) fast iiberall konvergent. Daraus folgt, daB

E'ak‘af’k(-’f)‘i' 2”‘ ap(x) =2 Sahwk;(x)
k=1 k=1 i=1

in (0, 1) fast iiberall konvergent, was der Voraussetzung widerspricht.
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Aus der Behauptung F. und aus Satz I folgt, daBl im Falle Ja; A" <<
[l{ay,}iz1: Al*<eo fiir jede Indexfolge k;<...<k;=... gilt. Man kann auch eine
scharfere Behauptung beweisen.

Satz II. Es gibt eine von der Folge a unabhingige pozitive Zahl C derart, daff
fiir jede Indexfolge k,<...<k;=...

{ax}i=1; 21" = Clla; 4|
ailt.

BewEeis DEs SAtzes I1. Wir werden gewisse Eigenschaften der Norm | -; 4]*
bentitzen. Fiir jede Folge a gelten:

Ha ¥ A* = I{a ¥4 A1F (N=1,2,..),
I{ady; A* ~lla; 21" (N /=),
und fiir beliebige Folgen a, b besteht
la+b; A* = flas 2" +[b; AL,

weiterhin fiir jede Folge a ist (s. [3])

o

2 1/2
c| 3 a)
kw1

Die Behauptung werden wir ad Absurdum beweisen. Gilt die Behauptung nicht,
dann gibt es fir jede natiirliche Zahl n eine Folge a mit |a; A|"=1, und eine
Indexfolge ,=...<[=... mit

= |la; A = S’ |al.
k=1

Il {a;}iz1; 21* = n.

Durch Induktion werden wir Folgen {a,(m)}i.; (m=1,2,...), Indexfolgen
L(m)=...<li(m)<...(m=1, 2, ...), und noch eine Indexfolge (0=)N,<=...<N,=...
definieren mit folgenden Eigenschaften: fiir jede natiirliche Zahl m gelten:

la(m); Al|* = Zl—m,

() v
”{ah(ni): Nm = ll' = Nm+l}; )"” = 2m.

Nach der Voraussetzung gibt es eine Folge a mit ||a; A|*=1 und eine Indexfolge
ki=..<ki=... mit |{a}iz,; A|*=2% Es sei N, eine natiirliche Zahl, fir die

I{aw; 1 = k, = Na}; 2% > 22,

Dann setzen wir [;(1)=k; (i: 1=k=N,) und a(l)=a/2 (k=1,..., Ny). Es ist
klar, daB (3) fir m=1 erfillt sind. Es sei s, eine natiirliche Zahl, und nehmen wir
an, daB {aq,(m)}y, {L(m)}iz, (m=1,...,5) und Ny, .., Ng, schon derart de-
finiert sind, daB (3) fir m=1, ..., s, erfiillt werden. Dann gibt es eine Folge b nnd
eine Indexfolge x,<...<x;<... derart, daB |b; A|*=1 und

1 {by }imas All* = 2%+1(Nyy4p+2%+Y)
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erfiillt werden. Dann ist aber
[ {bx,s Neg+1 < %i}s AI* = I{by }iz1: 21* — Ny i1s
und so gibt es eine natiirliche Zahl N ,,(=N ;) mit

“ {bx‘: N.'|¢+I = xl E N.|u+2}: )”* = (230+1)2'
Es sei
ot 1) = b2 (k=120 LGt =% (it Nyes <= Noyo).
Es ist klar, daB3 (3) fir m=s,+1 erfillt wird. Damit ist die vollstindige Induktion
richtig. Es sei endlich
L=0lm), NJo<k B Noiie M=0E s

ki=Lim), i: Ny<l{m)=N_,, m=12....
Dann gilt

1
—_— oo,

m

(WL

4) la; A1* = 2 I{ax(m)}=3y; 21" =

Andererseits ist
I{aizr: A* = {ay:i: N, <ki= Np ): A" =2

fiir jede natiirliche Zahl m, d. h. |/{a, };iZ,: 2l|"=< gilt. Auf Grund des Satzes I
und der Behauptung F widerspricht diese Gleichung der Ungleichung (4).

Ob die Analoga der Behauptungen 4 and C richtig sind. ist es noch ein ollenes
Problem.
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