Uber die Verteilung der Losungen von S-Normformen Gleichungen

Von ATTILA PETHO (Debrecen)

1. Einleitung

Sei P={p,, ..., p.} eine Menge verschiedener rationaler Primzahlen. Bezeichne
QO bzw. Z die Menge der rationalen, bzw. der ganzrationalen Zahlen und Z, die
Menge derjenigen Elemente von Q, deren Nenner (in ihrer gekiirzten Form) nur
durch Primzahlen aus P teilbar sind, endlich | |, die p-adische Bewertung von Q,
wo p eine rationale Primzahl ist. Der Einfachheit halber bezeichne ||, =|| den
gewdhnlichen absoluten Betrag von Q. Ein altes Problem aus der Theorie der dio-
phantischen Gleichungen lautet folgendermaBen: Wann hat die Gleichung

,
(') H |NK|,Q(11XI BB +c(kxl)|m =a 0 ?: aEQ

i=0
unendlich viele Losungen (x,, ..., x,)€ZF und wie ist die Struktur der Menge
der Losungen, falls «,, ..., 2, iiber Q linear unabhingige Elemente eines Zahl-

korpers K vom Grad n=2 sind und Ng,(2) die Norm der Elemente oK
bezeichnet.

Neuerdings hat H. P. ScHLICKEWEI [8], als Verallgemeinerung des Ergebnisses
fuir P=0 von W. M. ScuMIDT [9] bewiesen, daB (1) fiir ein beliecbiges acQ nur
endlich viele maximale Losungsfamilien besitzt.

Die Verteilung der Lésungen von (1) wurde fir P=0 von vielen Autoren
untersucht. (Dartiber siche die Einleitung von [3].) In einer Reihe von Arbeiten
gelang es mir gemeinsam mit K. GYORYy, fiir die Anzahl der Lésungen von (1) eine
asymptotische Formel zu finden [2], [3]. Fiir den Fall da {2, ..., o} ein vollstin-
diger Z-Modul war d. h. fir k=n bestimmten wir die Konstante im Hauptglied
und wir gaben eine obere Schranke fiir die Konstante im Restglied an [4].

In dieser Arbeit werden 7, ..., 7,=0 diejenigen reellen Zahlen bezeichnen,
fir welche w;cZ (fiir alle 1=j=1) mit 7;=p% existieren. Es wird noch |T|
fir T,-...-T, geschrieben. Sei M der durch die Elemente «,, ..., %, in K erzeugte
Zp-Modul. Bezeichne Py (T, ..., T.)=Py ,(T) die Anzahl der Losungen
(X1, -y XDEZ* von (1), fiir welche

(2) max (Ixil,) =7; (j=0,...7)

gilt.
In der vorliegenden Arbeit geben wir unter Benutzung des Ergebnisses von
H. P. ScHLICKEWEI [8] eine asymptotische Formel fiir Py ,(T) an, vorausgesetzt,
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2 A Pethé

daB dieselbe mit |T| gegen Unendlich strebt. In gewissen Fillen werden die explizite
Form der Konstanten im Hauptglied und eine obere Schranke der Konstanten
im Restglied angegeben. Als Folgerung wird eine asymptotische Formel fiir die
Anzahl der Losungen (xy, ..., X! 2y, ..., z,)€Z*** der diophantischen Gleichung

(3) |Nxzq(a1x|+---+dkxn)| =apit-... s pr
unter der Bedingung max (Ix;N=N hergeleitet, in gewissen Fillen ebenfalls mit

expliziten Konstanten.

Zur Formulierung der Sétze bendtigen wir noch einige Bezeichnungen. Die
maximale Menge der nicht dquivalenten Fortsetzungen auf K der Elemente der
Menge S,={| |, .- | |,,} bezeichnen wir mit

[ POV YUSENRS | AP [

Der erste Index von 2;; zeigt, daB diese Bewertung die Fortsetzung von p; ist. Es
wird auBerdem vorausgesetzt, daBl auf Q #;; und p; iibereinstimmen. Der Einfach-
heit halber wird lieber 2¢ Sy oder p€S, statt | |,€Syx oder | [,£S, geschrieben.
Der lokale Grad von 2;; wird mit n;;=n(2;;/p;) bezeichnet. Setzt man e,+...+e,=
=pg+1, dann gilt gx+1=n(r+1).

Sei 2y, der Multiplikatorenring von M, also die Menge der Elemente x von K
mit xM S M. Bezeichne &% die S-Einheilengruppe von K, d. h. die Menge der

Elemente n von K, fiir welche ']] Nk, =1 gilt, ferner sei &5=65N2,,.

Wenn M ein nicht vollstandiger Z,. Modul ist, dann ist Z,,= {1} und so gilt &},
={1}: wenn aber M ein vollstindiger Zp-Modul ist, dann ist nach der Vcrallge-
meinerung des Einheitensatzes von Dirichlet (siche z. B. [6]) &3 isomorph zu dem
Produkt der endlichen zyklischen Gruppe der Einheitswurzeln von 2,,, deren Rang
my ist, und @=pg unendlichen zyklischen Gruppen. Im weiteren wird ¢ S-Ein-
heitenrang, oder S-Rang von &3, bzw. Z,, genannt. Die eben erwiahnten unendlichen
zyklischen Gruppen seien von den Elementen ¢, ...,¢, erzeugt. Dann besitzen
die Determinanten p-ter Ordnung der Matrix

ny loglels,, --- ne log }£,|,T_' '

<"1 T | o i it

ng logle,|s,, ... n.. log !f:,‘.l,"'

einen gemeinsamen, von 0 verschiedenen absoluten Betrag, den wir S-Regulator
von &3 bzw. 2,, nennen und mit Ry bezeichnen.

Die Losungen (x,, ..., x;,)€ZE von (1) zu bestimmen heiBBt nichts anderes, als
die Losungen peM der Gleichung

(5) IT |Ngjo(l,, = a
t=0
zu suchen. Wenn u€M eine Losung von (5) ist, dann geniigt auch jedes Element
der Menge u-8yS M der Gleichung (5). Eine solche Menge uéy nennen wir
eine Losungsfamilie von (5).
Ist L ein Teilkorper von K, dann bezeichnet M diec Menge derjenigen Elemente
w1 von M, fiir welche fiir ein beliebiges /¢ L ein 0=z¢ Z existiert, derart daB ziuc M
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gilt. Bezeichne ZJ; den Multiplikatorenring in L von M* und sei “65=65N2%.
Es ist leicht einzusehen, daBl Zj; eine Z,-Ordnung von L ist, falls M*3{0}; (d. h.
Z{; ist ein Ring und auBerdem ein vollstindiger Z,-Modul). Wenn jetzt M = {0}
ist, dann stimmt der S-Rang von &5 mit dem von &% L iiberein. Mit m}, bezeich-
nen wir die Anzahl der Einheitswurzeln von “&3;.

Ist ue M* eine Losung von (5), dann geniigt jedes Element der Menge u“é&3y;
ebenfalls (5). Diese Menge nennen wir eine (M, L) Losungsfamilie von (1) und auch
von (5). Wenn keine andere Losungsfamilie die Losungsfamilie (M, L) enthilt,
dann werden wir sie maximal nennen. Die Anzahl der maximalen (M, L) Losungs-
familien werden wir mit % (a) und den S-Regulator von “&3; mit RS, bezeichnen.

SchlieBlich wird, wenn «€ K ist,

hy(x) = max |«
) PESy
die S-Hohe von x genannt.

2. Ergebnisse

Satz 1. Seien M={a,, ...,n} ein Zp-Modul des algebraischen Zahlkirpers K
vom Grad n=2 mit iiber Q linear unabhdngigen Erzeugenden o, ...,o, und a#0
eine rationale Zahl, fiir welche (1) unendlich wiele Losungen (x,, ..., X )€Z§ besitzt.
Bezeichne ¢ das Maximum der S-Rdnge derjenigen Teilkorper LE K, fiir welche
M"Y {0}. Dann existiert eine nur von a, K, M, ay, ..., %, und P abhiingige Konstante
c=c(a)=0 derart daf

(6) Py, o(T) = clog?(| T|)+O(log?~"(I'T)).

Die folgenden beiden Sitze folgen aus Satz 1 nur in einer nicht effektiven Form.
Wenn L ein Teilkdrper vom Grad n; und vom S-Rang ¢, des Korpers K ist, dann
setzen wir

ML, M, a) = i(L) = niFmiyxyi(a)(e, " Rar) "

Satz 2. Aufer den Bedingungen von Satz 1 gelie fir alle Teilkérper L, ..., L,
von K mit S-Rang o, daf} der S-Rang des Korpers L,(\L; kleiner als ¢ ist fiir alle
I =i<=j=v. Bezeichne ny, den Grad iiber Q des Kirpers L;. Dann hat die Konstante
c von Sarz 1 die Gestalt

(7) b B ALY
i=1

Den Forderungen von Satz 2 geniigen sehr viele Zahlkérper, im Fall P=0
kann man sie sogar genau beschreiben. Es ist namlich bekannt, daB der Rang eines
Korpers K und eines echten Teilkérpers Lc K genau dann iibereinstimmen wenn
L ein total reeller Korper und X eine quadratische total imaginire Erweiterung von
L ist [1]. Also hat ¢ z. B. fir P=0 und p¢=1 die Gestalt (7).

Satz 1 ist eine Verallgemeinerung von Satz 1 [3]. In den ersten beiden Sitzen
sind ¢, ¢ und die in O implizierte Konstante im allgemeinen nicht effektiv berechen-
bar. In gewissen Fillen aber, wenn z. B. der Modul vollstindig ist, kénnen auch
sie effektiv bestimmt bzw. abgeschitzt werden. Im nichsten Satz wird der Fall
eines vollstindigen Moduls untersucht.
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4 A. Pethd

Satz 3. Sei M ein vollstindiger Modul von K, auferdem seien M, K und a wie
in Satz 1. Bezeichne ¢ den S-Rang von K sowie Dy bzw. Dy die Diskriminante von
M bzw. von K. Sei zuletzt # = max (hs(2))". Dann gilt

(8) |Pyr,o(T) = A(K) log (| T|)| = 2¢A(K) ¢, (a) loge=" (| T]),

n+3
n

+—log [wm'“ ffw:.é*mi-’“i,,] + llog (n2* 1)+ ¢3(s + 1)[
J=1

falls log(|T|) = c;(a) wo ¢ (a) = [log a] +

Tn*p ]9_1 =
logn Rit-

Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung von Satz 1 [4]. Die nichste Folgerung
beschiftigt sich mit der Verteilung der Lésungen von (3). Es bezeichne Py .(N)
die Anzahl der Loésungen (x,..., X 21, ..., 2 )EZ*¥** von (3), fiir welche
jmax x| =N gilt.

Folgerung. Seien M bzw. M’ der durch die iiber Q linear unabhdngigen Elemente
T
%y, ..on 0 vOn K erzeugte Z- bzw. Zp-Modul. Wenn fiir M’, K und a’'= [[ |a|,,

j=0
die Bedingungen von Satz | erfiillt sind dann gilt

v.a(N) = c(a’, M") log? N+O(log®-' N)

mit denselben Konstanten c(a’, M')=0 und @ wie in Satz 1.

Wenn auch die zusdtzlichen Bedingungen von Satz 2 gelten, dann hat c(a’, M”)
die dort angegebene Gestalt.

Wenn endlich M vollsténdig ist, dann gilt

|Py.o(N)—i(K, M’ ,a’)1og*N| = 2¢/i(K, M’,a’)e,(a’, M) logt~' N,
falls log N=c,(a’, M") mit der in Satz 3 angegebenen Konstante c¢,(a’, M").

Der letzte Satz gibt eine asymptotische Formel fiir die Anzahl der Elemente
gegebener Norm und beschriankter S-Hohe eines vollstindigen Zp-Moduls eines
Zahlkorpers K.

Sei M ein vollstindiger Z,-Modul von K und bezeichne Py, (T)=
=Py o(T,, ..., T,) die Anzahl derjenigen Elemente « von M, fiir welche

9) ol o, =T; (i=0,..,7;j=1,...,¢)
und

(10) 1 INxio(@)y, = a

gelten.

Satz 4. Wenn (10) mindestens eine Losung hat, dann gilt

|Py, o(T) = A(K) loge (I T|)| = 22 0A(K)cs(a) loge = (|| T])).

7n2{3]°_l S
logn Ria.-

falls log(|T]) = ¢s(a) = %Ilog al +% 0*(p+ l)[
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Dieser Satz ist fir M=Z; (die S-ganzen Elemente von K) und a=1 ein
Spezialfall von Lemma 9 von W. L. MAY [5]. Das angefiihrte Ergebnis gibt namlich
die Verteilung der relativen S-Einheiten der algebraischen Erweiterung K/L an
(K und L sind algebraische Zahlkérper) mit einer expliziten Konstanten im Haupt-
glied wihrend die Konstante im Restglied nicht niher spezifiert ist.

3. Grundlemmata

Zum Beweis der Sitze brauchen wir mehrere Lemmata. Hier behandeln wir
nur jene, welche bei allen Beweisen nétig sind.

Sei A ein vollstindiger Gitter im r-dimensionalen reellen euklidischen Raum
Er. d(A) bezeichne den Grundmascheninhalt und é(A) das Minimum der Durch-
messer der Grundmaschen von A. Das erste Lemma haben wir schon in [3] und in
[4] angewandt.

Lemma 1. Sei A wie oben und A eine beschrinkte Menge von E'. Bezeichne
A (0) die Menge derjenigen Punkte des Raumes E', die hichstens den Abstand 6
vom Rand von K~ haben, wobei 6=0(A). Sei das Lebesguesche Maf von K~ bzw.
A (8) gleich V(A') bzw. V(A (8)). Dann gilt fiir die Anzahl W derjenigen Gitter-
punkte des Gitters A, welche in X~ liegen

(11) W=V (A)d(A)| = V(A (8)/d(A).

Lemma 2. Seien U,,...,U, relle Zahlen mit Uy+...+U,=0. Bezeichne
C(U,, ..., U,) das Lebesguesche Map} der Menge derjenigen Elemente (x,, ..., X,)€ E¥,
welche dem Ungleichungsystem

x=U (i=1,...2)

—Up=x1+...+x,
geniigen. Dann gilt
C(U[p saey Ug) - ( U0+-.. ‘J{_ Ug}"/ﬂ !.
Beweis. Aus den Ungleichungen folgt unmittelbar

i =2=(Up+...+U0)+ U, (i=1,..,8)
sowie
X toitx, £ Uy+...+ U,

Wenn die Transformation
f,-z—x;-f-U,- (i: I,...,g}

auf E7 angewandt wird, dann kann das MaB der erhaltenen Menge mit einfacher
Rechnung bestimmt werden.
Seien nun
Li(a,, ....,a) =apay+...+25,a, (j=0,...,8)

derartige Linearformen mit reellen Koeffizienten, fiir welche
g

{|3) h.baﬂ‘:() lk: I,..-, g).

J=
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Es ist leicht einzusehen, dal3 die Determinanten g-ter Ordnung der aus den Koeffi-
zienten dieser Linearformen gebildeten Matrix denselben absoluten Betrag besitzen,
den wir mit B bezeichnen.

Lemma 3. Seien Li(ay, ...,a,) (j=0, ..., g) Linearformen der oben definierten
Eigenschaft, B#0 und U,, ..., U,, vy, ..., v, relle Zahlen. Es sei weiter max o= A

und |vy+ ... +v,|=V. Bezeichne S(U,, ..., U,) die Anzahl der Elemente (al, rouy )EL®
fiir welche
(13) Lia,, ...,a) = Uj+v; (j=0,...,8)

sich erfullt. Dann gilt

_(Uet...+ Uy
¢'B
Jalls Up+...+U,=V+g(g+1)A.
Beweis. Bezeichne & die Menge der Punkte (a, ..., a,)€EY die (13) geniigen.
Dann stimmt S(U,, ..., U,) mit der Anzahl der Elemente von Z(1Z7 iiberein.

Z7 ist ein vollstandiges Gitter in E9 mit d(Z?)=1 und mit 6(Z%)= Vg. So miissen

wir nur ¥(Z) bestimmen und ¥(Z(Vg)) abschitzen, um das Lemma zu beweisen.
Zunichst ist es mit einfachen geometrischen Uberlegungen einzusehen: das
durch die Ungleichungen

S(Uy, ..., U,)

=V +82 (g + DA (Uo+... + Uy,

(14) vit Ujtengd = Li(ay, ...,a,) = v;+ U;+&;84

definierte Gebiet enthilt die Menge derjenigen Punkte von E? die hochstens den
Abstand V’E von der Hyperebene

Lj(al. reny “9) = UJ“}’ f'j

haben. In (14) muBB man ¢;, und ¢;, gleich +1 oder gleich —1 wiihlen, und zwar
so daBB das MaB des erhaltenen Gebietes maximal ausfillt.
Bezeichne Z; (i=1, 2) die durch das Ungleichungsystem

Lj(a]. ey ag} = UJ'*'U}"‘EJ"gA (j — 0, T g)

definierte Menge. Z,\ %, enthilt dann EZ(I"E). %, und %, wurden durch Unglei-
chungsysteme vom Typ (13) definiert, so geniigt es nur V(%) zu bestimmen.
Verwenden wir zuerst die Transformation

yy=L)a;,...a) (J=1,....8)
auf E9 Die Determinante dieser Transformation ist B. Aus (12) folgt
n+e.+y, =—Lo(ay, ..., a,).
Bezeichnen wir mit # die durch
v=U+y; (J=1..8

— I." = U|] = "‘1 T sis ™ T 'ily
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definierte Menge. Wegen den Eigenschaften der linearen Transformationen gilt
offensichtlich B-V(Z)=V(#). Infolge des Obengesagten und Lemma 2 bekom-
men wir

(Up+...+ Ug+vp+...+0,)

”/ O - g

woraus sich
. (Ug+...+U,)y 2y n
‘V(.‘z’)— 21B ¢ |= g!B(U(,+...+U,).. 1

ergibt, falls U,+...+U,=V ist. Auf dhnliche Weise erhilt man
g q
V(2) = _Z(Uj+r.j+p,ﬁgA)] (g!'B)".
Jm0

Auf Grund der Definitionen gelten @(V’E)g%\.@l und %,-2%,, und somit auch

2g(g+1)4
V[@(l@] = —g(—g—!a; 20-1g(Up+ ... + Uy,

falls Up+...+U,=V+g(g+1)A ist. B
Wenn wir die Abschitzungen fiir V(%) und V(Z(yg)) sowie Lemma 2 kom-
binieren, dann bekommen wir

Ust...+ U
¢ 1 AN £ 4 Y “+g,; | < S, ... U)-V(@)+
 (UetentUy| > s

+1(@) - 5 4 g g+ D AU+ U

falls Uy+...+U,=V +g(g+1)A, womit Lemma 3 bewiesen ist.

3. Beweis von Satz 3 und 4

In diesem Punkt wird K immer einen Zahlkérper vom Grad » und
M ={a,, ..., 2,} einen vollstindigen Z,-Modul von K bezeichnen. Wir werden mit
Oy den Multiplikatorenring von M und mit &5 die S-Einheitengruppe von 0,

bezeichnen.

Die folgenden zwei Lemmata sind Verallgemeinerungen wohlbekannter Ergeb-
nisse der algebraischen Zahlentheorie. Thre Beweise sind in [7] erschienen.

Lemma 4. Bezeichne ¢ den S-Rang und Ry, den S-Regulator von €, . Es existieren
in Cyy multiplikativ unabhdngige S-Einheiten n,, ....n,, fiir welche

AT

(15) n; lognls,| = e [Eg_n
Sir alle #;;€ Sy gilt.
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Bezeichne in diesem Punkt & die durch die S-Einheiten #n,,....n, erzeugte
multiplikative Gruppe von K.

Lemma 5. Es sei pc M eine Losung von (5). Dann existieren p'¢M und ecé
mit p'=gp und mit

e fad 3[7"’9]“*1 T = 5
(16) ni;llog|¢ls,| = 5@ oER Ry + 5] |log al = ¢,
fiir alle 2;;€ Sg.
Bemerkung. In [7] lauten die Lemmata 4 und 5 etwas anders, aber um die
Konstante ¢,(a) nicht noch komplizierter zu machen, wenden wir jetzt dieselben
in der hier gegebenen Fassung an.

Die ndchste Behauptung ist grundlegend fiir den Beweis von Satz 3 und von
Satz 4.

Lemma 6. Seien K, M und & wie friiher, sowie pc M eine (16) geniigende Lisung
der zu (1) dquivalenten Gleichung (5). Es bezeichne P, (T) die Anzahl derjenigen
Elemente von ué, in deren Darstellungen der Gestalt

(17) Xyt oot 0 Xny (X7, 0ees X)EZD
die Koeffizienten (2) geniigen. Dann gilt

ne (2n)?
o1R, 108" T = o

Pue(T)— ¢y loge=*(|'T).

falls log (| T|)=c¢,, mit der in Satz 1 definierten Konstante c,.

Beweis. Zuerst geben wir eine obere Abschatzung fir P, (T).

Wenn a€ué eine Losung von (5) ist, dann ist o€ M und so kann « in der
Form (17) geschrieben werden. Infolge der Voraussetzungen geniigen die x; (2).
Wegen den wohlbekannten Eigenschaften der Bewertungen gelten

(18) ooy, = nHT, (i=1,...,¢)
und
(19) laiyﬂé.}f’]’j U=, .58 1= 8

Wegen a€ué existieren andererseits a, ..., a,£Z mit

a = pungt-...-nge.
Aus (18) und (19) folgen nun

i PR nHt " ‘
(20) ”?ll *ave "Te'l'-"?o;.- - []‘“T) Vm' =ByVei (i=1,...,¢)
und g
@) Wt m (] Ty e By Ut fm )
# = \uls, :
mit V=T (j=0, ..., 3 i=1, ..., ¢)).

Es sei
Lﬁ(al. ey an) - "jial |Og|rh|_r,-ﬁ+ ..-+ﬂj£“e |0g|r,",|,eh_.
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Die Determinanten g-ter Ordnung der aus den Koeffizienten dieser Linearformen
gebildeten Matrix haben den gemeinsamen absoluten Betrag R,#0.
Mit dieser Bezeichnung folgt aus (20) und (21)

(22) Lﬂ(ala i ar_r = IOg Vji+]og3ﬁ (J = 0! s TS i = la -*-’ej)-
Auf (22) ist schon Lemma 3 anwendbar mit g=0, A=c;, B=R,

V = | 3 SlogBy| = nllog (na#"+Y) +|log a|
jm0i=1
und mit
(23) Up+ ...+ U, = 3 3log¥; = nlog (IT|).
J=0i=1
Daher erhalten wir
_ n®log®(||T|)
+ 201 llog not*+) +|log al + g*(e+ 1) 5] loge=*(T)
Q'HR‘ 3 ’

falls Iog(||T||_):s-z1_IognJ¥"+'|+:r—|I0ga|+g(t+l)c3. Hier wird auch g+ 1=n(t+1)

ausgenutzt.

Jetzt geben wir eine untere Schranke fir P,,(T). Seien L(a,,...,q,) wie
frither, und betrachten wir (22) mit den, den fritheren nicht unbedingt gleichen,
spéter zu bestimmenden Konstanten Bj;.

Seien (a, ..., a,)€Z®¢ eine Losung von (22) und

* = Uyt e ... MR = HE.
Zuerst konnen wir feststellen, dal 2€ué und so «€ M, damit kann « in der Form
(17) geschrieben werden. Aus (22) folgt
fﬂ;ﬂizéfﬁIV}

und aus dem letzten Ungleichungsystem
(25) tls,, = |uls, Bii" T; = s, B;T;
fir alle 2 Sk.

Betrachten wir zuerst nur die Ungleichungen vom Index j=0 von (25). Aus
diesem Ungleichungsystem kann eine obere Schranke fiir die |x;| bewiesen werden.

Der Beweis stimmt mutatis mutandis mit dem von Satz 1 [6] liberein, deshalb geben
wir nur das Resultat des Verfahrens an:

1%/l = (n*2H*-1e4By|Dpg| V3T, (j =1, ..., n).
Wenn sogar
B" e (nn_-'EJeGn—lt,c{lDM{-—]J'E)—I

gewihlt wird, dann gilt offensichtlich

max |x;,, = 7.

1=i=n
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Bezeichne Q=Q; bzw. S._=Sk . die Menge simtlicher nicht dquivalenten,
bzw. sdamtlicher nicht dquivalenten archimedischen Bewertungen von K. Fiir alle
2€ K unterscheiden sich die x|, von 1 nur fiir endlich viele 2<Q.

Fir alle 20O\ Sg seien

By i ol

Bezeichne a die Menge derjenigen Elemente w von K, fiir die
lwlp, = |ulp,B;T; (fiir alle 2;€Sg\ S.),
lwls = By (fir alle 2€Q~ Sk)

gelten. Im weiteren werden wir fordern, daB fiir jeden mdoglichen Index j ein z,€Z
mit B;=p3 existiere. a ist ein gebrochenes Ideal in K mit Norm

N(a) = [ /i B;"’) ;[jl [(T,-B,-)"' ,-é |ﬂ15;"]‘

PEONS,

wo np den lokalen Grad von 2€Q\ Sg bezeichnet.
Die Koeflizienten von (17) gehdren zu Zp, oder dquivalent formulierend gilt
xlp=1 fiir jede PO\ Sk. So gilt

(26) |2 » = max | x,|» = max ||, = Bg
1=k=n 1=k=n
fir alle 2€Q\ Sg. Infolge (25) und (26) gehért o zu a.

Seien a; = min{ max |« = p4%, b, = max{ min =put., F,=p¥,
i a€Z Usk=n t il*"u P}} i bEZ {1§i':'t’j I-ufd'ﬁ p?} e -7
l'ir"ﬁeJ

C,=py (j=1,...,7) und endlich

& = [ (F(C;B,T)™Y) (k=1,...,n).

J=1

Wegen der Wahl von F;, C;, B; und T; existieren w;€Z mit F;(C;B;T;) '=p}p
fir alle j=1, ..., 7. So gelten

Gle =l (k=1 ...,n)
fur alle 2€Q~ Sy und

%l = 1ol C; B; T F; (k=1,...,n)
fir alle 2;€ Sy S... Wiederum wegen der Wahl von F; und C; gelten
Iﬁk]f}. = “I["J‘BJ'T) (k — 14 ey l?]'

fir alle 2;,€ Sx\.S.. d.h. a enhilt auch die &, fir k=1, ..., n.
Als additive Abelsche Gruppe besitzt a eine Basis f,, ..., f,. Diedurcha,, ..., «,
erzeugte freie additive Abelsche Gruppe wird mit 2 bezeichnet. Sie ist eine Unter-
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gruppe von a; so existieren eine Basis w,, ..., w, von Wund a;€Z (j=1,....n:
58
mit
(27) W, =aufrt...+a,p, (k=1,..,n)
0'—;:“;”"_;_:““‘ [j:k,....ﬂ_)

Ty sl =
wo
D =[a:A)] = [D(@E,. ..., %)/ DBy, ..., B

Die fi-s konnen aus (27) mit den w-s in der Form

D D :
ﬁk :%w]+...+Tuwk (k=l, ....")

mit Dy, Z ausgedriickt werden.
AuBerdem existiert eine unimodulare Matrix U von ganzen Elementen mit

(@ys -0y @) = U@y, ooy BT

wo T die Transponierte des Vektors bezeichnet. So existieren £E;€Z (i,j=1, ..., n)
mit

(28) b =—0+ ... +—=a, (k=1,...,n).

Wir haben schon x€a gezeigt, deswegen existieren z,, ..., z,6Z mit

= :1ﬁ1+"‘+:nﬁn
woraus man infolge (28)

mit
dy =5 Ey+...4+2,E4, (k=1,....n)

erhalten kann. So konnen die Koeffizienten von (17) in der Form

i 2
X, = ‘3“ I (FJAC;B;T)™") (k=1,...,n)
i=1
geschrieben werden, woraus
(29) 1%y, = 1D, FitB;C,T; (k=1,...,m)=1,...,%)
folgt.

Es gilt weiter D'Y*(B,, ..., B,)=N(a)|Dx/** und

lei(&]‘ ceey i") = l}[yl F}’(c‘ij Tj)_nl IDMPP:'
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Wenn man jetzt den expliziten Ausdruck von N(a) und von D anwendet, dann
bekommt man

D™, = Ci* Ff DYDYy, mmw- (J=1 . 9.
Aus (29) folgt nun
1%y, = T3 B; (£ =" IDY* (DY, IT Iy (=1, ... ).
=1 y
Wenn sogar

&l
(30) B; = (CJ/FJ)"*lID}?/D}E‘alPJ H; 'ﬂl;;:ﬂ

gewihlt wird, dann existiert fiir jedes j ein #;6Z mit B;=p% und es gilt noch

12?:_‘:& kal,,j b R T R ) 3

Wenn man also in (22) die den obigen Bedingungen entsprechenden Konstanten
B;=B%4 (j=0,...,7; i=1,...,e;) nimmt, dann gibt es zu jeder L&sung
(@, ...,a,)€Z® von (22) ein a€pué mit den geforderten Eigenschaften. So ist P,,(T)
nicht gréBer, als die Losungsanzahl von (22).

Lemma 3 kann wieder mit den bei der oberen Abschidtzung bestimmten Kon-
stanten bis auf ¥ angewandt werden. Jetzt ist ndmlich

=|2 Z =n|log [] B;|,
I=0i=1 j=0
wo
[[ BJT = (nm-#n lec’)_]|Du’h'H [’Dlm/D’( lPJ(C ,J'F )n 1 ”]Hl'"”]
j=0 i
Danach ist

+|loga|+n(t+2)c;+n|log n'? H 1| = ¢;

IOg [IDullrz ” ‘DI AIDI.&!‘”]
Jj=
mit einfacher Rechnung einzusehen.
Es gilt also
ntlog¢(|T)  (2n)®
o!' R, 0'nRg

falls log (|T|)=cs/n+o(t+1)cs.

Man kann wieder mit einfacher Rechnung priifen, daB@ die in Satz 3 definierte
Konstante ¢, groBer ist, als die Konstante im Restglied sowohl der oberen als auch
der unteren Abschitzung. Damit ist Lemma 6 bewiesen.

Beweis von Satz 3. (1) besitzt unendlich viele Losungen. M ist in K vollstindig,
somit gehort jede maximale Losungsfamilie zu K, deswegen sind die maximalen
Losungsfamilien paarweise disjunkt und ihre Anzahl ist %,,. Seien @, ..., o, die
erzeugenden Elemente der maximalen Loésungsfamilien.

Pue(T) = (c5+ 0*(e + 1) ¢5) log~ (I T).
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& hat endlichen Index in &3 und sogar
[63:6] = my R,/R3, = 1.

Sei 7,, ...,y ein vollstindiges Representantensystem der Nebenklassen von &3/&
und p,=w;y, (i=1, ..., #y: t=1, ..., I). Dann gilt

I
w; 8y = Un Had (i =1, ..., %y)
t=

und die verallgemeinerten Losungsfamilien sind sogar paarweise disjunkt.
Wir haben also

4

O |
PM,a (T) = 21‘ Z;P,u“d' (T)9
i=1 t=
wo P, .(T) die Anzahl der (2) geniigenden Elemente von y;,& bezeichnet.
In Lemma 6 wurde eine weder von i noch von ¢ abhingende asymptotische
Formel fiir P, ,(T) bewiesen. Also gilt

R
PM.(I(D - I.XM PH]]J(T.) - ’"MXJ“R_:;P}IHJ(T)
und damit ist Satz 3 bewiesen.

Beweis von Satz 4. Man konnte Satz 4 auch als Folgerung von Satz 3 beweisen.
Dann wire aber die erhaltene Konstante im Restglied viel schlechter, als wenn man
die Methode des Beweises von Satz 3 anwendet. Die ausfiihrliche Darlegung braucht
keine neue Ideen, deshalb iiberlassen wir dieselbe dem Leser.

4. Beweis von Satz 1 und 2

Seien M ein Zp-Modul und L ein Teilkérper vom Grad n;, und vom S-Rang
¢=1 von K. Wenn & eine Untergruppe von endlichem Index der S-Einheitengruppe
L&y von L und 0#ue M* mit u&< M sind, dann wird ué eine verallgemeinerte
Losungsfamilie von (1) genannt.

Die Anzahl derjenigen Elemente von ué, deren Koeffizienten (2) geniigen, falls
man sie in der Basis o, ..., o, von M aufschreibt wird mit P,.(T) bezeichnet.

Lemma 7. Bei den obigen Bezeichnungen seien noch R, der S-Regulator von &
urd mg die Anzahl der zu & gehorigen Einheitswurzeln. Dann gilt

(ny)emyg
o' R,

und die in O implizierte Konstante héingt nur von K, L, &, oy, ..., %, und p ab.

Ps(T) = log? (|| T|) +O(log¢=*(|T|))

Beweis. Unser Gedankengang ist dhnlich dem, den wir im Beweis von Lemma 6
benutzten, daher werden wir ihn nur dort ausfiihrlich darlegen, wo es nétig ist.
Seien §; bzw. Si die maximale Menge der nicht dquivalenten Fortsetzungen
auf L bzw. auf K der Elemente von S,. Die Elemente von S; werden zwei, die von
K. dem fritheren entgegen, drei Indizes besitzen. Der erste Index von 2,;€ S, oder
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von 2,,cSg zeigt, daB die fragliche Bewertung die Fortsetzung von p,£S, ist.
Der zweite Index von 2,,€ Sk zeigt sinngemall, dall diese die Fortsetzung von
2;;€8, ist. Wir werden noch fordern: wenn eine Bewertung des Oberkdrpers nur
auf dem Teilkdrper betrachtet wird dann stimme sie mit der Bewertung iiberein,
woraus sie fortgesetzt wurde. Es wird noch n,=n(2;,/p;) und n;;=n(%;;/p;) fir
alle moéglichen Indizes gesetzt.

Eine wohlbekannte Eigenschaft des lokalen Grades lautet:

N = M( Pl PijIni; .

Im weiteren besagt 4<<B, daB eine nur von K, L, &, a,, ..., 2 und p abhingende
Konstante £ mit A=EB existiert.
Wenn nun a€uf<S M ist, dann gibt es ein (x,, ..., X, )€ Zf mit

(31) o =0c X+ ... + 00X,
Es wird zuerst angenommen, daB die Koeffizienten x,,...,x, (2) geniigen.
Dann gilt
(32) |ls,,, < T;
wegen den Eigenschaften der Bewertungen fiir alle 2;;,€ Sk.

Es sei n,,...,n, ein Grundeinheitensystem von &. Infolge «€pué existiert
eine Einheitswurzel (€& und ein (a, ..., a,)€Z? mit

oo=puln.... « g8
Aus (32) folgt
(33) nte ... meels,,, <T;

fir alle 2;,€ Sk.
nit-...-nge ist ein Element von L, und es gilt

...« mgelo,, < T,

fiir alle 2,,€S, wegen (33) und der Normierung der Bewertungen. Aus letzterem
folgt
(34) ayn;; log f'h|9,j+ .. t+agn;;log "Maﬂ,, = n;; log T;+ By;

fir alle 2,68, mit den nur von K, L, &, «,, ..., % und uabhidngenden Konstan-
ten B;;.

Man kann Lemma 3 wieder anwenden, um die Anzahl der Ld&sungen
(@y, ..., a,)EZ*® von (34) zu bestimmen. Damit bekommt man

Py (T) = —(—"EL—)%-?-‘-log"(IITﬂ)+0(log"“(IlTIl))-

!

Um eine obere Abschidtzung fiir P,,(T) zu bestimmen, betrachten wir (34)
mit geeignet gewiihlten, mit den fritheren nicht notwendig iibereinstimmenden, Kon-
stanten B;;. Es sei (a,, ..., a,)€Z¢ eine Losung von (34) und

TR a
E={ng-...one

mit einer beliebigen Einheitswurzel (€6.
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Es wird eine Ganzheitsbasis /,, ..., 4,, von L so gewihlt, daB die Konjugier-
ten von /,, ..., 4,, mit der Diskriminanten und mit dem Grad von L abgegrenzt
sind. Dann enthilt der durch /,,...,/, erzeugte Z,-Modul &. So existieren
Zyy o0y 29, €Zp Mt

&) e=AZit .oty 2y
Man kann sogar ebenso wie in Lemma 6

max |z], <T; (j= 01

1st=sng
beweisen. :
Wegen uc M existieren 0=d;cZ (i=1,...,n)) mit uidi¢M. Somit gilt

k
pid; = Jbya, (i=1,..,n)
tm=]

mit b,€Zp, und die d; sowie die b, hingen nur von M, L, . ....% und u ab.
Wenn nun

n
Xp = i:b:f:ru"ld:
1=
gesetzt wird, dann ergibt sich

(36) HE = o = oty Xy + ... + 0 X
Es gilt sogar

max, |xilp, <= ,_max 12d,, J=0,...,1).

. ax |x;,. max |z j =0, ..., 7). , :
Also kann durch gec1gnﬁ=nl1.....k iy, < :fl....’fnL' oy J v Koeffizienten in
(36) (2) geniigen. So ergibt sich

(ng)?myg
0! R,

mittels wiederholter Anwendung von Lemma 3. Damit ist Lemma 7 bewiesen.

Seien L, und L, Teilkorper, sowie M ein Zp-Modul von K. Wenn (M, L))
und (M, L,) zwei Losungsfamilien von (1) mit nichtleerem Durchschnitt sind, dann
kann man sie in der Form p™&y, bzw. p™&3§ aufschreiben. Also fallen Losungs-
familien die zum demselben Korper gehdren entweder zusammen oder sie sind
disjunkt. Das folgende Lemma beschreibt den Durchschnitt solcher Losungsfamilien,
welche zu verschiedenen Teilkdrpern gehoren.

Pu(T) = log® (|| T|l)+O(loge~*(ITI)

Lemma 8. Sind L,. ..., L, verschiedene Teilkérper von K und sind
uh&y, ..., &y
Lésungsfamilien der Gleichung (1), dann gilt

) uidS = p [m L d‘f.«] :
=] i=1

‘l a

Auperdem stimmen der S-Rang der Einheitengruppe () “&5 und der S-Einheiten-
i=1

3
gruppe des Korpers (| L; iiberein.
i=1
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Beweis. Im Beweis von Lemma 4 von [3] ist iikerall S-Einheitengruppe statt
Einheitengruppe zu lesen, dann ist der Beweis identisch mit dem in [3].

Beweis von Satz 1. Nach Voraussetzung hat (1) unendlich viele Lésungen bei
dem gegebenen a. Sie gehoren nach dem Satz von H. P. SCHLICKEWEI ([8] Theorem 1)
zu endlicl vielen maximalen Lésungsfamilien. Seien diese mit (M, L), ..., (M, L,)
bezeichnet. Unter den Teilkérpern L,, ..., L, koénnen auch gleiche vorkommen.
Bezeichne P; , (T) die Anzahl derjenigen Elemente des Durchschnittes der Losungs-
familien (M, L), ...,(M, L;) 1=t=g fur welche (2) erfiillt ist. Auf Grund von
Lemma 5 ist der Durchschnitt entweder leer, oder eine verallgemeinerte Losungs-
familie derart, daB die cnlsprcchendc S-Einheitengruppe endlichen Index in der

S-Einheitengruppe des Kérpers ﬁ L;, hat. Die Anzahl der endlichen maximalen
Lésungsfami‘ien ist O(1). Daher gﬂl
g
(37) Py(M=2P(M—- 2 P,,(M+-...
i=1 1=i,<ig=g

. (=1 S P,-imf((T)+...+(-I)"‘P,,__,(T)+O(l}.

10y <. <i, =g
Bei der Bestimmung der Hauptgliedes von P, (T) spielen selbstverstindlich
nur diejenigen Summanden eine Rolle, fiir welche der S-Rang von ﬁ L;, genau o
ist. Denn nach Lemma 7 gilt "
[ €iy...i, Jog? (I TI)+O(log*~ 1(HTII))
wenn der S-Rang von ﬂ L, gleich o ist,
O(log?(|I T, '
wenn der S-Rang von _ﬁl L;, gleich ¢" = ¢ ist.
fis

Py,...,(T) =

Folglich haben wir
Py (T) = ¢ log? (|| TI))+O(loge =" (| TI)),
wo

(38) L= Zg"r.‘,»+‘..+(—‘l)'_l Z ".l'lv-<l't+'”
i=1

1=i,=...<i,=g

ist, und wo der Strich an der Summe bedeutet, daB nur iiber r-Tupel (iy, ..., 7)
summiert wird, fiir welche der S-Rang des Kdorpers genau g ist.
Da fiir alle 1=i=g Py(T)=Pi(T) ist, gilt c=¢; fir alle in (38) vorkommen-

4
den ¢;. Nach der Voraussetzung gilt >’ ¢;=0; also gibt es ein i mit ¢;=0, und
i=1

somit gilt auch ¢=0. Damit ist Satz 1 bewiesen.

Beweis von Satz 2. Seien die maximalen Losungsfamilien von (1) so geordnet,
daB (M, L),....(M,L,) r=g zu den Kdérpern L,,..., L, gehdren. Dann haben
die Losungsfamilien (M, L;) mit i=r, ebenso die Durchschnitte (M, L,)"(M, L)
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mit j, k=r und schlieBlich auch die Durchschnitte (M, L,)(M, L,) mit j=r
und k=r jeweils einen S-Rang —=p.

Um das Hauptglied von Py (T) zu bestimmen, mull man also nur die Anzahl
der (2) geniigenden Elemente der Losungsfamilien (M, L;)N..."\(M;) 1=j,<
<...<j,=r in Betracht ziehen. Nach Voraussetzung ist aber der S-Rang des
Korpers L;\L, (1=i<j=r) und folglich auch des Korpers L;(...M"NL;
(1=i,=...=i,=r) Kkleiner als ¢. Daher haben wir

Py (T) = éPf(r)+0(loge'<4;rr|))

mit einem @ <p. Es gilt aber fir alle i=1,...,r

(m;)* miy
(29) P(T) = ﬁ
nach Lemma 4.

Die Konstanten im Hauptglied von (39) sind fiir alle, zum gleichen Korper
gehorigen Losungsfamilien dieselben. Benutzen wir nun, daB die Anzahl der zum
Kdorper L; gehorigen maximalen Losungsfamilien x,f ist, so erhalten wir den Beweis

dieses Satzes.

log?(||T|)+O(log*~'(| T|))

Beweis der Folgerung. Man kann
Pb*!.n(N) - PM'.‘,'(N, I, oy |)

einfach zeigen. Kombiniert man dies mit dem entsprechenden Satz, so ergibt sich
unmittelbar die Folgerung.
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