Sur les voisinages invariants des orbites d’actions orthogonales

Par J. SZENTHE (Budapest)

En étudiant les actions de groupes de Lie compacts on se sert de tels voisinages
invariants des orbits ol ces actions sont relativement simples. L’existence de tels
voisinages avait été établie premiérement pour les actions différentiables par
J. L. KoszuL [5] et aprés pour les actions continues par un résultat conjugué de
D. MoNTGOMERY et C. T. YANG [9] et conjointement par G. D. Mostow [10]. Con-
sidérant le rdle important de tels voisinages invariants, la tiche s’impose naturelle-
ment d’en chercher parmi eux les plus grands possibles. Ci-dessous, on étudiera de
tels voisinages invariants maximums en cas d’actions orthogonales:; or, d’abord
on discutera la question de leur unicité et aprés on obtiendra quelques résultats les
décrivant.

1. Certains sortes de voisinages invariants des orbites

Tout d’abord on résume les différentes sortes de voisinages invariants des
orbites employés ordinairement en étudiant les actions différentiables de groupes
de Lie compacts.

Or, étant donnée une action indéfiniment différentiable «: GXM—+M d’un
groupe de Lie G sur une variété différentielle M de la classe C*=, soit G, le sous-
groupe d’isotropie d'un point xé M. Lorsqu’il existe une sous-variété S,c M de
la classe C*= contenant x et transformée par G, en elle-méme, on obtient par la
construction usitée le fibré

(px: G)\ G_“S‘_\' s G/(’\

de la classe C= qui est associé au fibré principal n.: G—-G/G, et a 'action de G
sur S,: en plus, on obtient aussi une action indéfinement différentiable

Txr (’X{(’Xﬁxsx) -G X U_YS,\
telle que I'application ¢, est équvariante pour 7, et pour l'action canonique de
G sur G/G,. Ceci étant, s'il existe un plongement indéfiniment différentiable
Bi: GXG Sy =~ M

qui est équivariant pour les actions y, et » et qui a pour son image un voisinage
ouvert ¥ de I'orbite G(x), on appelle S, une tranche de x en x et V un voisinage
régulier de I'orbite G(x) ([1], pp 82—84).

L’existence de voisinages réguliers des orbites avait été établie la premiére fois
par Koszul pour les actions différentiables de groupes de Lie compacts en employant
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une construction géométrique [6]. En effet, soit donnée une action indéfiniment
différentiable
a: GXM - M

d’un groupe de Lie conpact G sur une variété différentielle M de la classe C=.
D’abord, on fixe une métrique riemannienne invariante pour l'action « sur M.
Par suite, on obtient en chaque point z de I'orbite G(x) la décomposition

T.M = N.8T.G(x)

en somme directe de sous-espaces vectoriels ou N, est le complément orthogonal
de I'espace tangent 7.G(x). On montre que I'union

N(x) = U {N.|z€G(x)}

de ces sous-espaces admet canoniquement une structure du fibré vectoriel de la
classe C= sur I'espace de base G(x), qui est appelé le fibré normal de I'orbite G(x).
En plus, I'action induit une action indéfiniment différentiable

v: GXN(x) — N(x)

selon la définition suivante: Soit «,: M—~M pour gcG la transformation définie
par o,(z)=u(g, z) pour z€M: alors, on pose

v(g, v) =T.a,0

pour g€G et véN. ou zeG(x). La métrique riemannienne invariante fixée de
M induit une application exponentielle exp: TM M. Or, soit

e:N(x) - M

la restriction de l'application exponentielle au fibré normal N(x). On montre que
I"application ¢ est équivariante pour les actions « et v. De plus, on établit I'existence
d’un voisinage ouvert V'’ de la section nulle dans le fibré vectoriel N(x) qui est inva-
riant pour I'action v et tel que la restriction de ¢ & ¥’ est un difftomorphisme.
Donc, V=¢(V’) est un voisinage ouvert de G(x) invariant pour «, qui est appelé
un voisinage normal de I'orbite G(x) ([1] pp 303—308). Concernant la relation des
voisinages considérés on a démontré que

S, =&(V'NN,)

est une tranche de I'action « en x et que le voisinage normal }' est un voisinage
régulier de 'orbite G(x) ([1] pp 308—309).

On obtient un voisinage normal particulier en choisissant un tel voisinage V'’
dans la construction esquissée ci-dessus que VN, soit une sphére solide dans
le sous-espace N, pour la métrique fixée. Le voisinage normal ainsi obtenu est appelé
un voisinage tubulaire de 'orbite G(x). La construction de voisinages normaux se
base sur une métrique riemannienne auxiliaire. Au regard de cette imperfection
topologique on a démontré que deux voisinages tubulaires de la méme orbite issus
de métriques riemanniennes invariantes éventuellement différentes sont isotopes s’ils
sont sufficament petits ([1] pp 309—312).

Etant donné une action différentiable x: G XM -~ M, I'ensemble de voisinages
réguliers d’une orbite fixée est naturellement ordonnée par I'inclusion. Donc, si G
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est compact I'ensemble considéré n'est pas vide et par conséquent il posséde des
éléments maximums selon le lemme de Kuratowski—Zorn. Un tel élément maxi-
mum sera appelé un voisinage régulier maximum de 1'orbite considerée. Ci-dessous
on étudiéra les voisinages réguliers maximums des orbites en cas d’actions ortho-
gonales.

2. L’unicité de voisinages réguliers maximums

La définition de voisinages réguliers maximums souléve immédiatement la
question de leur unicité. On traitera cette question dans le cas de voisinages réguliers
maximums d’orbites principales produites par actions orthogonales.

Ftant donné une action orthogonale z: GXR"—R" c'est-a-dire une action
différentiable telle que toutes les transformations «,, g€G sont orthogonales, on
étudiera d’abord les points critiques de I'application exponentielle restreinte

e:N(x) - R"

du fibré normal d'une orbite G(x) définie plus haut. Puisque G(x)CR" est une
sous-variété de la classe C= il est convenable d’employer les résultats fondamentaux
concernant les points critiques de I'application exponentielle du fibré normal d’une
sous-variété de R". Or, soit L une sous-variété¢ de la classe C~ et de dimension k
de I'espace vectoriel euclidien R" ou 1=k=n—1. Pour z€L soit N, le complé-
ment orthogonal de I'espace tangent 7, L dans 7.R"=R". On montre que

N =U{N,|z€L)}

est un fibré de la classe C=, qu’on appelle le fibré normal de L et considére comme
une sous-variété de la classe C* et de dimension n du fibré tangent 7R"=R"XR".
L’application exponentielle canonique

exp: TR" - R"
restreinte & N est une application &: N-—~R" qui est donnée par
e(w) =z+w pour weN.C N.

Si w est un point critique de I'application ¢ et le noyau de I'application tangente
linéaire T ¢ est de dimension g, on dit que &(w) est un point focal de la multiplicité
u de la sous-variété L. On sait que les points focaux de la sous-variété L sont com-
plétement déterminés par son second tenseur fondamental. Or, si ze L, le second
tenseur fondamental de L en z est une application bilinéaire symétrique

w,: T.LXT,L -~ N.

etsi sEN, estun vecteur unitaire, le produit scalaire de R" definit une forme bilinéaire
symétrique par
(u,v) — (s, 0. (u, v)), u,veT.L

sur I'espace tangent, qui est appelée la seconde forme fondamentale de L en z définie
par s. Alors, les points focaux de la sous-variété L sont déterminés par son second
tenseur fondamental selon la proposition suivante: Soit donnée une sous-variété
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LCR" de la classe C= et de dimension k ot 1 =k=n—1 et soit we N,CN un point
critique de I'application.
&: N - R"

Alors, on a iw=s ou s€EN, est un vecteur unitaire et . est une valeur propre de la se-
conde forme fondamentale de L en z définie par s ([8] pp 32—38). Donc, étant donné
une orbit G(x) d'une action orthogonale, les points critiques de I’application

g: N(x) - R"

sont complétement déterminés par le second tenseur fondamental de I'orbite donnée.
En plus, si w est un point critique de I'application &, le noyau de I'application tan-
gente linéaire 7,,& a une position assez déterminée dans 7, N(x) selon le lemme
suivant

Lemme 1. Etant donné une action orthogonale x: G X R"—=R" d’un groupe de Lie
compact, soit x€R" un tel point que I’orbit G(x) est principale et we N, le premier
point critique de I'application

e: N(x) -R"

sur le rayon Ew, £=0. Alors, le noyau de I'application tangente linéaire T, & est un
sous-espace de l'espace tangent T, G(w) de I'orbite G(w) de w par l'action v induite
de G sur N(x).

DEMONSTRATION. On considére le fibré normal N(x) de G(x) comme une sous-
variété du fibré tangent TR"=R"XR" et par conséquent I’application ¢ est donnée par

e(w)=z+w pour weN,
ou z€G(x). En plus, I'action induite v de G sur N(x) est donnée par
v(g,w) =a(g,w) pour gcG et weN,c T.R"
aprés avoir identifié canoniquement 7_R" avec R". 1l en résulte que
eov(g, w) = eoa(g, w) = a(g, 2)+a(g, w) = 2(g, z+w) = a(g, &(w)),

c’est-a-dire 'application & est équivariante pour les actions v et a.

On considére la décomposition 7,R"=N,67,G(x) en somme directe de
sous-espaces orthogonaux. La définition de & entraine que’elle applique le sous-
espace normal N,cT7,R" sur la sous-variété linéaire x+N,CR" par une bijec-
tion affine. Donc, 7,&¢ applique I'espace tangent T, (N,) sur l'espace tangent
T...(x+N,) par isomorphisme. Or, on considére la décomposition

T.N(x) = N,8T,G(w)

en somme directe de sous-espaces orthogonaux et puisque I'orbite G(x) est principale
on a N,=T,(N,). Donc, T,¢e applique N, sur 7, (x+N,) par isomorphisme.
On voit facilement en vertu de continuité que l'espace tangent 7.,,G(x+w) est
orthogonal a I'espace tangent 7., .(x+N,). Par conséquent, on a les décomposi-
tions

Tx+ w R" = Tx+w(x + Nx) @Cx+w€'3 Tx-i-w G(x + “')

T.r-F w R" = N_\'J-u'@rt+wc(x+“‘]
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en sommes directes de sous-espaces orthogonaux. Alors, on obtient que
N.t-i-w = L+ “.(.Y—f— Nx)®Cx+u--

Puisque I'application & est équivariante, son application tangente linéaire 7,¢
applique I'espace tangent 7,,G(w) sur I'espace tangent 7,.,G(x+w). 1l en résulte
que le noyau de I'application 7,¢& est un sous-espace de I'espace tangent T,,G(w).

Le lemme suivant présente une condition suffisante pour qu'une tranche d'une
action orthogonale soit uniquement définie.

Lemme 2. Soit «: GXR"-R" une action orthogonale et xcR" un point tel
que lorbite G(x) est principale et que le sous-groupe d’isotropie G, est de rang maxi-
mum. De plus, soit

T.R" = N, ®T,G(x)

la décomposition en somme directe de sous-espaces orthogonaux et S, une tranche
de 'action o en x. Alors, on a S,Cx+N,.

DEMONSTRATION. En effet, pour z€S, on a z=x+&(z)+n(z) ou E(2)EN, et
n(z)€T,G(x) sont uniquement définis. De plus, si g€G, on a

(2, (2)) = T, &(2) et n(x,(2)) = Ta,n(2).

Mais, I'orbite G(x) étant principale on a a,(z)=z pour z2€S, et g€G,. Afin de
démontrer par contradiction soit supposé que

S ¢ x+N,.

Or, dans ce cas il y a un vecteur u€7,G(x) différent de zéro et tel que w=T7 o u
est valable pour tout geG,.

Soit 1: G(x)—-G/G, l'isomorphisme équivariant et g=m& g, une décomposi-
tion réductive de l'algébre de Lie g de G ou g,Cg est la sous-algébre correspon-
dante & G,. En identifiant m a I’espace tangent de G/G, en G, on obtient un iso-
morphisme

T.:T,G(x) = m

qui est équivariant pour I'action de G, par T,a, sur T, G(x) et par 7, ad (g) sur m.
Donc, il y a un Xém—{0} tel que X=T,ad(g)X pour tout g€G,. Mais, on
sait que dans ce cas X€m/( ¢ ou ¢ est le centralisateur de g, dans g ([6] pp 66—71.).
Alors, G, ne peut pas étre du rang maximum dans G. Or, on a obtenu une contradic-
tion qui prouve que S,Cx+ N, est valable.

Le corollaire suivant comprend une conséquence de ces deux lemmes précédents
qui sera employée dans ce qui suit.

Corollaire. Soit a: GXR"--R" une action orthogonale d'un group de Lie com-
pact et x€R" un point tel que l'orbite G(x) est principale et que le sous-groupe d’iso-
tropie G est de rang maximum. Si we N, est un point critiqgue de l'application

e: N(x) - R",

alors, le point £(w) ne peut pas étre contenu dans un voisinage régulier de l'orbite G(x).
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DEMONSTRATION. En vertu du Lemme 1 le noyau de I'application T, est un
sous-espace de I'espace tangent 7,,G(w). Par ailleurs, chaque élément weT, G(w)
peut étre obtenu comme vecteur tangent de la trajectoire d'un sous-groupe a 1
paramétre

/R~ G

du groupe de Lie G, c’est-a-dire on a I'expression suivante:
" ]
U=|J=—VWAITHL W .
Idf ( ( ; ) =10

Donc, en supposant que « est un élément du noyau de 7, ¢ et en considérant que
I’application ¢ est équivariante, on obtient que

T,.e [% v(4(7), w)]w“ = [di'r gov(4(1), w)] -

t={

T, eu

Il

[% a(A(7), E(W))]t=ll = [% a(A(1), x+ W)] =

t=0

e e[ r6om)
_ Iﬁa(;,(r), X) r=0+ e v(A(1), w) - 0.
Alors, en supposant que 7, &u=0, il en résulte que la condition suivante est safis-
faite:

[;—’r s x)]t=0 0.

Par conséquent G,,,CG, ne peut pas étre valable. Mais, si e(w)=x+w était
contenu dans un voisinage régulier de G (x) il serait élément de la tranche correspon-
dante de x en x selon le Lemme 2 et par conséquent on aurait G,..,cG,. Alors,
le point &(w) ne peut pas étre contenu dans un voisinage régulier de 'orbite G(x).

Le théoréme suivant qui découle directement d’-observations précédentes
présente 'unicité de voisinages réguliers maximums des orbites principales a quel-
ques conditions.

Theoreme 1. Soit «: GXR"-—+-R" wune action orthogonale d’un groupe de Lie
compact connexe et x€R" un point tel que l'orbite G(x) est principale et que le sous-
groupe d'isotropie G est de rang maximum. Soit V voisinage normal de G(x) tel que
tout point z€JV est 'image d'un point critique de e. Alors, V est le seul voisinage
régulier maximum de G(x).

3. Une description de voisinages réguliers maximums

Dans ce qui suit on donnera une description de voisinages réguliers maximums
de certaines orbites en cas d’actions orthogonales. En effet, on étudiera les bords
de voisinages réguliers maximums et obtiendra une formule qui les décrit.

Lemme 3. Soit a: GXR"—+R" une action orthogonale d’'un groupe de Lie com-
pact G et soit w,: T,G(x)XT,G(x)~N, le second tenseur fondamental de I'orbite
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G (x) au point x. Alors, on a
o (T xu, Toa,v) = Too, 0, (u, v)

pour tous les vecteurs tangents u, ve T, G(x) et pour tout élément g du sous-groupe
d’isotropie G .

DEMONSTRATION. L’assertion du lemme est une conséquence simple de la défini-
tion du second tenseur fondamental. En effet, étant donnés les champs de vecteurs
U, V tangents a I'orbite G(x) et définis dans un voisinage de x on considére la déri-
vée convariante ViV par la connexion canonique de R". Or, la décomposition

T.R"= N,®T,G(x)
en somme directe de sous-espaces orthogonaux donne la décomposition
(ViV ) = 0 (U, V) +(VV),

ou le composant w, (U, V') est démontré d'étre obtenu par un tenseur w,, nommé
le second tenseur fondamental et le composant (V, V), est demontré d'étre la dérivée
covariante pour la connexion induite de G(x) ([4] Il pp 10—21). Soit g€ G,, alors
on a évidemment les décompositions suivantes

T, 2,(VyV) = Toa,0.(U, V) +Tea,(VoV ),
(V{l‘xanu Tx ag 4 ).\' = x(Tx qg U! Tx mg V) T (VTxa‘gU Txag V)x *

Mais, I'action « €étant orthogonale, on a évidemment 7,a,(ViV)=(Vi_, T %V ),
et par conséquent les deux décompositions sont identiques, d’ou découle Tassertion
du lemme.

Pour déduire un corollaire du lemme précédent on considére le strate S(x)
d’un point x€R", c’est-a-dire I'union des orbites ayant le méme type que G(x).
On sait que S(x)cR”" est une sous-variété de la classe C~ et que étant donné un
vecteur tangent v€N,, la condition v=T,x,v est satisfaite pour tout geG, si
et seulement si ve T, S(x) est valable [7].

Corollaire. Soit x: GXR"—=R" une action orthogonale d'un groupe de Lie com-
pact G et soit w,: T,G(x)XT,G(x)~N, le second tenseur fondamental de I'orbite
G(x) en x. Alors, étant donné un vecteur unitaire s¢ N, tangent au strate de x, la
seconde forme fondamentale

(s, o (u,v)), u,veT G(x)
définie par s est invariante pour toutes les transformations Ty a,, g€G,.

DEMONSTRATION. En conséquence du lemme précédent et en vertu de I'ortho-
gonalité de I'action « on a évidemment

(8, 0 (Tagu, Tya,0)) = (Toa,$, Teot, @, (1, v)) = (s, 0, (u, v))

pour tous les vecteurs u, v€ T,G(x) et pour tous les élements g de G,.
Ci-aprés on donne une construction qui est essentielle pour les résultats sub-
séquents. Or, étant donnée une action orthogonale «: GXR"—~R" d’un groupe

4D
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de Lie compact G, on considére une orbite G(x) et son second tenseur fondamental
w,;: T.G(x)XT,G(x) - N,

en x; alors pour un vecteur unitaire s¢ N, tangent au strate S(x) la seconde forme
fondamentale
(s, o (u,v)), u,veT,G(x)

définie par s est une forme bilinéaire symétrique invariante pour l’action de G,
sur T,G(x). Alors, soient 4,(s), ..., 4,(s) les valeur propres différentes et 4,, ..., 4,
les sous-espaces propres correspondants de cette forme bilinéaire symétrique. Donc,
on a une décomposition

T.G(x) =®{dli=1, ..., p)

en somme directe de sous-espaces orthogonaux. De plus, le corollaire precédent
entraine qu'on a T,a,4,=A4; pour g€G, ou i=1,...,p: c'est-d-dire les sous-
espaces propres A; sont invariants pour I'action T,x,, g€G,. Puisque G, est com-
pact, les sous-espaces invariants A; sont sommes directes de leurs sous-espaces
irréductibles pour I'action considérée de G,. Par conséquent, on a une décompo-
sition
T,G(x) =&{Bjlj =1,...,r}

en somme directe de sous-espaces orthogonaux, qui sont sous-espaces irréductibles
des sous-espaces A;, i=1, ..., p. Soit (e, ..., ¢,) une base orthonormée de 7,G(x)
compatible avec cette derniére décomposition et soit u;(s)=4;(s) la valeur propre
correspondante au vecteur propre ¢, B,C A; pour i=1, ..., k. Alors, étant donnés
les vecteurs

k k
u= Jule et v= J e
' i=1

dans I'espace tangent 7', G(x) consideré, on obtient évidemment

(s, 0, (u, v)) = Zk' w(s)u'e!
i=1

pour I'expression de la seconde forme fondamentale dans la base choisie.

D’ici on se bornera au cas ou l'orbite G(x) est principale et par conséquent
I'inclusion N,c T, S(x) sera valable dans ce qui suit. En plus, on se sousmet a la
restriction que les sous-espaces de 7, G(x) irréductibles pour la représentation sont
uniquement définis. Donc, on a la méme décomposition

T.G(x) =@{Bjli=1,...,r}

et la méme base orthonormée compatible (e, ..., ¢,) de T,.G(x) pour n'importe
quel vecteur unitaire s€ N,. Pour obtenir explicitemenet la dépendance des valeurs
propres /;(s), j=1, ..., p de vecteur s, on fixe une base orthonormée (s,, ..., 5,-;)
de N, et on pose p;(s)=p;; pour i=1,....k et j=1,...,n—k. Alors, en vertu
d’observations précédentes on a

k
(8j, @ (u, 0)) = J p;u'v' pour u, ve€T,G(x)
i=1
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ou j=1,...,n—k. Donc, pour un vecteur unitaire scN, quelconque on a
n=k
s= 2 s
i=1

et par conséquent on obtient I'expression suivante pour la seconde forme fonda-
mentale

J n—k n—k v
(s, . (u,v)) = <'2‘ tfs!-. w,(u,v) )= 3 v(s;, 0.(u,v)) =
j=1 J=1

n—k

= TJZﬂ;IIl Z[z ,uutj]uu

J=1

Donc, on tire I'expression suivante qui donne explicitement la dépendance de valeurs
propres du vecteur s:

n—k £
wi(s) = 2 pytl.
J=1

On voit facilement que les vecteurs w;, i=1, ..., k. qui sont définis par

n—k
i Z HijSj

J=1
ne dépendent pas de la base choisie du sous-espace N,: or, on les appellera ici les
vecteurs critiques de I'orbite G (x).

Le théoréme suivant donne une formule qui décrit le bord du voisinage régulier

maximum d’une orbite principale d’'une action orthogonale & quelques conditions
supplémentaires.

Theoreme 2. Soit a: GXR"—~R" une action orthogonale d’'un group de Lie com-
pact connexe G et soit x€R" un point tel que l'orbite G(x) est principale et que le
sous-groupe d'isotropie G est de rang maximum. Soit V' un voisinage normal de G(x)
tel que tout point z€dV est l'image d'un point critique de ¢ et soient w;, i=1, ..., k
les vecteurs critiques de G(x). Alors,

.\-+min{ R [P k}s

ol
(w;, 8)

est le premier point commun du bord oV avec le rayon x+1ts. t=0 pour un vecteur
unitaire s€ N, quelconque.

DEMONSTRATION. En effet, soit s€ N, un vecteur unitaire et z=x+415, =0
le premier point commun du rayon consideré avec le bord dV. Selon les hypothéses
du théoréme le point z est I'image d’un point critique wé N, de I'application

e: N(x) -R"
. 1 2 b
En plus, on a selon un résultat cité plus haut w=—ys ol A est la valeur propre la

plus grande de la seconde forme fondamentale de G(x) correspondante a s. Donc,

4%
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il suffit & démontrer que les conditions dans la definition de vecteurs critiques des
orbites sont satisfaites, parce que dans ce cas la valeur propre considerée est évidem-
ment donnée par

max {(w;,s)li = 1, ..., k}.

En effet, on sait que la décomposition 7,G(x)=&{B,|j=1,...,r} en somme
directe de sous-espaces irréductibles est unique si et seulement si les composants
irréductibles de la représentation

T.a,: T,G(x) - T,.G(x)

sont inéquivalents ([3] pp 122—123). Soit 1: G(x)—=G/G, l'isomorphisme équi-
variant et g=m®g, une décomposition réductive. En identifiant le sous-espace
m a l'espace tangent de G/G, en G, on voit que les composants irréductibles de
la représentation T,a,, g€G, sont inéquivalents si et seulement si ceux de la repré-
sentation

T,ad(g): m —m, g€G,

le sont. Mais, on sait que les composants irréductibles de la représentation considerée
en dernier sont inéquivalents si G, est de rang maximum.

L’exemple suivant sert a justifier I'introduction des concepts faite ci-dessus et
meéme a illustrer le contenu du théoreme précédent.

Exemple. Soit G un groupe de Lie compact connexe semi-simple et g son algébre
de Lie qui sera identifiée a I'espace tangent 7,G. Or, une action x de G sur g est
donnée par la définition suivante:

(g, X) =T,ad(g)X, ou gfG et Xeg.

L’action « est évidemment orthogonale pour le produit intérieur de g définie par sa
forme de Killing—Cartan. En plus, on sait que les sous-groupes d’isotropie prin-
cipaux sont les tores maximums de G ([2] pp 15—16). Par conséquent, les conditions
du théoreme précédent sont vérifiées.

Soit X€q un élément tel que son orbite G(X) est principale. Alors, le sous-
groupe d’isotropie Gy étant un tore maximum, son algébre de Lie gy est une sous-
algébre de Cartan de g. L’algébre de Lie complexe g qui est obtenue par la com-
plexification de g est semi-simple. Or, soient

v des iy =M

des éléments de g qui donnent une base de Weyl de g normalisée selon Chevalley
[11]. On sait que les éléments

Uk:Xk_Yk‘ szi(X**{"Yk), Fk:'ij" k: I....,”l

engendrent par leurs combinaisons linéaires sur R une forme compacte de gc.
Mais, puisque les formes compactes de g sont conjuguées on peut atteindre que la
forme compacte considérée soit @ méme; bien plus, puisque les sous-algébres de
Cartan de g sont conjuguées on peut atteindre aussi que la sous-algébre de Cartan
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gy soit engendrée par les éléments F,, k=1, ...,m. On sait que les éléments U,,
Vi, k=1, ..., m forment la base d’un sous-espace m qui est le complément ortho-
gonal de gy: ainsi, on obtient une décomposition réductive

g=megy.
Or, on considére la fonction r(u?, v*, ..., ¥™, v™) qui est définie par
r(u, o, ..., u™ v™) = T,ad(exp (u* U,) exp (' V) ...exp (u™ U,,) exp (™ V,)) X

ol exp:g—G est I'application exponentielle du groupe de Lie G. Alors, on voit
facilement que la fonction r(u', ¢', ..., ™, v™) restreinte & un voisinage suffisam-
ment petit de 0 dans R™ donne une paramétrisation admissible de I'orbite G(X)
dans ce voisinage de X. Par conséquent, une base de I'espace tangent 7 G(X) est
donnée par les vecteurs

or or or or
-y = 9_‘_-:V! TR T Sy ) 1._:Vmw
aul [Ul‘ X] ot [ 1 X] ()Hm [Urn X] ™ [ X]
ou wW=v'=..=u"=v"=0. Mais, puisque Xegy on obtient par identités fonda-

mentales concernant les racines positives o, ..., o, de g¢ que
[Us, X] = i[iX, X, = Y] = i (iX)( Xy +Y) = (i X)V,,
Vi, X] = i[iX, i(X,+ Y] = —(iX) (X, —Y) = —o4(iX) Uy,
ou o (iX)ER et k=1, ..., m. Pour calculer le second tenseur fondamental de la sous-

variété G(X)cg en le point X on déduit que les dérivées partielles de second ordre
de la fonction r(u', o', ..., ™, v™) en O€R*" sont les suivants:

)2 | | |
5“‘:; & [Uh [Uh X]] = Zxk(lX)[st Yt] = 21&(11\(} f‘b
*r : |
o = [V s X1] = 22X X, Vi) = 200 Fys
()2’.

o r [Ue. Vi, X1] =0,
32 | |

iz = (U1 Vs, X1] = 60 {Nap Vot Ny, Vs s
ohr .

o' laf"k x [V] 7 [Vk‘ X]] = “k('X){Nll-—l’k Vu["ﬂu . Nﬂ.!k Va1+ak}*
r

W o [U11 [Vk* X]] = gk(llx)lNﬂl,—:kUﬂl—ak“Na'.,:k U.zl+a1‘}"
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ou k,l=1,...,m, mais k=/. D’autre part, pour calculer le second tenseur fon-
damental de la sous-variété G(X) en le point X, soient données les champs de vecteurs
U, V tangents 2 G(X) dans un voisinage de X par

- 2[ "é e '”l]

et
_ (o O w:]
V‘é[au*” +o5 1

et soit fixée une base orthonormée (s,, ..., 5,_,,) de Ny. Alors, on obtient I'expres-
sion suivante pour le second tenseur fondamental de G(X) en le point X:

n—2m

wx(U, V) = Z (s; ox(U,V))s; = J%’ (s;, VuV)s; =

9

gk o1y

ok f1 g2k 071
< %~ l[du*aul + utort du“av‘ S gt ¢ T

a r e ” aZr r ’ .)2'- [ P
NPT 1]> 2w et g ) =

=2 2 oq(iX)F ™ n™* +"n™).
¥=1

Soit m,cm le sous-espace tendu par les vecteurs U,, V, pour k=1, ...,m: or,
on obtient une décomposition

m=a{mlk=1, ..., m}

en somme directe de sous-espaces orthogonaux et on sait qu’ils sont irréductibles
et inéquivalents pour la représentation donnée par

Txa .

L~ gEUy.

De plus, une base orthonormée et compactible avec la décomposition considérée de
m est donnée par les vecteurs

Uk Vk -~
TR T s S e
2llonll ™ 2ol

Alors, on obtient que les vecteurs critiques de 1'orbite G(X) sont les suivants:
4oy (iX)owll Fs, k=1,....m

Donc, on a obtenu les vecteurs critiques d'une orbite principale G(X) de I'action
x en leur dépendance de X puisque la sous-variété linéaire X+ Ny=X+gy coupe
toutes les orbites de I’action =.
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