Die Verwendung der Zentralprojektion im Modell Cayley—Klein
des hyperbolischen Raumes

Von A. GYARMATHI und L. GYARMATHI (Debrecen)

In dem vergangenen Jahrzehnt haben sich mehrere Verfasser mit der darstellende
Geometrie der dreidimensionalen Geometrie von Bolyai—Lobatschewski beschéftigt.
Unter diesen heben wir die Arbeit des ZAGORKA SNAIDER [5] heraus. Unsere
Arbeit zeigt, wie man im Cayley—Klein Modell!) des hyperbolischen Raumes die
Zentralprojektion anwenden kann.®)

I. Die Erorterung einiger zur Anwendung kommender Grundbegriffe
der hyperbolischen Geometrie

1. Solche Kollineationen I7T, welche den Kugel K* eines zu projektivem
Raum erginzten euklidischen Raumes so insich fithren, daB die inneren Punkte
von K? in innere Punkte derselben gehen, nennen wir die Bewegungen des im
Modell erkldrten hyperbolischen Raumes, wenn sie die Orientierung von K? behalten.

Die inneren Pukte von K? sind die wirklichen Punkte® des hyperbolischen
Raumes, die duBeren Punkte sind die idealen Punkte. Die Punkte von K? sind
die Endpunkte der hyperbolischen Geometrie.

2. Die Strecken- und die Winkelcharakteristiken.
Die parallelen und die senkrechten Geraden

Es sei k® ein Ebeneschnitt von K2. Unter Streckencharakteristik von PP,
verstehen wir das Doppelverhiltnis A(P,P;)=(EHP,P,), wo =, H die Endpunkte

der die Strecke P,P, enthaltenden Geraden sind. Zwei Strecken sind im hyper-
bolischen Sinn kongruent, wenn ihre Charakteristiken gleich sind (Fig. 1).

Unter Winkelcharakteristik von < a,b, verstehen wir das Doppelverhiltnis
A(<ab)=(Z,H,=Z,H,), wo Z,,H,, =,, H, die Endpunkte der Winkelschenkel
bzw. der erginzenden Haltgeraden.

1) Wir wiihlen das Modell deshalb, weil man durch die Anwendung desselben die Aufgaben
und die Konstruktionen, nicht nur symbolisch sondern wirklich erledigen kann.

%) Die Arbeit gibt die Losungen einiger fundamentalen Aufgaben.

%) Bei den Konstruktionen brauchen wir in erster Reihe die wirklichen Punkte, nur nétigen-
falls nutzen wir die idealen Punkte.
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Solche Haltgeraden, deren Endpunkte gemeinsam sind, sind parallel.
Im Modell driickt man die Orthogonalitit mittels der durch K* bestimmten
Polaritit bzw. durch die in seinen Ebenschnitte auftretenden Polaritit aus ([1] 232).

—_— ; ‘/_'_F T - .

3. Parazyklus

Es sei k* ein Ebenschnitt von K2. Unter Parazyklus p* verstehen wir eine
solche Kurve zweiter Ordnung, inwelche eine spezidlle Perspektivitit (Fig. 2) mit
Fixpunkt U und Axe u den k* iibertrigt. p* ist innerhalb von k%%) Die Para-
zyklen sind die Bahnlinien der entsprechenden Bewcgung der hyperbolischen
Eben U ist der Mittelpunkt und u ist die Grundgerade von p2.

Fig. 2.

4. Aquidistantenlinien

Es sei k* ein Ebeneschnitt der Kugel K2, =, H die zwei Enden der a (Fig. 3)
A ist der Pol von a beziiglich von k% Zu P(1,2,3,...), Pca, gehdrige solche
Gesamtheit a* des P(1,2,3,..), wo A(11)=4(22)=4(33)=...=A(Z, H,11)...,
ist eine Aquidistantenlinie von a, wobei a die Grundgerade von a* ist. a® ist die
Bahnlinie irgendeines Punktes bei Verschieburg lings von a.

4) p? ist Grenzparazyklus.
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A
Fin. 3.

5. Hyperbolischkreis

Es sei k* ein Ebeneschnitt des Kugels K2, Q der innere Punkt von k2,
q Polargerade von @ beziiglich von k% und [/ elliptische Involution auf
q((1, 1’X(2,2)) beziiglich von k? (Fig. 4).

Die Drehung um Q ist die Orientierung behaltende und den k* in sich fiihrende
Kollineation, fiir welche Q Doppelpunkt ist.

A

2

Fig. 4.

%) k* ist Grenzhyperbolischkreis.
%) a® ist ein Hyperbolischkreis mit Mittelpunkt Q: (4BQ1)= -1, (PRQ2=—1.

10
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Die Hyperbolischkreise mit Mittelpunkt Q sind die Elemente solcher Kegel-
schnittreihen in Innere von k2°) welche man durch k* und Q bestimmt®). Die
durch Q gehenden Geraden schneiden entsprechende Punkte (P’, P),(A’, A)
aus k? und aus dem Hyperbolischkreis heraus. Die Verbindungsgeraden der zwei
Punkte (P’, A) und der zwei entsprechenden Punkte (P, A) schneiden sich in
q, weil g die assozierte, invariante Gerade des Q in der Drehung um Q ([1] 288) ist.

I1. Zentralprojektion im Modell Cayley—Klein

Den groBten Kreis k% der Grundkugel K* nehmen wir in der Bildebene n auf.
Der Mittelpunkt H von K? ist der Hauptpunkt. Das Zentrum C bestimmt den
Distanzkreis k2, C ist iiber der Bildebene 7). Nur solche Punkte haben ein Zentral-
bild, welche innere Punkte des Kegels Ck®* und K? sind. Die untere Halfte des
K? bezeichnen mit K,. Die Gebilde wihlen wir womdglich in der K. Bei der
Zentralprojektion trauchen wir in erster Reihe das Verfahren der Spurelemente.
Die ersten Spurelemente sind die inneren Punkte von k2, die zweiten Spurelemente
sind die Punkte der Fliche des K*, die Endpunkte. In einigen Fillen verwenden
wir bei Konstruktionen auch die Orthogonalprojektion. Diese projiziert man im
euklidischen Sinn. Diese stimmt hier mit der hyperbolischen iiberein.

|. Die Darstellung der Geraden

a) Die Gerade a schneidet n im Spurpunkt S, ihr unterer Endpunkt ist U,.
Zu einer gegebenen @ kann man das Punktpaar (S, U;) bestimmen und zu ge-
gebenem Punktpaar (S, U;) kann man die Gerade a angeben, welche deren
unterer Endpunkt U, in K, ist (Fig. 5).

Fig, 5.

7) Diese vorteilhafte Aufnahme der projizierendem Systems weicht im wesentlichen wenig
von der universalen ab, hingegen bieten sich viele Erleichterungen bei den Konstruktionen dar.
Die Bildebene ist wagerecht,



Die Verwendung der Zentralprojektion ... 147

b) b ist parallel zu n im K,. Ihr Spurpunkt S ist der Punkt von k2, U, ist
ihr Endpunkt. Wir stellen » mit dem Punktpaar (S, U;) dar. Zu gegebenem
(S, U/) gehort eine Gerade im K.

¢) c ist ultraparallel zu = in K;. Mit Endpunkte U,, U, stellt man ¢ dar,
zu (Uy, U;) gehort eine Gerade in K. d ist parallel zu c.

2.%) Die Umglegung der zentrischen Projektionsebene von a in n um a’

Es sei Q der FuBpunkt der aus C zu a gestellten Senkrechten h. Es ist
genug den Punkt C um Q in Ebene /#4°°®) mit der Anwendung des Hyperbolisch-
kreises k% in dem Punkt [C] der 7 umlegen.l®) Die Konstruktion de [C] ver-
richten wir nach Punkt 5) (Fig. 4) in n, wohin wir die Ebene Ahh° abdrehen. Bei
Abdrehung um A° erhalten wir die Punkte (C) und (U) der (4). Der [U] ist auf
h*und (q) ist Polar von Q beziiglich von k*? (Fig. 6). Die Gerade [C] U; schneidet

aus k*[U,] aus, weil [a]|[C][U,]. Bestimmen wir noch die [4] und [B] Punkte.
A(AB)=([U,])[U,][B][A)). o A ;
(Im Falle b) und c) vollziehen wir nicht die Umlegung.)

8) Wir bezeichnen die Endpunkte mit U, U,, U,, ..., die Endkegelschnitte mit «* i, uj ....

%) © bezeichnet das orthogonale Bild.

19) Die Umglegung des Punktes und der Gerade der Ebene bezeichnen wir mit [ ], die Ab-
drehung um A'=A° mit ( ).

10*
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3. Die Darstellung der Punkte

Beim Verfahren der Spurelemente kann man die Punkte allein nicht darstellen.
Die Lage des Punktes P bestimmen wir durch seine Zentralprojektion und die
Zentralprojektion einer beliebigen durch diesen Punkt gehenden Geraden oder
Ebene.

Spdter wenden wir mehrmal Fig. 7). an. P°P’ geht durch H. (P) ist die
Abdrchung um P°P’.

4. Die Darstellung der Ebene

Drei Typen der Ebene stellen wir dar:

(a) die Bildebene schneidende, (b) zur Bildebene parallel, (c) zur Bildebene
ultraparallel. Wir stellen die Ebenen einheitlich mit sogenannten Hauptgeraden
dar’®). Wir nennen die auf die Hauptgerade senkrechten Geraden Hauptlinien

(a) In diesem Fall stellen wir die Ebene mit Hauptfallinie 4 dar. & ist senk-
recht auf die Spurlinie m der Ebene und Ah" enthilt den Hauptpunkt H, hh' |7
(Fig. 8). Die A stellen wir mit Spurpunkt M und mit unterem Endpunkte U, dar.

Die Darstellung des P in die Ebene mit seinem orthogonalen Bild: wir nehmen
P’ auf und fithren durch ihn das Hauptlinienbild n" (Fig. 9). Bezeichnen wir
ihren FuBpunkt mit N’,n" Lh’, weil n]h®) Dreht man &# um A’ in nab,
bekommt man k. Dann bestimmen wir auf die gewohnte Art die (N). n® ist
senkrecht in N° zu A'=h°. P ist auf HP’ und n°.

(b) Im Fall b stellen wir die Ebene mit ihrer Hauptparallelgeraden dar.
h|h' und Heh’ (Fig. 10). Die Gerade h stellt die Ebene mit ihren Spurpunkt
M und mit ihren niederen Endpunkt U, dar.

su

h
oH

V o T m
W

Fig. 8.

1) Fig. 7 ist die Grundfigur der Distanzperspektive. Die orthogonale Projektion und die
Abdrehung nehmen wir jetzt im hyperbolischen Sinn.

12) Gewissermalen, wie im kotierten Projektion, S. noch [5], 132.

13) Die Bilde der Hauptlinie n” und »° sind senkrecht zu A’=h°, weil sie der Durchmesser
der k® ist und so ist ihre Konjugierte senkrecht zu A" =h°.
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Fig. 9. Fig. 10.

(c) Im Fall C stellen wir die Ebene &« mit ihrer Hauptultraparallelen Geraden
dar. & und A’ sind ultraparallel. Die Etene Ak’ enthilt die gemeinsame senkrechte
Gerade von aund n. Heh’. h wird mit Punkten U, und U, dargestellt (Fig. 11).

Wir konstruieren noch die um A" abgedrehte h. Die Darstellung des Punktes
in der Ebene im Falle (b) und (c) ist dhnlich zu (a), fiir diese machen wir keine
besondere Figur.

5. Konstruktion des Bildes der Endpunkte der Ebene

Stellen wir eine Ebene «, welche n schneidet mit ihrer Hauptfallinie % dar.
o schneidet aus K? ihre Endpunkte, den Kreis #®. Dreht man # um A" in =
ab, (U,) und (U,) sind die Abdrehungen der Endpunkte von A. U/ und U; sind
die Achsenpunkte von #*. (Man kann leicht einsechen, daB /" die Achse von u?
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ist.) (Fig. 12) A un B sind die Punkte von «*. Die Achsenpunkte und 4, B
bestimmen den u*. #* ist eine Halthypertel ([2] 229).

Im Falle (b) und (c) ist die Konstruktion des Zentralbildes der Endpunkte
dhnlich, nur soll man 4 oder B mit einem geeigneten Punkt ersetzen.

6. Das perspektive Bild des auf gegebener Ebene stehenden vierseitigen Prismas

Wir machen die Konstruktion in den Fall, wo die Grundetene B zu dem
Typus (b) gehort Fiir die zwei anderen Typen stimmt die Konstruktion im wesentlichen
iiberein.

Wir stellen S mit ihrer Hauptparallellinie /# dar. Bestimmen wir das Bild
u¥ der Endpunkte von f wie im Fall von «. (Den Punkt A vertreten wir mit
I und den Punkt I stellen wir nach Figur 9. dar, I° ist der eine Endpunkt der

groBen Achse von u**, (K)N=(K)(U,), K'T"=(K)(U,).) (Fig. 13)

Fig. 13.

Die auf B senkrechten Geraden schneiden sich im M, welcher Pol von
beziiglich von K? ist. (M) ist Pol von (h) beziiglich von k%, in (M) hat man
den (idealen) Punkt M um A" in n gedreht. Den (M) projizieren wir aus C zu
k' in M’. M’ ist das Zentralbild des gemeinsamen Punktes der zu f senkrechten
Geraden.

Es sei die in B liegende Grundfliche des Prismas ein Viereck, deren gegen-
iiberliegende Seiten parallel sind. Nehmen wir nach Belieben auf «* die Zentral-
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projektionen der zwei Endpunkte unseres Viereckes L; und L; an und noch 1’,
und 3’ die Zentralprojektion seiner Ecke 1 und 3.

Die Geraden L;l°, L,3" und Lj1’, L;3" schneiden das Viereck 172°3’4’, das
Zentralbild der Grundfiiche aus. Es sei die Seitenkante des Prismas senkrecht
zu B. Verbinden wir die Punkte 17, 2’, 3’, 4" mit M’, so bekommen wir die halten-
den Geraden der Zentralbilder der Seitekanten. Auf 1’M’ kann man nach Belieben
den Punkt 5" aufnehmen, dann kann man mit dem Gebrauch von L; und L; auch
die Punkte 6’,7’,8 bestimmen.!?)

Diese Figur zeigt auch die Konstruktion der zur Ebene senkrechten Geraden.

7. Die Anwendung der stereographischen Projektion
Es sei d*=k%, hierist C ein Punkt von K2 In diesem Fall ist die Beriihrungs-

ebene von K? im Punkt C parallel zu 7. In diesem Fall ist die Zentralprojektion
eine stereographische Projektion.'®) (Fig. 14)

Fig. 14.

Es sei y(h, U,, U,) ultraparallel zu =n. Bestimmen wir die Zentralprojektion
u; ihrer Endkreise u;. Wegen den stereographischen Projektion ist #} auch
Kreis. Nach dem vorhergehenden sind U; und U; die Endpunkte der Durch-
messer von u*, so kann man u* leicht Zeichnen.

Die Geraden a und b sind in einer Ebene, weil die Zentralprojektionen

U/, U; bzw. Uf,* U;. auf dem Kreis #* sind.

14) Die Eindeutigkeit von 8’ sichert die Perspektivitit der Dreiecke 4'1’2" und 8'5'6’. Wir
stellen das Drahtgerippe des Korpers dar, deshalb geben wir nicht die Sichtbarkeit an.

1%) Prof. Gy. Strommer macht uns auf die stereographische Projektion aufmerksam. Diese
Projektion kann man vielerorts vorteilhaft anwenden.
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8. Die Umlegung der Ebenen in die Bildebene

Bei der Umlegung fiihren wir die Ebene mit Kollineation (Bewegung) IT in
die Bildebene n Weil IT K* in sich fiihrt, gehen die Endpunkte der Ebene in A2
Wir beschéftigen uns mit allen drei Typen der Ebenen. Als gemeine Eigenschaft
heben wir, daB die umgelegten [n] der Hauptlinien n senkrecht zu den umgelegten
[A] von h sind, ndmlich » und A bzw. [n] und [A] sind konjugiert.

(a) Stellen wir die Ebene « mit Hauptfallinie #(Q, U,) dar, die Spurlinie
von « ist m. Wir drehen # um A&’ in n ab und bekommen (h) (Fig. 15). Die

T

abgedrechten Endpunkte der Etene hh" kommen in k2. Stellen wir P(P’, P°)
von a dar, und konstruieren seinen umgelegten Punkt [P]. Die Umlegung ge-
schiet um m so,daB & in A" féllt. Bei Umlegung die Punkte von « beschreiben
die Punkte der Ebene Hyperbolischkreise hk®, deren Ebenen senkrecht zu m
sind, das ist sie gehen durch m, wo m Kkonjugierte zu m beziiglich von K?* ist.
In diesem Fall ist m | n und ihre FuBpunkt ist M. Der Mittelpunkt von Ak®
ist auf m. Es folgt aus dieser, daB das orthcgonale Bild des zu P gehérigen um-
gelegten Hyperbolischkreises k3 auf die MP° fillt und [P)cMP°.

Wie man sah, wenn n_1h, da [n] L[h] so ist genug sich mit der Konstruktion
der in Ak’ liegender hk* zu befassem. Es schneidet der (hk%), welche um A’
in m umgelegt Hyperbolischkreis der durch N gehende Ak} ist, [N] aus k" ab.
Nach 5, (U))[#,] und N[N] schneiden sich in g, so ist es nicht nétig die Konstruk-
tion von hk%, es ist genug [N] zu bestimmen. Der durch [N] gehende und zu
[#] senkrechte [n] schneidet [P] aus MP° ab.

(b) Wir stellen die = berithrende Ebene f mit ihrer Hauptparallelgeraden
h(M, U) dar. (Fig. 16). Wir drehen # um & in mn ab und erhalten (k). Die
Ebene f legen wirum M in n soum, daB [h]=h" sei. Bei Umlegung beschreiben
die Punkte von B die Parazyklen. Diese bezeichnet man mit fp2. Ihr Mittelpunkt
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ist M und die Grundgerade ist a. Thre Ebene ist senkrecht zu = im M. Die
Abdrechung (fp2) von fp? ist der k2, deshalb ist [U] die Umlegung von U.
Hier nehmen wir auch in Betracht, daB wenn n_1h, da [n] L[A], so ist es genug
sich mit der Konstruktion der in hh" gelegenen fp* befassen. Bei Konstruktion
von [P] schneidet der durch (N) gehende (fp3) aus [A] den Punkt [N] aus und
diesen konstruieren wir nach dem Punkt 3). Nach dem Vorigen ist [#] LA in [N].
Weil fp* durch @ hindurchgeht, deshalb ist die Ebene von fp* senkrecht zu =,
ihre orthogonales Bild fallt auf MP° und [P] ist auch auf derselben. [P]=[n]N
NMP-°.

(c) Stellen wir die zu = ultraparellele Ebene y mit ihrer Hauptultraparallel-
geraden h(U,, U,) dar. (h)istdieum A" atgedrechte von A (Fig. 17). Konstruieren
wir die gemeine Senkrechte m von n und y. Dann folgt aus der Stellung von =,
daB m im euklidischen Sinn auch zu = senkrecht ist. Die Ebene riicken wir mit
einer projektiven Transformation lings der m so, daB [A]'®) in A’ fillt. Dabei
beschreiben die Punkte von y Aquidistantenlinien e3, deren m die gemeinsame
Grundgerade ist. Weil m 1 n, deshalb ist die Ebene von e} senkrecht zu = und
[Ple M P°. Nehmen wir hier auch in Betracht, daB n_Lh, [n] L[A] sind, so ist es
genug sich mit der Transformation in Ah" bzw. in A’(h) zu befassen. Wir bestimmen
die Transformation von N im [N] mit Doppelverhiltnis A(M,N)=A4((M,)(N))=
=[Af]:;_4]j{}v}g((ulxua)(mcM,)=([wagl(N)M.J). [L[A], [N)eln] und  [P]=
=|n ok e

Aus den Figuren 15, 16, und 17 kann man die Umwendungen der Punkte
bestimmen. So kann man auch in gegebenen Ebenen liegende Gebilde z. B. gegebene
Kegelschnitte darstellen.

15) [ ] bedeutet jetzt die Riickung.



154 A. Gyarmathi—L. Gyarmathi

9. Die Konstruktion der Schnittgeraden der zweier Ebenen

Es sind « mit Spurgerade m und mit Hauptfallinie # und p(m, h) gegeben.
Die Bilde der in , gleicher Héhe” liegenden Hauptlinien »° bzw. i’ von a bzw.
B schneiden sich in dem Bild M’ des Punktes M der Schnittgeraden g von «
und B. S ist der Spurpunkt von g (Fig. 18).
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10. Die Konstruktion der Distanz des Punktes und der Ebene

Nach Figur 13. kénnen wir zu der Ebene Senkrechte stellen und nach Anwendung
des 8) kann man den Schnittpunkt der Ebene und der Geraden bestimmen. Uber
die Konstruktion machen wir keine Zeichung.

Auf Grund der dargestellten Konstruktionen kann man weitere Aufgaben der
darstellenden Geometrie im hypertolischen Modell 16sen.

Die Aufgaben der Lage kann man mit den Erwdgungen der euklidischen Geo-
metrie 16sen. Bei metrischen Aufgaben ist auch die Anwendung der Lehrsitze der
hyperbolischen Raumgeometrie nétig.
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