Verschirfungen der Sitze iiber die Methode der konvexen
Beriihrungsfunktionen ohne Divergenzpunkt

Von ZOLTAN SZABO (Debrecen)

Abstract. In [1/11] aniteration family of second order without point of divergence, the method
of tangential concave functions was given as a generalization of the always convergent method of
tangential parabolas [1/I, 1/III]. In this paper we shall prove, under weaker conditions, the theorem
of convergence and a more generalized and practicable (a posteriori) form of the error estimates
of this iteration family.

Résumé. In généralisant la méthode des paraboles tangentes sans point de divergence
[1/1, 1/111] nous avons introduites dans [1/1I] une famille de méthodes d’itération de second ordre
de convergence, celle des fonctions tangentielles concaves. Dans ce travail nous prouvons la con-
vevgence ainsi que la forme générale et capable d’applications practiques de I'estimation des erreurs,
en utilisant des hypothéses plus faibles.

Als eine Verallgemeinerung des divergenzpunktlosen Verfahrens der Beriihrungs-
parabeln [1/1, 1/I1I] wurde in [1/11] eine Familie im Sinne der Definition von J. F.
TRAUB optimaler [2] Methoden von zweiter Konvergenzordnung: die TCF-Methode*
(die Methode von konvexen (oder konkaven) Berithrungsfunktionen) mit ihren Kon-
vergenzbedingungen, Fehlerabschitzungen und zwei konkreten Verfahrenbeispielen
angegeben. Bei den Abschwichungen der Bedingungen werden wir in diesem Beitrag
die Konvergenz, und die allgemeinere und praktisch anwendbare a posteriori Form
der Fehlerabschitzung beweisen, ferner einige numerische Iterationsbeispiele an-
geben.

Die Bezeichnungen und Definitionen in [1/III] werden auch jetzt gebraucht. Es
wird vorausgesetzt, dal3

[die Funktion
l f:lab)=IcR ~-R

(1) in I zweimal differenzierbar ist, und es eine Konstante M,=0 mit

, )| = My, xel
gibt.

Definition. Die mit der Funktion f verbundene Iterationsfunktion F(x; r) und
auch das entsprechende Iterationsverfahren

2 Xes1 = F(x,,7), n=0,1,2, ...

* TCF ~ Method of tangential convex functions
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wird in I stets konvergent (oder divergenzpunktlos) genannt, falls die aus dem Wert
xo€ 1 ausgehende und durch (2) erhaltene Iterationsfolge

1° monoton ist, und

2° gegen die rechts (bzw. links)
von x, nichstliegende Nullstelle 2€7 von fkonvergiert, vorausgesetzt, daB der Wert
des “Richtungsparameters” r im ganzen Laufe der Iteration auf eine konsequente
Weise +1 (bzw. —1) gewihlt wird;

3° wenn es keine Nullstelle «€[x,, b] (bzw. a€[a, x,]) von f gibt, dann ver-
1dBt {x,} die Strecke /. Die Familie von Iterationsfunktionen mit diesen Eigenschaften
wird mit A(f, 7) bezeichnet (A4: class of always convergent iteration functions).

Es sei k: R—R eine beliebige, von unten konvexe und zweimal differenzier-
bare Funktion in R mit den folgenden Eigenschaften:

{ k(0) = k’(0) = 0,
K () = =K' (— =) ==,
530 =0: 0 =k"(x), xcR.

3)

Im Falle x,€/, f(x,)#0 passen wir in erster Ordnung die parallel verschobene

Funktionskurve
K(x) = A—sck(x—p)

[c =0, s = sign (f(xy)): 4, u€R]

an f im Punkt (x,, f(x,)).
Die Parameterswerte 4 und u in der Approximationsfunktion K werden aus den

Gleichungen . .
KW (xe) = [P (xp), i=0,1
d. h. aus
7—8ck(xo—p) = f(x,)
—sck’ (xo— ) = f7(xo)

bestimmt. Aus (3) folgt, daB die Funktion £ im ganzen R invertierbar ist. Deshalb

und

sind
2 = f(xp)+sck(v)
und
H = Xo—V,
wobel

v = k! [——%f’(x.,)]

ist. Die die Kurve / im Punkt (x,, f(x;)) in erster Ordnung beriihrende konvexe
Funktion ist also von der Gestalt
4) K(x) = f(xo) —sc[k(x—xo+v)—k(v)].

Der Konvergenzsatz kann mit Hilfe der folgenden Aussage bewiesen werden.
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M
Lemma. Wenn die Voraussetzungen (1) und (3) erfiillt sind, ferner ¢=— und

é
f(xo) =0 im Ausgangspunkt x,€1I gilt, dann ist der Wert der durch die Gleichung (4)
gegebenen (entsprechenden) Funktion K(x) in der Strecke I im Fall f(x,)=0 (bzw.
f(x9)<0) nicht gréfer (bzw. nicht kleiner) als f(x).

BEwEs. Es sei s=1. Nach den Bedingungen kann der Taylor’sche Satz auf die
Funktionen f(x) und k(x—x,+v) angewendet werden:

| R .
S(x) = f(x)+f [xo)(x_xo)"'j FT@(x—x0), € (X, X);
k=g +9) k() = K () (r—x0) +5 K () (x — 0* =

(5) { 1
= —;f’(xo)(x—xo) ey k” () (x —x,)%,

n=v+3(x—x,), I€(0,1).

Wir beweisen, dal} die Differenzfunktion

l M iv o L4 a2
D(x) = f(x)—K(x) = Ef (C)(x""xn)"l‘%k () (x — x¢)*
in dem abgeschlossenen Intervall 7 nicht negativ ist. Dazu ist es genug die Ungleich-

heit
—f"(&) = ck”(n)
einzusehen, deren Wahrheit aus den Relationen

k" (n)
5

folgt. Im Fall s= —1 ist der Beweis ganz dhnlich. Es gilt also das Lemma.

= ck”(n)

7)) = M; = M,

Die Funktion k& kann als zwei (streng monotone) Funktionszweige betrachtet
werden :

" {k_ (x), falls x = 0;
PI=Ts 6F Bk 2=0

Die Nullstellen x, und x; von K werden in der Form

A = rmvrkrt [ ), r=t

1

hergestellt. Mit Hilfe der aus [1] bekannten Gedankenfolge kann der Konvergenzsatz
der TCF-Methode erhalten werden:

Satz 1. Aus den Bedingungen (1), (3) und :-:-1'%5 folgt die Relation

Fror(e: 1) = x—v k7 [ Lk |eacs .
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wobei
L 5 ;
v = k1| Lsign (f0x0) /(0
ist, und im Falle r=1 (bzw.r=—1) wird bei der Inversenbildung k;* der Funktions-
zweig k,(x)=k(x), x=0 (bzw. k_(x)=k(x), x=0) in Betracht genommen.

Die Beispiele k(x)=x2,6=2 und k(x)=chx—1, d=1 ferner die entsprechen-
den Iterationsfunktionen

Pt x+sf“ l/Zlf(x)I [f(x)] AU D)

H+rYH*—c*
G—sf'(x)

(s = sign (f(xo)),
G = Y2+ f2(x),

] H = |f(x)|+G)

sind bekannt [1/II].*

Numerische Lsungen von 5 Gleichungen mit Hilfe von Fyp sind in [1/I11], mit Hilfe
von Frcy sind in der Tabelle 1 dargestellt. (Es werden die Iterierten x,, ..., x, mit

bzw.

Freu(x;r) = x+In

€A D

|x;—ax| =10"%, i<n
und
|x,—a| < 10~®

aufgeschrieben, wobei a€/ die Losung der entsprechenden Gleichung ist.)
Die Fehlerabschitzungen der stets konvergenten Methode der konvexen Be-
rithrungsfunktionen sind dargestellt in dem

Satz 2. Esseien die Bedingungen des Satzes 1 erfiillt, es existiere der entsprechende
Grenzwert lim x,=a fiir ingendeinen Ausgangspunkt x,€1 und er sei eine einfache
ne=co

Nullstelle von f in I, ferner es gebe drei Konstanten my, M, und A mit
O<m =|f ()| =M, x€x,a &7

und mit k"(x)=4, x€R. Dann gelten die Fehlerabschdtzungen

3° lex+1] = La(1+N)le,|?,
2° leas1| = NL3|d,P+Ly(Ly+N)|d, 5, n=0,1,2, ...
: A M,
wobei e;=a—x;, d;=x;,,—x;, Ni% und L,_ml (i=1,2) sind.

* TP ~ Method of tangential parabolas; TCH ~ Method of tangential cosinus hiperbolicus
functions
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Tabelle 1.
L f(x)=2%—5x+2, x€[0, 1]; a=0.7322442555+10~'°; M,=0.961
x°=l
x,=0.75651366
xs=0.73248221
Xy =0.73224428

II. f(x)=e*=x*+1, x€[—=2,0]; a= — 11477576322+ 107*°; M,=2

xn=0
x,=—0.90135948
xy= —1.13200394

x3=—1.14768219
x;=—1.14775763

1L f(x)=sin x—0.5x, x€[1.5,3]; 2=1.8954942670+10"%°; M,=1
Xi=1.3

x, = 1.88101706

X, = 1.89545140

Xy =1.89549427

IV. f(x)=e*+10x-2, x€[0, 1]; 2=0.0905251013+107""; M,=2.72

Xo=
x,=0.08690704
X3 =0.09051902
X;3=0.09052510

V. f(x)=x*-3x*-x+9, x€[-2, —1.5]; a= —1.5251022548 +107"°; M,=18

(=]

Xp= _1.5
x = —1.52493081
xp= —1.52510225

BEwErs. Es sei z. B. f(x,)=0 und x,<a(r=1). Da die Nullstelle « einfach ist,
ist die Relation
S (x) <0, x€[xo, ]

nach den Bedingungen erfiillt. Wir setzen voraus, daB f(x,)#0, n=0,1,2, ....
(Im Falle f(x,)=0 gilt x,,,=x,=a, und die Behauptungen sind natiirlich erfiillt.)

Es sei n eine beliebige, feste und nicht negative ganze Zahl. Aus der Gleichheit
K(x,.,)=0 mit Hilfe von (4) und (5) kann der Wert von f(x,) folgendermaBen
aufgeschrieben werden:

S) = 5 k() di—=f" () d.

Da 0= —f(x)=f(0)—f(x,)=f"(E)e,, &€(x,,a) ist, deshalb kann man mit Hilfe
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des Mittelwertsatzes die Relationen

SN S -, Aol O A f(ef)— ’(x,.)
Chy1 = €y d,, f'(f) dn | )! __f (f) n
_ M4 £ S (x)(E—x,) i
e ()|
§E(X, . ), TE(Xs-€)

H"

N‘L f2+L2({; xll)dn!

erhalten.
(Gilt die Ungleichung
S(xf"(x) =0

in der Strecke [xy, 2] (d. h. stimmt die Konvexitit von f und K in dem Segment
iiberein), so gilt
lens1| = NLpd}.)

Auf Grund von |d,/=le,| und |£—x,|<le,! ergibt sich die zu beweisende Abschit-
zung 1°. Aus den Relationen

=k a:+\f(x, d]sNL d:+L,d
erhilt man die Behauplung =,
In den mit den Vorzeichen von x— x, und f(x,) verbundenen drei weiteren Féllen
kann der Beweis dhnlich gefiirt werden.

0O <)—x,<e,=

Bemerkung. In dem Fall k(x)=x* stimmen unsere Fehlerabschitzungen mit
den im Satz 10 [1/IT1] erhaltenen Abschitzungen der TP-Methode iiberein, falls
A=4(=2).
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